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Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
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+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
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TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


DE 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL 


ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


^  PREMIÈRE  PARTIE. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Notions  préliminaires  et  principes  de  la  diffé-^ 
rentiation  des  fonctions  dune  seule  variable, 

1.  Dans  cette  partie  de  PAnaljse^  on  prend  pour 
sujet  le  passage  d'uae  ou  de  plusieurs  quantités  par 
dîfférens  états  de  grandeur ,  et  les  changemens  qui  en 
résultent  dans  d'autres  quantités  dont  la  valeur  dépend 
de  celle  des  premières  (*). 

2.  Pour  exprimer  qu'une  quantité  dépend  d'une 
ou  de  plusieurs  autres  >  soit  par  des  opérations  quel- 

(*)  L'ordre  et  la  brièveté  m''ont  paru  demander  que  l'on  se'- 

parâc  les  notions  préliminaires  apurement  analytiques,  des  uppli» 

cations  ge'ometriques  ;  mais  le  lecteur  qui  croirait  avoir  besoin, 

poar  fixer  ses  idées ,  de  voir  quelques  applications  ,  pourra  cou* 

salter  à  la  fin  dn  livre,  la  note  A. 

Cale.  diff.  I 
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conques,  soît  même  par  des  relations  impossibles  à 
assigner  algébriquement,  mais  dont  Texistence  est  dé- 
terminée par  dés  conditions  certaines,  on  dit  que  la 
première  est  fonction  des  antres.  L'usage  de  ce  mot  en 
édanrcîra  la  signification. 

On  emploie  souvent  une  lettre  comme  signe  ou  ca- 
ractéristique du  mot  fonction  ;  ainsi  les  symboles 

u~{(x),     f^rrFW,     «=^{*), 

expriment  que  u,  i^  el  z  sont  diverses  fonctions  de  x. 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de  gran- 
deur, ou  pouvant  en  changer,  est  9ïfyAée  variable  ;  et 
l'on  donne  le  nom  de  constante  à  celle  que  l'on  consi- 
dère comme  conservant  toujours  la  même  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d'après  cela  que  c'est  la  nature 
de  la  question  ]^oposée  qui  détermine  quelles  sont  les 
quantités  qu'on  doit  regarder  comme  variables  ou  comme 
constantes. 

4*  Pour  éclaircir  ceci ,  je  vais  donner  quelques 
exemples.  Soit  u-=ax ,  a  étant  regardé  comme  une  cons* 
tante  ;  u  est  une  fonction  de  x^  de  Tordre  le  plus  simple, 
puisque  c'est  une  quantité  proportionnelle  à  cette  va- 
riable. Si  l'on  suppose  que  x  devienne  ar-f-A,  et  qu'on 
représente  par  w'  la  nouvelle  valeur  de  x^,  on  aura. . , . 
w'=  ax-j^tthy  d'où  u — M  =  ahy  et  en  divisant  les  deux 


U'^U 


membres  par  A,  il  viendra  — 7 —  =  a ,   c'est  -  à  -  dire 

qo^  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui 
de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  particu- 
lière. 

Je  passe   à  la  fonction  un   peu  plus    compliquée 
zi=ajp^-  en  j  mettant  x-\'h  au  lieu  de  x,  il  vient 


uissza  (Af^+  2xA  +  h*)  y  et  ea  retranchant  la  première 
équation  de  la  secx>nde,  U'^u=:  !zax7i  +  aA'j  divisant 

les  deux  membres  par  A,  on  aura  — -^ —  =  aax  -4-  «A. 

Ici  le  rapport  des  accroissemens  de  la  fonction  et  de  la 
variable  est  composé  de  deux  parties;  l'une  ne  dépend 
point  de  la  valeur  particulière  des  adcroissemens,  et 
l'autre  est  affectée  de  h.  Si  l'on  conçoit  que  cette  quan- 
tité aille  en  diminuant ,  le  résultat  s^approchera  sans 
cesse  àeaax,  et  n'y  atteindra  qu'en  supposant  7iz=:o; 

en  sorte  que  lax  est  la  limlu  du  rapport  ,  ^  c'est- 
à-dire  la  valeur  vers  laquelle  ce  rapport  tend  à  mesure 
que  la  qiêantité  h  diminue^  et  dont  il  peut  approcher 
autant  qu'on  le  voudra. 

Il  'est  aisé  de  voir  que  la  différence  u'— -  u  s'anéantit 
toujours  en  même  temps  que  h ,  puisque  c^est  l'existence 
seule  de  cette  dernière  quantité  qui  donne  lieu  à  la  pre- 
mière; cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas  :  il  est 
de  l'espèce  de  quantités  indiquée  dans  lé  n^  70  des 
ÈUmens  d^ Algèbre» 

Lorsque  u  =  <u^,  on  a,  par  la  substitution  de  «4^  A 
au  lieu  de  x, 

w'=  a  (*  +  A)3  sas  a*^  +  Zax^h  +  3a*A»  +  «A^; 

en  retranchànlt  la  première  équation  de  la  seconde,  on 
trouve  I*'  — ws«:3a*•A•^-3tfâpA*-^"^^  et  prenant  le 

rapport  des  accroissemens^  — t — =3a**+3ajrA+«A*. 

On  T<Mt  encore  ici  un  terme  indépendant  de  toute  valeur 
particulière  des  accroissemens ,  et  vers  lequel  leur  rap- 
port tend  sans  cesse  9  lorsque  h  diminue  »  en  sorte  que 
ce  rapport  a  aussi  une  limite  qui  est  3«jp*« 


4  TBAiré  iLiMKhTAlBE 

Soit  encore    »  =  -  ;   il  viendra   «'= r  ,  puîi 

" - "^ = i+Â "^ î "=  ^ i?4-"iÂ '  *"• ''^''«*''* "" 

mépie  dénoRiinatear  les  deux  termes  du  second  mem- 
bre: on  trouve  ensuite  que  le  rapport  des  accroissemens 

— '. —  =  —  --— ; — r  ,  valeur  qui  ne  s'évanouit  pas 

quand  A  =  o ,  mais  atteint  la  limite ^. 

Cet  exemple  dîfiFère  des  précédens ,  en  ce  que  la  li- 
mite —  -^  ne  se  montre  point  à  part  de  l'expression 
générale;  mais  pour  isoler  celte  limite^  il  sufiSt  d'ajouter 

et  de  retranchei:  en  même  temps ;^  au  second  membre 

de  l'équation  ci-dessus  ^  qui  devient  alors 


et  de  réduire  les  deux  derniers  termes  au  même  déno- 
minateur ;  car  on  obtient 


u  —  u  a    ,        a 


—  :.*  +  ^.4:J^^A^ 


X' 


valeur  coippl^ie,  ^Qnt  le  pi^qm^iei^t^Fmè  oit  la.  linitte, 
"let  dont  le  secpnd  s'éranoi|i t  qoa nd^  h.zs^ix, 

Ce  premier  terme,  ou  cet^e  limite ,  n'est  pas  particu- 
lier aux  fonctions  que  je  viens  d'examiner;  l'exposition 
d^  proqédéi  ^^x  lesquels. on  l'obtient  pour  touts»  les 
fonctions  employées  dans  Icis  élémenjr  de  Matfaématîqttes> 
et^  epsui^e  la  coneidéRation  des  courbes  (58 ,  5^)  montne* 
ront  évidemment  qu'il  se  rencontre  dans  toute  iop^ion 
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■  • 

«n  général.  Ainsi,  lorsque  les  accroissemens  respectifs 
d'une  fonction  et  de  sa  variable  s^  épanouissent  j  leur  rap-' 
port  ne  s'épanouit  pas  ;  mais  U  atteint  une  limite  dont  il 
8* est  approché  par  degrés;  et  U  existe  entre  cette  limite 
etla  fonction  dont  elle  dérive^  une  dépendance  mutuelle 
qui  détermine  l'une  par  ¥  autre  j  et  réciproquement» 

5.  Je  ferai  d'abord  connaître  les  signes  par  lesquels 
.on  exprime  les  nourelles  relations  que  les  notions  pré- 
cédentes établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en  mon- 
trer la  conrenance ,  je  reprends  la  fonction  u  ==  ax^ , 
déjà  considérée  dans  le  n**  4« 

En  j  mettant  x-i"  h,BVL  lieu  de  ^^  et  retrancliant  la . 
quantité  ax^  du  résultat,  on  a  obtenu,  dans  l'expression 

U'-^u=  3ax*h  +  3axh^  +  ah^ , 

le  développement  de  la  différence  des  deux  états  de  la 
fonction  Uy  ordonné  suivant  les  puissances  die  l'accrois? 
sèment  h  qu'on  suppose  à  la  variable  x\  et  la  limite 
3ajr*  du  rapport  des  accroissemens  u —  i^  et  A,  ne  dé- 
pend que  de  la  considération'  du  premier  terme  Zax'^h 
de  cette  diflFérence  (4)-  Ce  premier  terme,  qui  n'est 
qu'une  portion  delà  différence ,  s'appelle  différentielle  ; 
et  on  le  désigne  par  Au^  en  se  servant  de  la  lettre  d, 
initiale  du  nom  y  comme  d'une  caractéristique  :  on 
aura  donc,  dans  l'exemple  proposé,  àuz=z  Zax^h. 
Pour  passer  de  là  à  3ax*,  qui  est  la  limite  cherchée , 

il  faudra  diviser  par  A,  et  l'on  obtiendra  -y-  =  3ax*j 

mais  quand  il  s'agit  d'une  variable  simple,  comme  la 
quantité  jr,  qui  se  change  en  x'=ar+  A,  on  a  x — x  =A  ; 
la  différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu'une 
même  chose  :  on  remplafce  en  conséquence  la  quantité  h 
par  le  signe  djp,  afin  de  mettre  de  l'uniformité  dans  les 
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calculs,  et  il  vient 

du  =  3ax*dx,     -r-  =  3ax*, 

dx 

La  première  expression  sera  la  différentielle  de  u  ou  de 
'  a:P,  et  la  seconde,  qui  appartient  à  la  limite  du  rapport 
des  changemens  simultanés  de  la  fonction  et  de  sa  i^a- 
riable,  prendra  le  nom  de  coefficient  différentiel ^  parce 
•que  la  quantité  qu'elle  représente  n'est  autre  chose  que 
le  multiplicateur  de  la  différentielle  ^jir,  dans  l'exprès* 
sion  de  la  différentielle  Au.  Il  suit  de  là  que  la  limite  du 
rapport  des  accroissemena  »  ou  le  coefficient  différentiel, 
s'obtiendra  en  dipieant  la  différentielle  de  la  fonction 
par  celle  de  la  variable  ;  ^t  réciproquement,  on  obtien- 
dra la  différentielle  en  multipliant  la  limite  du  rapport 
des  accroissemens  j  ou  le  coefficient  différentiel ^  par  la 
différentielle  de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante^  parce  qu''il  y  a  des 
fonctions  dont  le  coefficient  différentiel  se  trouve  plus 
facilement  que  la  différentielle..  En  effet,  pour  par- 
venir immédiatement  à  cette  dernière ,  il  faut  écrire 
X  +  dx  au  lieu  de  n,  dans  la  fonction  proposée,  dé^ 
"oelopper  le  résultat  suiifant  les  puissances  de  dx,  en 
s*arrêtant  au  terme  affecté  de  la  première  puissance , 
et  retrancher  du  résultat,  V expression  primitive.  On 
voit  que  cette. méthode  suppose  qu'on  sache  développer 
la  fonction  proposée,  ce  qui  peut  demander  des  secours 
étrangers,  dont  la  considération  des  limites  dispense  le 
plus  souvent. 

.  D'après  ces  notions,  on  peut  dire  que  le  Calcul  diffé- 
rentiel est  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  des  ac-^ 
croissemens  sim^ultanés  d'une  Jonction  et  de  la  variable 
dont  elle  dépend. 
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6.  ^11  faut  bicQ  se  garder  de  confondre  en  général  la 
difiPérentîelle  avec  la  différence  vl  ^^u.  En  efiet,  dans 
Texemple  dun**  4>  l'«ûe  est  Zax^hy  et  l'autre 

maïs  on  voit  que  lorsque  la  quantité  h  est  très  petite,  la 
différentielle  ^x^h  forme  la  partie  la  plus  considérable 
c!e  la  différence  u — m,  et  que  la  différentielle  s'approche 
de  plus  en  plus  de  la  différence ,  à  mesure  que  h  dimi- 
nue. En  général ,  il  y  a  d^ autant  moins  (Terreur  à  prendre 
la  différentielle  pour  la  différence  j  que  Von  suppose 
plus  petite  la  valeur  de  f  accroissement  de  la  variable» 
La  même  conséquence  se  tire  aussi  de  la  considérai- 
lion  des  limites;  car  si  lé  rapport  des  accroissemens  si7 
multanés  u — u  et  /z  a  pour  limite  une  fonction  p>  et 
que  pour  une  valeur  quelconque  de  ^^  on  ait 

— T —  =  P,  ce  qui  revient  à  — j- —  =rp  +  (P — p), 

il  faudra  que  la  quantité  P—p  diminue  en  même  temps 
que  /i,  et  s'évanouisse  quand  /4=:=o  :  l'équation.. . . . 

uf  —  u 

— T —  =/>  sera  donc  d'autant  plus  ésiacte,  que  l'ac- 
croissement h  sera  plus  petit  ;  et ,  dans  cette  hypothèse , 
u — u^=ph  X^)» 

De  là  résulte  la  forme  des  premiers  termes  du  déve- 
loppement du  second  état  u\  En  effet,  la  quantité  P — p 
s'évanouissant  avec  A,  doit  nécessairement  avoir  cet  ac- 
croissement au  nombre  de  ses  facteurs;  et  ce  qu'on  peut 


(*)  .C'est  9ur  ce  principe  que  Leibnitz  a  fonde  le  Cnlcuj  diffe- 
reniiel,  en  regardant  les  différentielles  comme  des  difiVrences  infi- 
niment petites. 


/ 
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faire  de  plus  général,  est  de  supposer  que  P— />=  QA' 
l'exposant  »  étaiït  positif^  mais  quelconque  d'ailleurs, 
et  Q  ne  devenant  pas  infini  lorsque  ^=0  :  alors  l'équa- 
tion • 

— y —  î=p  +  QA*    donne    M'z=r u + />A  +  QA""*"*. 

7.  n  est  aisé  de  voir  que  deux  fonctions  égales  ont 
des  4^fférentielles  égales^  car^  lorsque  deux  fonctions 
sont  égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
variable  dont  elles  dépendent,  il  faut  que  les  change- 
mens  respectifs  qu'elles  reçoivent  en  conséquence  de 
celui  qu'on  attribue  à  cette  variable ,  soient  toujours 
égaux.  Si,  par  exemple,  u  et  p  désignent  des  fonctions 
de  X  telles  que  u  =  v,  quel  que  soit  x,  et  que  quand  x 
dévient  or+dar,  u  se  change  en  u  et  p  en  v',  on  aura 
encore  u:=iJ''  :  retranchant  de  cette  équation  la  précé- 
dente, il  en  résultera 

puis  divisant  par  àx,  on  obtiendra 


dx      ~     d*     ' 

quels  que  soient  x  et  Ax.  Si  donc  p  eX  q  désignent  les 
limites  respectives  des  rapports  ci-dessus,  les  valeurs 
générales  de  ces  rapports  pourront,  d'après  ce  qui  pré- 
cède ,  être  représentées  par  p  +  «,  ^  -f-  ^S  ,  p  et  y  ne 
dépendant  pas  de  àx,  tandis  que  «  et  /S  décroissent  et 
s'évanouissent  en  même  temps  que  àx  \  et  l'on  aura 

/?-f-«  =  ^-f-^,     d'oîi    p  —  qz=:fi^cL 

Il  suit  delà  que  p  =  q\  car  si  l'on  supposait... 
p^-^q^z=I}y  il  en  résulterait  que  la  quantité  fi — «ne 


pourrait  pas  tomber  aa*  dessous  dé  Dy  tandis  quelle 
s'évanouit  :  il  fauf  donc  que  2>=o  (*);  donc/>d«=5'd« 
et  àur=.àift  en  observant  que,  d'après  le  n**  5,  pàx  et 
qix  sont  les  différentielles  des  fonctions  i«  et  v  • 

L'inverse  de  cette  proposition  n'est  pas  généralement 
vraie,  et  l'on  aurait  tort  d'a£Brmer  que  deux  di£Péren- 
tielles  égales  appartiennent  à  des  fonctions  égales.  En 
effet,  si  l'on  avait  a  +  ^^y  en  substituant  x+AxkXfOn 
obtiendrait  a+fr*+Map,  et  en  retrancbant  a  +  iûf, 
on  trouverait  bàxj  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a.  La  différentielle  bàx 
appartient  donc  également  à  a  -f-  ^x  ou  à  &ar ,  et  elle 
convient  en  général  aux  dîfférens  cas  que  présente  la 
fonction  a'\'bx,  lorsqu'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles.  On  voit  aisément  par  là  ,  que  lorsqu'on  diffé- 
rentie  une  fonction  quelconque,  toutes  les  constantes 
séparées  des  variables  par  les  signes  +  et  — -  dispa- 
raissent tandis  que  les  autres  restent  dans  la  diffé- 
rentielle. 

8.  Avant  de  passer  à  la  rechercbe  des  différentielles 
par  les  limites ,  il  faut  remarquer, 

i^.  Que  la  limite  du  produit  de  deux  quantités  va^ 
riables  en  même  temps  j  est  le  produit  de  leurs  limites 
correspondantes;  2°.  que  la  limite  des  quotiens  des 
mêmes  quantités  ^  est  aussi  le  quotient  de  leurs  limites, 

£n  effet, soient  P  et  Qles  deux  quantités  proposées, 
j9  et  ^  leurs  limites  correspondantes  ;  les  premières,  consi- 
dérées dans  leur  état  général,  peuvent  être  représentées 
par  p  +  tty  q  +  fifen  désignant  par  et  et  fi  des  quantités 
susceptibles  de  s'évanouir  en  même  temps,. aprës  avoir 

(*)  Ceci  proave  que  lorsque   deuxl quantités  sont  la  limite 
d'une  même  quantité  ifariable,  elles  sont  égaleU'.  entre jslles. 
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passé  par  tous  les  degrés  de  ^petitesse  (4)  *•  on  aura  donc 
en  générai^ 

PQ  =  (P  +  ^)i9  +  fi)=P9+Pfi  +  Ç*  +  '^fi' 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  h  pq , 
lorsque^  pour  prendre  les  limites^  on  fait  a=o,  /8=o. 
On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnaiit  aux  quantités  £fr  et  ^ 
des  valeurs  convenables,  on  peut  rendre  aussi  petite 
qu'on  voudra  la  différence 

PC  ^pq  =/J^Î+  q»  +  «.5. 

Maintenant ,  si  l'on  fait  PC  =  iî ,  et  p^  =  r,  r  sera 

R  r     . 

la  limite  de  R;  mais  puisque  Ç  =  -^,  y  =  -,  il  s'en- 

"  P 

suit  que  la  limite  du  quotient  est  aussi  le  quotient  des 

limites. 

9.  Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient 
le  coefficient  différentiel  d'une  fonction  rapportée  à 
une  variable  dont  elle  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Soient,  en  effet,  trois  quantités  i^,  u,  x,  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde ,  et  cellQ<* 
ci  une  fonction  de  la  troisième,  c'est-k-dire  qu'on  ait 

il  semble  d*abord  qu'il  faudrait,  par  l'élimination  de  m, 
obtenir  l'expression  immédiate  de  v  en  ar;  maïs  oh 
va  voir  qu'il  n'en  est  pas  hesoin.  En.  effet,  si  ces 
quantités  passent  simultanément  à  un  nouvel  état  de 
grandeur,  représenté  par  if\  u\  x\  ou  px'ennent  les 
accroissemens  respectifs 

^'  —  ^       ^'  —  ^       u  —  u 

on  aura  -7 =  -7 X  -7 ; 

*  —  X       u  —  u       A*— a: 
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et  les  limites  des  trois  rapports 


v'  -^  i;       i/  —  V       vl  "^U 


or  —  jc        w  —  M        X 


étant  représentées  par 

Ap      iiv      i.u 

di'     Si'     dï' 

on  conclara  de  la  première  remarque  du  u**  précédent 
que 

dp dv  "  iiU  .^ 

dar  ~~  di^      djf 

Pour  bien  montrer  le  sens  de  cette  expression,  je 
Tais  l'appliquer  à  un  exemple  >  en  faisant 

On  trouve  d'abord ,  par  les  n°'  4  ^^  ^; 

dw  '      djf 

et  la  formule  ci- dessus  donne  ensuite  -r-  =  6abu^x , 

dx 

résultat  où  l'on  peut  remplacer  u*  par  sa  valeur  a^x^, 
et  qui  devient  alors  6a^bsfi,  Ainsi  Poa  a ,  dans  ce  calcul , 
transposé  l'élimination  de  u  après  la  diSërentiation. 

£n  indiquant  cette  élimination  avec  les  symboles  gé- 
néraux employés  au  commencement  de  cet  article, 

C*^)  On  pourrait  cioire  d'abord  que  ce  résultat  est  évident  par 
Ini-méme ,  si  Ton  ne  faisait  pas  attention  à  la  différence  qui  existe 
eotre  le  du  diviseur  de  dp ,  et  le  dfi  divisé  par  dx.'Le  premier  est 
un  accroissement  simple,  complet  et  inde'peodant  du  second,  qui  . 
n^est  qu'une  partie  de  l'accroissement  que  reçoit  u  h  cafise  de  celui 
de  X  (5)  :  ce  n'est  qu'en  les  considérant  tous  deux  comme  inûni- 
ment  petits  qu'on  pourrait  les  prendre  dans  la  même  acception  (6). 
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oo  aura  ♦^  =  f  [F  t«)  ]  » 

ce  qu!  reut  dire  que  v  est  une  fonction  d'unie  autre 
fonction  de  :v;  et,  d'après  ce  qui  précède  y  le  coefficient 
différentiel  d'une  fonction  de  fonction  s'obtiendra  en 
multipliant  Vun  par  Jf  autre ^  les  coefficiens  différentiels 
de  ces  fonctions  j  rapportées  chacune  à  sa  variable  im^ 
médiate. 

Lorsque  deux  quantités  u  et  x  sont  liées  par  une  dé- 
pendance mutuelle,  on  peut  dire  également  que  u  est 
fonction  de  ^tr,  ou  bien  que  x  est  fonction  de  Uf  selon 
que  l'on  yeut  r^arder  u  comme  déterminé  par  jp  ,  ou  « 
comme  déterminé  par  u  ;  le  coefficient  différentiel  peut 
aussi  se  présenter  sous  chacun  de  ces  points  de  vue  ;  et 
comme 


x'  — 

X 

= 

I 

u'— 

u 

u' 

— 

m' 

*'■ 

.-« 

s 

il  suit  de  la  seconde  remarque  du  n^  précédent,  que 

àx I 

dtt  ""  du  ' 
dî 

puisque  l'unité  étant  une  quantité  constante,  est  elle* 
même  sa  limite. 

Soit,  par  exçmple,  w^^s?^  d'oi  x  =  v/w=  m^j  on 
aura 


—  =  3*«      et    ^  =  — 
^x  '  au       Zx 


yaleur  qui  revient  à  — ;  = 


3^3       ^\/iâ 
Plus  généralement  encore;  lorsqu'on  suppose  uc=:f(2^) , 
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X  =  Ff  u)  f  c'est-à-dire  que  deux  des  yariables  sont  ex* 


i'  —  i^       tt  —  M 


primées  par  la  troisième, on  a  -7 — —  =  -7 ,  et  par 

X   ■—  X         X  — —  X 


u 


conséquent,  à  la  limite, 

dp      du 
dx      dx* 

10.  Je  Tais  appliquer  maintenant  ce  qui  précède  a  la 
recherche  des  différentielles  des  fonctions  qui  se  pré-" 
sentent  dans  les  Élémens  d'Algèbre,  c'est-à-dire  des 
sommes,  des  différences,  des  produits,  des  quotiens, 
des  puissances  et 'des  racines.  Premièrement,  lorsque 
plusieurs  quantités  dépendantes  de  x,  et  dont  on  sait 
trouyer  la  différentielle,  sont  jointes  ensemble  par  addi- 
tion et  soustraction  comme  dans  u-|rv-— «#^,  si  la  subs- 
titution de  jp-f"d^,  au  lieu  de  x,  doit  changer 

uenu-i^a,    i^enV-f-^S,    f^ensv-4-y, 
l'expression  tt-f-i^  — i*»  deyiendra 

M  +  i"—  w+  «4-  fi^^y. 

Son  changement,  formé  des  termes  M  +  fi^-y,  et  com<- 
paré  à  l'accroissement  àx  de  la  variable  «,  donnera 

•    ,    ^       y 

^m-^Êm     «MMI     ^«^^    ^^^ÊÊtm    ■■■«^ 

àx      àx      dx^ 
quantité  dont  la  limite  sera  ^ 

en  désignant  par  />,  q^  r{  les  limites  respectives  des  rap- 
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A  A  */ 

ports  particuliers  -r- ,  —,  -p  ;  et  si  l'on  multiplie  par  dx 

la  quantité />+^—r,  le  résultai  pdx+qdx-^rdx  sera 
la  différentielle  de  la  fonction  proposée;  mais  pdx, 
qixy  rdx  i  sont  les  différentielles  propres  de  chacune 
des  fonctions  UyPelv/ 1  et  on  les  représente  par  dx^,  df^^ 
diPi  on  aura  donc 

d(M  +  f'  — «^)  r^dw-f-d*^  — d**', 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  d^une  fonction  de  x , 
composée  de  plusieurs  termes  j  s^ obtiendra  en  prenant 
la  différentielle  de  chaque  terme  avec  le  signe  dont  ce 
terme' est  affecté. 

II.  Secondement,  si  dans  le  produit  des  deux  fonc- 
tions, z£  et  i' ,  ù  se  cliange  enz^  +  «,  veni>  +  i3,ce 
produit  devient 

uv  +  K/3  4"  v«  -f-  «i8; 
et  son  accroissement 

comparé  à  dx,  donne  l'expression 

/?  t$  A 

d*^      dx       ^ 
En  désignant  comme  ci-dessus,  par  />  et  ^,  les  limites 

et        & 

respectives  des  rapports  itj  -r-»  puis  faisant  attention 

que  l'accroissement  ^8  s'évanouit  en  même  temps  que  dx , 
dont  les  quantités  uetff  sont  d'ailleurs  indépendantes  « 

on  reconnaît  que  la  limite  du  terme  j-  ^  est  p.'o^  par 

conséquent  zéro  (8) ,  et  que  celle  des  deux  autres  est 

uq^i^i^pi 
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On  conclut  de  là  (5)  que  la  différentielle  de  up  est. 

mais  qdx  et  pàx  sont  représentés  par  df'  et  di^  :  donc 
i,ut^  =  udp  +  f^du  (*). 

La  formule  d,up=udif  +  ifdu,  nous  apprend  que 
pour  ayoir  la  différentielle  du  pfvduit  de  deux  fonc  - 
iionsj  il  faut  multiplier  chacune  par  la  différentielle  de 
ï autre  ^  et  ajouter  ensemble  les  deux  résultats* 

Quand  l'un  des  facteurs  est  constant^  u  par  exemple , 
on  a  di^=  o  y  et  par  conséquent  d,uvr=z udp. 

Pour  obtenir  immédiatement  cette  dernière  formule, 
il  ne  faut  que  changer  i^  en  if+ fi, d'oh  il  résulte  l'accrois- 

fi 
sèment  ufi,  et  ensuite  le  rapport  u  -p  ,   dont  la  limite 

i^  =  z^  — ,  et  par  conséquent  d  -  w^  =  udi^. 

SI  l'on  divise  les  deux  membres  de  l'équation 

d,uf^:=iudp'\'i'du, 

par  la  fonction  primitive  ui^y  on  trouvera 

d.up du  ,  dp 

— — —  —  -—  -f.  —  j 

W  u  if 

ce  qui  conduira  facilement  à  l'expression  de  la  dîffé* 
rentielle  d'un  produit  composé  d'autant  de  facteurs 
qu'on  voudra.  Pour  y  parvenir,  on  supposera  que  v=fo  \ 
il  viendra 

d*^ d,<£ ^1^ 


ts 


s 


C')  Lorsque  Ton  trouve  un  point  après  la  caractéristiqne  d,  cela 
veut  dire  qn'elle  porte  sur  tout  ce  qui  la  suit  imme'diatement  ^ 
ainsi  à.utf  est  la  même  chose  que  d(tii^) ,  et  d.x"  la  même  chose 
que  d(ar*).  , 
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et.  par  oonséquent 

d.uts       du    .   àt  ,    àê 

Ut8  U    ^^    t   ^^  §    * 

% 

on  trouvera  de  la  même  manière  que 

d, utsr.  -••etc.      du   ,  dt  ,  ds  ,  dr   , 

—  = H-tH 1 r  etc- 

z^r;.i.etc.         u         t        «.        r 

Si  l'on  fait  éyanonir  les  dénominateurs  dans  Péqua-^ 
tion 

d.uts       du       dt       ds 

Ut8  W  <    ^^    «  ' 

on  trouvera  d.ui8  =  ùsdu  + 1'^^  +  utda;  et  Ton  verra 
aisément  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs^  la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égale  à  la  somme  des 
produits  de  la  différentielle  de  chacun  ^  multipliée  par 
tous  les  autres* 

1 2 .  On  obtient  la  différentielle  de  -  en  faisant  -  =  /  ; 

car  il  vient  alors  u  =  i^t,  et  d'après  ce  qui  précède , 

dtf =^^-f*  tdi^  i  .prenant  la  valeur  de  d^^  et  substituant 

,.      ,      ,    r     ^«      ï*                  ^        du      udp 
au  lieu  de  ^  la  fraction  - ,  on  aura  dt= ,  ou , 

en  réduisant  au  même  dénominateur^. 

ifdu  —  udff 


dt  = 


i'» 


d'où  îl  résulte  que  pour  trouver  la  différentielle  d*une 
fraction  j  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  dif- 
férentielle du  numérateur  j  retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numérateur  par  la  différentielle  du  dénomina^ 
teur^  et  diçiser  le  tout  par  le  quarré  du  déncminfiteur. 
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Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est 
Qonstanty  u,  ne  dépendant  point  de  x ,  n'a  point  de  di£Pé* 
rentielle^  c  est-à-dire  quedK=o,etil  fient  seulement 


i3.  La  fonction  w»  désignant,  lorsque  n  est  un  nom- 
bre entier  positif,  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  u 
on  déduira  du  n®  1 1 , 


d.tt»       d. 


uuuu, ... 


u^  uuuu. ... 

du      du       au   ,  du  , 
u        u         u         u  ' 

oii  le   dernier   membre   renfermera  autant   de  fois 

Ou 

—  qu'il  y  a  de  facteurs  dans  u* ,  c'e5t-4i-dire  ni  on  aura 
u 

donc 

d .  u" ndu 

d'oii  Ton  conclura  d.w*  =  nu^'^^du. 
Si  le  nombre  n  est  fractionnaire,  en  le  représentant 

r 

par  -,  on  feîja  u'z=zif,  d'où  M'  =  f^;  et  comme  le^ 

ncHnbres  ret.«  sont  supposés  entiers  ;  on  aura,  d'après 
ce  qui  précède , 

rtt'^*d«  =  «i^'"*df'; 
d'où  l'on  tirera 


df/  à=  — rr.  du  =  — —  du. 


S^»— »  r 


«I** 


Ca^.  cTi^. 
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En  réduisant,  on  trouve 


r 

dt'  =  -  w*       du  y 

s 


ce  qui  rcTient  encore  à  d.z*"  =  «w"^'dw,  ?i  étant  égal 


a  -. 

5 


Ëniîn  le  nombre  n  étant  négatif,  on  a  w^"  =  — , 
d'où  Ion  tire,  par  la  dernière  formule  du  n"^  12, 

d.U-=d.>i-  =  Zdlîi"; 

et  comme,  d'après  ce  qui  précède,  d.i^**  =  7«i'»'"'d//, 
dans  tous  l^s  cas  où  n  est  positif,  on  a  donc 

d .  W-"  =  ^^^._ =:  —  nz^-"-'dtt. 


M»« 


De  celte  énumération ,  on  conclut  que  jpour  diffè ren- 
tier une  puissance  quelconque  d^une  fonction,  il  faut 
la  multiplier  par  son  exposant  j  diminuer  eizsuite  cet 
exposant  d^une  unité j  et  multiplier  le  résultat  par  la 
différentielle  de  la  fonction  (*0. 

i4t  Les  règles  énoncées  dans  les  n**'  io,n,i2,  i3, 
suffisent  pour  difiFéreutier  toutes  les  fonctions  où  la«  va- 
riable n'est  engagée  que  par  addition,  sousti^ction, 
multiplication ,  dii^ision ,  élévation  aux  puissances   en- 

(*)  J'aurais  pu  dcclnire  immediatcmenl  du  développement  du  ti- 
Tiome  (x-f-dr)«,  la  difRieiiticlJc  de  ar",  puisque  ce  dcveloppcmcnt 
étant  x^+nx^^ula-^ciCy  si  l'on  en  relraoclie  x",  le  premiei;  terme 
de  la  difi^'rence  sera  ;rr»—*tljr  ;  mAÎs  je  n'ai  pas  voulu  supposer  la 
démonstration  de  la  formule  du  binôme  ,  parce  que  leOdcul  diffé- 
rentiel en  fournit  une  très  générale  et  très  simple. 
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tifereJ  OU  fractionnaires^  positives  ou  négatives^  fonc- 
tions qui^  résultant  des  opérations  algébriques^  se 
nomment  par  cette  raison  fonctions  algébriquen.  On 
n'a  bcfsoin  que  de  se  rappeler  que  la  différentielle  <le  la 
simple  raptable  a?  est  àx  (5).  .  .     » 

lyabord  y  pour  la  fonction  monOme  ^  ==  ajk^^  dansr  la- 
quelle a  désigne  une  constante,  la  règle  de»  pro- 
duits (il)  donne  du=ad.'«",'  et  la  règle  dès  puis- 
sances (i3)  conduit  à  dw  =:  na«"""*da?. 

Passons  maintenant  aux  fonctions  complexes;  soit 

*  '  ». 

y—  C 

I®.  u  =;:  a  +  by  X '^  -  i  en  prenant  séparément  la 


c 

X 

différentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction,  le 
premier  disparaît  parce  qu'il  est  constant  (7)  ;  le  second. 


mis  sous  la  forme  hx^ ,  donne ,  par  l'application  de  la 

--I  bôx 

règledun®  i3,  l^ar*      dx,  ou  — -=.  ;     le     troisième 

C  CQX 

—  - conduit  à  + —i"  (12)5  réunissant  les  résultats  par- 

X        ^  X 

tiels  (10),   on  trouvera 

b  c  6  ' 

2«>.  i*=  a-f-'-j—  ' —  —5 — -  +  -^  :  en  écrivant  '<ïette 
fonction  comme  il  suit, 

l'application  de  la  règle  du  n°  i3  donnera 
-    ^^      2  idjc       4  ^^^       2^dx 


1    * 


•  • 
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.       -,    j                 2bâx     .      Acàx          ^Ledx 
et  qui  revient  a  di*  =  — 5 — H 5 j- . 

3;i;\/.?       3x^\/x  * 

3*.  w  =  (a  +  i*")"  t  celte  fonction  ne  peut  être  dé- 
composée en  monômes  9  sans  un  développement  préa- 
lable 9  mais  qui  n'est  pas  nécessaire  pour  sa  différen- 
tiation,  parce  qu'en  faisant  a  +  bx^  =zzy  elle  prend  la 
forme  monôme  u  =  z^,  et  en  y  appliquant  la  règle  des 
puissances  (iS)^  on  trouve 

du=m'-'à%^n(a+hx"'y"à(a+bx'^) 

=zn{a+bx'^y''^><mbx'^'àx==:mnbx^^*àx(a+b:i^y'''. 

i5.  Gonmieon  a  souvent  besoin  de  différentier  des  radî^ 
eaux  du  second  degré;  on  a  formé,  pour  ces  fonctions^ 
une  règle  à  part  qui  résulte  du  calcul  suivant. 

Soit  <^=^M,     A^oii    ifz=Lu* 'y 

il  vient 

df  =  lu*      au  =  ^u  *dw  =  — «-=  ; 

et  par  conséquent  la  différentielle  d'un  radical  da 
second  degré  j  s^obiient  en  divisant  celle  de  la  quantité 
qui  se  troupe  sous  le  signe  j  par  le  double  du  radical. 

16.  La  règle  donnée  (11)  pour  différentier  les  pro- 
duits ,  étant  appliquée  à  là  fonction  • 

14=  «(a*+**)K  <ï' — ^%  conduit  à 
dtt=d*(a»+Ar»)  /«*—**  +  ar^/a^  —  i*.d(a»  +  *») 

+  x(a*  +  **)d  j/a*  —  or*. 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  renferment 
des  opérations  qui  ne  sont  qu'indiquées  ^  mais  qui  s'ef- 
fectuent successivement ,  en  observant  que 
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«t  l'on  troure  ensuite 

réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  on  a 
«nfin 

^,.  _  {aS  +  gV  —  4yi)d:g 

La  rè^le>  oonoernant  la  différentiation  des  fractions, 


appliquée  à  la  fonction  u  = î- donne  im- 

r r   1  ^^  ^  ^.^^  ^  ^ ,  aonne  im- 

médiatement 

d'où  Pon  tire 

au  ~  ^  ^i^o^  +  ag'j^^  —  arQdj? 

Je  terminerai  ces  exemples,  par  la  fonction 

qui  renferme  plusieurs  opérations  algébriques  k  effec- 
tuer successivement.  Pour  en  faciliter  la  différentiation  y 
on  peut' faire 


v" 


b  ' _ 

=  yy  1/(0'— **)'  =  z,    - 
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les  qrmboles.des  différentielles  successÎTes  de  ém ,  prises 
en  7  regardant  ix  comme  constant;  et  rappetons-noiK 
toujours  que  l'exposant  qui  affecte  la  caractéristique  d^ 
indique  une  opération  répétée,  et  non  pas  une  piûssanoe 
de  la  lettre  à,  qui  n'est  jamais  considérée  comme  une 
quantité,  mais  seulement  comme  un  signe:  nous  auront 
alors^  au  moyen  des  yaleurs  précédentes  de  àp^iq,  etc., 
les  équations 

du  =  pàx ,     d*u  =  dpdx  =  qdx^ , 
d^iâ  =  dqdx^  =  ràx^ ,  etc. , 

desquelles  nous  tirerons 

du  d^u  d?u 

18.  Si  la  fonction  proposée  était,  par  exemple,  ox*, 
on  trouTcrait  d.aAf"  =  7ia4r""*dar  (i4);  les  facteurs  na 
et  dx  étant  regardés  comme  constans  dans  la  différen- 
tielle première  nax^''*àxy  il  sufiBt,  pour  obtenir  la  dif- 
férentielle seconde,  de  différentier  x"~'  et  de  multiplier 
le  résultat  par  nadx\  mais  d.*"""'  =  (»  —  1  )  x^^^dx  : 
on  aura  donc  d*.ar"  =  «(ti— i)ajip"'^d«*- 

On  trouvera  d'une  manière  semblable  ^ 

d^.ûa"  =  »(7i  — 1)(/*  —  2)  aar"'"^da?\ 
d*.ûra?''=:»(/z —  0("  —  ^)  ('^  —  3)rtx""'djf*, 
etc., 

et  les  coeffîcîens  différentiels  auront  les  valeurs  suivantes  : 

d.£Mf"  „   , 


d*.£MF*  ,  .         __a 
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djr* 


d*. 


ax 


etc. 


-  =IU(» l)  (n 2)  (71  —  3)0*"""-^, 


On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  ou  l'ex- 
posant n  est  Un  nombre  entier  positif^  la  fonction  ax^ 
n'a  qu'un  nombre  limité  de  différentielles  dont  la  plus 

élevée  est  d»  .a^  :=:n(n  —  i)(n  —  a) i.  ad*"  ; 

expression  qui  n'est  plus  susceptible  de  différentiation  9 
puisqu'elle  ne  coiitient  plus  de  yariables  :  on  aura  donc 
alors  pour  le  dernier  coe£Bcient  différentiel  1 


.IMf" 


=:7»(»— i)(/i  — 2). .  ..i.a. 


c'est-à-dire  une  quantité  constante. 

19.  Les  différentiations  manifestent  dans  les  fonctions 
des  propriétés  qui  en  facilitent  beaucoup  le  développe- 
ment. Rien  n'est  plus  aisé  que  de  déduire  de  ce  qui  pré- 
cède le  développement  de  l'expression  {x'^yY',  mais 
au  lieu  de  nous  arrêter  à  ce  cas  particulier  ^  nous  allons 
nous  occuper  d'une  fonction  quelconque  du  même  bi- 
nôme X  +y.  Nous  ferons  d'abord  remarquer  qa^une 
fonction  quelconque  du  binôme  x-fcj  donne  le  même 
coefficient  différentiel^  quelle  què^'-Boit  celle  des  deux 
quantités  x,  y  qu'on  prenne  pour  variable.  Si  par 
exemple  cette  fonction  est  (^H-jk)"?  ^^  trouve,  dans 
l'un  et  l'autre  cas,  71  (  *  +^  )"""*•  En  général ,  si  l'on  fait 
x+y:=^x\  dans  une  fonction  quelconque  f(«-f-^), 
elle  devient  f(«'),  et  l'on  a  df(*')=/d*,  le  coeffi- 
cient différentiel  p^  étant  une  fonction  de  x'  dans  la- 
quelle dx' n'entre  pas,  et  qui  demeure  par  conséquent 


1 

I 

I 
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la  même ,  soit  qu'on  prenne  dx'  =  àx ,  en  faisant  va- 
rier «,  ou  àx'  =dy,  en  faisant  varier^. 

20.  Cela  posé,  si  l'on  fait 

L,  Mf  Nf  P,  etc. ,  étant  des  fonctions  inconnues  de  x , 
sans ^9  et  «,  0y  v,  etc.,  des  exposans  indéterminés, 
il  est  d'abord  évident  qu'aucun  de  ces  exposans  ne 

peut  être  négatif;  car  un  terme  de  la  forme  My"^* 

M 
bu  — ,  par  exemple,  devenant  inHni  lorsque  j'  =  o, 

•^* .  .      .     •  .      : 

rendrait  infini  le  second  membre  de  l'équation  ci-dessus, 
tandis  que  le  premier  se  réduirait  à  £(pc)  :  mais  si  les 
exposans  sont  tous  positifs,  on  aura  alors   Z=f(jr). 

Formant  ensuite  le  coefficient  différentiel  du  développe- 
ment de  f^x-^y),  en  prenant  d'abord  x  pour  variable , 
on  trouvera 

Tx  +  Tx^  +rxy'+6^^'+''^'^ 

puis  prenant  y  pour  variable,  au  lieu  de  x ,  on  obtien- 
dra le  résultat 

ceMy*-  '  +fiNy^'-'  +  y/^^"'  +  etc., 

qui  devra  être  identique  avec  le  précédent,  quel  que  soit 
y  y  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que  les  exposans  des  puis- 
sances de  y  et  leurs  coefficiens  ne  soient  les  mêmes  dans 
Pnn  et  dans  l'autre.  Or,  si  les  exposans  sont  rangés 
par  ordre  de  grandeur  dans  le  premier ,  ils  le  seront  au^i 
dans  le  second  :  il  faudra  donc  qu'on  ait 

A  — 1=0,     /8  —  1  =  ^,     5/  —  i. 31/3,  etc. y 


\ 
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(t:=i,  (3  =  2,  j-=3,etc.-, 

et  la  comparaison  des  coéfBcîens  donnera  les  équations 
„      AL      ^,      làM     „      I  dJV     , 
dx  2  dar  S  (Ix 

desquelles ,  en  faisant 

f(*)  =  «,     et     f(x+j')=«. 
on  tirera 

i=„,M=lJ,iV=-i-^,P=-L,£ï,  etc., 
id*  i.idx'  i.2.3d** 

dx  1         dx  I ,  a        dx'  1,2.0 

Telle  est  la  formule  appelée  théorème  de    Tdyhrj 
du  nom  du  géomètre  aof^is  qui  l'a  découverte  (*). 

21.  Ce  lliétffème  donne  tout  de  iuite  le  développe- 
ment  de  Cx+^)";  car,  dans  ce  cas, 


s=--.  £=»(»->■-.-. 


d'où  l'on  conclut 


{*)  La  d^monatration  ci-dciiiu  leTÎent  poar  le  fond  ï  celle  qui 
La^ioge  a  donne*  liant  les  Mémoires  de  l'académie  deBerlin 
ann^e  ■'|;73,  page  187,  et  depuis,  dans  la  TTiéorie  des  Fonc 
tioni  anafy'titjues  ;  mais  l'emploi  des  tigaei  difiiireatiel*  i'abrigi 
e|  la  simplifie  beaucoup. 

Le  tbéDrème  de  Tayloi  t!iant  devenu  la  base  des  applicaiioD9  di 
Calcul  diffïrcniicl ,  on  en  a  donne  bcancoup  de  lUmomtra lions;  j'ei 
aï  rapponé  plosienii  dans  mon  Traité  du  Calcul  différentiel  et  di 
Calcul  intégral ,  in-4<>  :  voyez  la'i*  >!dit!an  ,  tome  I ,  pages  i6o  e 
vyi\  lone  III,  pages 60,  3g6ei  89;)  note. 


I         -^  i.a  -^ 

-    n(n — i)ri»  — a)    -  .   . 

+  I..  3 ^*-y+etc. 

Les  r^les  de  la  différentiation  ayant  été  établies 
GÎ-dessns,  sans  tapposer  le  déreloppement  de  la  paissance 
n  da  binôme  >  on  doit  le  regarder  maintenant  comme 
{HTOBTé  pour  tous  les  cas  ok  l'exposant  n  est  entier  ou 
fractionnaire  I  positif  on  négatif. 

En  mettant,  par  exemple,  les  expressions 


sons  la  forme 


• 

.3    ♦ 


tf +  4P 


V^a^  +  x^ 


on  en  obtient  le  développement ,  suivant  le  procédé  in- 
diqué dans  le  n®  i44  ^  Élémens  d'Algèbre;  maïs  alors 
la  formule  ne  se  terminant  plus,  on  tombe  sur  une  »ârie 
infinie,  comme  celle  qu'on  a  £aiît  remarquer  dans  le 
n®  236  de  l'ouvrage  cité. 

23.  Si  l'on  fait  s  =  o,  et  qu^on  désigne  par  U,lf^ 
V*y  V^f  etc.,  les  valeurs  particulières  que  prennent 

di*     d*a     i?u 
"'di'  d?'  S?'  ^^"^^ 
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par  cette  supposition  qui  change  f(x+y)  en  £{y)p  îl 
Tiendra 

fCy)  =  1.+ tr^  +  tr  21  +  t;-_^^  +  etc. , 

mais  cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit^ ,  on  pourra 
écrire  x  au  lieu  de^,  ce  qui  ne  changera  rien  aux  quan- 
tités U,  V ,  ir f  V,  etc.^  qui  ne  contiennent  point 
cette  lettre,  et  l'on  aura  alors  la  form^ule 


ar*     .    a?* 


({x)  où  u^U+l/t+U"—  4-  i>*~^  +  etc., 

^     :  •  I      '  1.2  1.2.3  ' 

qui  exprimera  le  déyeloppement  de  f{x)  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x. 

En  faisant  uz=(a  +  x)*,  d'où  il  résulte  d'abord 

^  =  »(«+*)     S     Jp-S :=^n{n—  i)  (a  +  ^)""*,  etc. , 

râleurs  que  »  =  o  change  en 

U=  a\     U  =  wa"-',    X/"  =  »  (»  —  I  >^i'«"» ,  etc. , 
on  obtient  encore 

(a  +  *)■  =  «»  +  -  û«-'ar  +  ^Hli^a—V  +  etc.(*) . 

I  1.2  ' 


{*)  M.  Peacock  a  fait  remarquéf  que  le  dcTeloppement  de  f  (;r) 
rapporté  cî-desitos,  et  faussement  attribué  au  géomcire  anglais 
MacUnrin ,  avait  été'  donné  dès  1717,  par  son  compatriote  Stiriing, 
dans  ses  IXneœ  tertii  ordinis  JNewtoniahœ ,  Prop.  III.  La 
manière  dont  Stirling  y  pai vient  ne  diffère  de^  la  sniyante- que 
par  la  notation. 

Soit 

uixzA'^Bx'{-Cx^'\'Dx^-h  Ex^^  ctc  , 
Ay  By  Cj  Df  E$  etc.  étant.cles  coeflSciens  constans.  et  indéteriçi- 
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1.2 


,  d«(dar-i)(d*— 2),,    -     ^ 

I  .2.0 


puis 


djP  I  T. 2  1.2.3 

+  etc.  ', 

et  si  l'on  fait  do;  =  o ,  dans  le  second  membre  de 
celte  équation;  il  restera,  pour  la  limite, 

remettant  pour  b  sa  Taleur  ^  -—  i ,  il  en  résultera  (5) 

da?  \     1  2*3  /  ' 

ainsi;  en  prenant 

I  2  '  3 

on  aura  d.a'=  ka^àx.  Telle  est  la  forme  de  la  diffé-- 
rentielle  de  la  fonction  proposée;  etPon  ti^uvera  bien- 
tôt une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  k. 

sS.  Il  est  ybible  que 

d» .  o*  =  fedard .  a'  =  k*a*dx\ 
eP.a'  r^itVdar^, 

à",  a*  =it»a*d*"; 
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et  il  suit  de  là  que 

^=ia-     a^=**«',    3^=^*',    etc. 

Lorsque  «  ^3  o,  la  fonctton  »  et  ses  coefflcieas  diffëren^ 
tiels  deviennent 

r^=x;     U'=:k,     t/"  =  *%     îr  =  F,    etc.; 
on  obtiendra  donc  (22) 

a*  =:  I  -f 1 1- 5  •(-  etc. 

I  1.2         1.2.3 

26.  Le  développement  de  la  fonctton  a'>  trouvé  cî* 
dessus  y  servira  pour  reconnaître  de  quelle  quantité  la 
série  représentée  par  k  tire  son  origine. 

ï     .      - 

Si  l'on^  suppose  ar  =  - ,  il  viendra 


a*  =  I  -1 1 + 5  4.  etc.  ; 

et  en  désirant  par  e  la  valeur  du  second  membre , 
dont  les  douze  premiers  termes  convertis  en  décimales 
donnent 

e  =  2,7182818, 

on  aura  l'équation 
I 
a*  =:  tf ,       d'où  l'on  tirera       a  =  «^; 

prenant  alors  le  logarithme  de  cbaque  membre ,  on 
obtiendra  ' 

Wc  =  la ,     bu     it  =  r*  • 
'  le 

Cale.  diff.  3 
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on  aura  donc  par  là 

27.  Le  nombre  «  se  présente  souyent  dans  les  re- 
cherches tinalytiques  ',  on  le  prend  pour  base  d'un  sys^ 
terne  logarithmique ,  que  j'ai  appelé  Népérien^  du  nom 
de  Néper,  inventeur  des  logarithmes  ^  et  que  je  repré- 
sente par  la  caractéristique  1'  (**)  :  on  a^lors  Ye:=:\ , 
et  il  TÎent 

d.a*  =  a*dx.l'a, 

a*  =  I  +  -^— ^  +  — ^^ — -  +  — ^ — f  +  etc.     (25)- 

1  1.2  1.2,3  ^     ' 

Si  l'on  faisait  a  =  «,  il  viendrait  seulement 

{*)  Élégant  et  simple,  le  procédé  suivi  ci-dessns  poar  parvenir  à 
ce  résulta  t,  et  employé  par  Lagrange,  a  paru  défecineux  à  quelques 
géomètres ,  à  cause  que  la  série  trouvée  d'abord  pour  k  (24)  »  n'est 
convergente  que  quand  a  dlBfère  peu  de  Tunité.  Mais  outre  ^e  ce 
premier  développement  ne  sert  qu'à  obtenir  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle cherchée ,  on  peut  toujours  partir  d'une  exponentielle  dont 
la  base  soit  très  voisine  de  l'unité.  11  suffit  pour  cela  de  changdb 

a"  en   a"""'  =  (V/â)"**=a'*'. 

En  donnant  à  m  une  valeur  suffisamment  grande,   (/a    on    a* 
approchera  de  l'unité  aussi  près  qu'on  voudra ,  et  l'on  anra 

la' 
d.a*  =  d.a'*'  =  -r—  a-^d*': 

le  ' 

mais  la'  as  — ,  dx'  c=  mAx  \  donc  d.a'  =  ^-0  a'dx  ,    quel    qu« 
boit  a, 

i^*)  Ces  logarithmes  étaient  connus  sous  les  noms  tort  impropres 
de  logarithmes  naturels  ou  hyperboliques» 
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X    .      X*     .         x^ 


«*  =  i  H 1 1 i  +  etc.  ; 

I  1.2  1.2.3 

expression  où  il  n'entre  plus  de  logarithmes. 

Si  l'oa  prend  a  pour  base  d^wn  système  de  loga- 
rithmes, on  aara  alors  la=s  i ^  x:=:\uf  et  par  consé- 
quent 

série  qui   fait  connaitre  le  nombre  u  par  son  loga- 
rithme, et  qui  £nit  toujours  par  être  convergente. 

En  effet ,  si  l'on  pose  pour  abréger  p  =  M,  deux 

termes  consécutifs,  pris  dans  un  rang  qud<x>nque;  étant 
représentés  par 

"F 


i/2.3«**^       r.2.3. •  •»(/2-|*i)  ^ 

M 
seront  dans  le  rapport  de  i  à  — ; —  :  mais  le  nombre  n 

augmentant  avec  celui  des  termes  de  la  série,  finira 
toujours  par  'l'emporter  sur  M,  qui  ne  change  point  de 
Taleur  :  ainsi  les  termes  de  la  série  devieiidront  enfin 
décroissans. 

28.  On  peut  obtenir  maintenant  la  différentielle  de 
la   fonction    logarithmique,    au    moyen    du    second 

théorème  du  numéro  9  ;  car  ayant  troïivé  -=-  =  p  a*, 

lorsqu'on  regarde  u  comme  la  fonctiqn  àex^  dans  l'équa- 

tion  u  =  a'f  il  s'ensuit  que  j-z=z^  .  --  ,  lorsqu'on  re- 

d»,.    la    or  , 

3,, 
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« 

garde  x  comme  fonction  de  i^^  ce  qui  répond  à  l'équa- 
tion X  =  p  ;  mais  aTors  a  étant  la  base  du  système  y 
\a~i,  et  Fon  a  seulement 


, 

dx  • 

àu  "^ 

le 
a* 

le 

d'oi 

il  résulte 

^ 

i 

du 

le 

u 

et 

t 

àu      i* 
u 

.  Pour  passer  du  système  dont  la  base  serait  e  à  celui 
dont  la  base  serait  a  (^/ilgèbrej  25o) ,  en  désignant  ces 
systèmes  par  les  caractéristiques  Y  et  1,  on  aurait 

\u,=i\e.Yu',  * 

et  conftne  l'on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  Népérien ,  on  appelle  module  le  nombre  \e , 
^  paf  lequel  il  faut  multiplier  Yu^  pour  obtenir  le  loga- 
rithme correspondant  dans  un  autre  système  :  on  dit  en 
conséquence  que  la  différentielle  du  logarithme  j  ou 
la  différentielle  logaritlimique  ^  est  égaie  au  produit  du 
module  j  par  la  différentielle  du  nombre^  dipisée  par  le 
nombre  même» 

29.  Si  Voh  voulait  passer  de  là  au  déyeloppement 
de  Jc  en  u ,  ou  du  logarithme  suivant  les  puissauees  du 
nombre,  on  trouverait  que  les  quantités 

àx       à^x 
d^'     d^ 

deviennent  infinies  par  la  supposition  de  m  =  o,  et  l'on 
en  conclurait  que  le^logarithme  ne  saurait  se  développer 
dans  la  forme 

x  =  'A  +  Bw^Cu^+Vu^+  etc. 


>  A,.^  A,.^>  etc.    y 
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C'^t  aussi  ce  qu'il  est  facile  de  reeonnaitre  à  priori  ^ 
en  observant  que  la  fonction  x  deyient  infinie  lorsque 
li  r=r  o  Çilg*  261)  ;  ce  qui  ne  résulte  pas  de  la«  série 
cî*dessus^  qui  se  réduit  alors  k  x^=^A, 

Il  n'en  serait  pas  de  même  si  l'on  changeait  u  en 
1  -{-  u  ;  car  on  aurait 

2^.  =  — l<i  +u)  *,  j~3  =  2l#(i  -f  M>.  3,  etc.  ; 
faisant  alors  z^=  o  et  1^  :=itf  >  on  obtiendrait   . 

**" I  +  3  -  4  +  5  ~  **^}  ^^- 

■  •         ■  — • — 

{*)  On   dura  remarque  sans  doute  qne  rëquktion  A  :=  -p ,  du 
n*  a6,  jointe  à  Texpression  dn  n^  a4> 

T  a  3  4 

conduit  à 

et  en  faisant  a  =  i  -4»  ii ,  on  retroorera  le  développement  obtenu 
ci- dessus. 
Lagrange  a  montré  q[u'on  pouvait  tendre  cette  série  convergente, 

M 

en  observant  que  la  =  ml  f/a,  d^ou 

parce  qn»  Va -*  i  dé<^olt  plus  tapid^m^nt  qne  m  n'augmente.  Il 
sait  de  Ih' qu'en  prenant  m  très  grand,  on  aura,  de  plus  en  plus 
exactement, 

la  =  mie  (  \/a  —  i). 
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3o.  La  série  da  second  membre  n'est  asses  conref' 
gente  {Alg,  236)  pou^  être  employée  an  calcul  des 
logarithmes,  que  lorsque  u  est  une  fraction;  mais  on  a 
trouvé  des  moyens  de  la  transformer  en  d'autres  qui 
s'appliquent,  arec  plus  ou  moins  d'ayantage,  aux.  différens 

.  cas.  On  a  observé  d'abord  qu'en  changeant  '^u  ea  -—a , 

-  il  venait, 

et  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  en  a 
trouvé 

l(,+«)-l(i-«)=l(J^)=2i»/{^+^+f +etc.}  ; 

faisant  ensuite =1-1-  -,  ce  qui  donne  u= , — , 

I — u  n        ^  2;i+* 

et  observant  que  1  ( iH — J=l ( J  — 1  (»  +  «)  — W» 

il  en  est  résulté 

d'où  l'on  a  -  conclu 

Cette  série ,  qui  fait  connaître  le  logarithme  Aen  +  Zy 
.lorsqu'on  a  celui  de  ?*,  donne,  en  y-  supposant  t»  =  i  > 
et  a  =  î  , 

b  =  :.i»f{i+3^-f5i35  +  etc.}. 

puisque  II  :=  o.  Elle  est  déjà  très  convergente  et  le  de- 
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vteat  eacore  plus  pour  ud  nombre  plus  grand.  Si  l'on 
prend  il!f=i,  on  trouve  Ta  =0,693147180. 

Le  module  M  s'obtient  en  calculant  le  logaritlune 
d*un  même  nombre  dans  le  système  qu'on'  veut  adopter, 
et  dans  le  système  népérien  ;  et  en  prçnant  le  rapport 
des  deux  résultats  .  (28).  On  arrive  assez  promptement 
au  modifie  des  logarithmes  ordinaires ^  on  calculant 
d'abord  le  logarithme  népérien  de  5  par  celui  de  4  > 
qu'on  déduit  de  celui  de  2  ,  puisque  I4  =:  2I2;  puis 
connaissant  l'5  et  Y^,  on  a  l'ior=:l'5  +  1^2.  On  trouve 
.ainsi 

V 1 0  =  2  >  3oa585o93  ; 

tt  divisant  par  ce  dernier  logarithme,  runitc  qui  «stle 
fogarithme  ordinaire  de    10,   on  a>  pour   le  module 

cherché , 

♦       » 

JW  rs  o ,  434294482. 

Tel  est  le  nombre  par  leqiifl  il  faut  m\ilti plier  les  loga- 
rithmes népériens  pour  obtenir  les  logaritlimesordinaire»^ 
(ou  de  Briggs)* 

Réciproqumnent ,  ]^ur  revenir  aux  logarithmes  iié- 
périens ,  il  faut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par 
ce  m^nàbre,  ou  les  multiplier  par 

3i.  levais  donner  quelques  exemples  de  l'applica- 
tion des  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  lo* 
garithmiques;  mais  pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai 
dorénavant  que  les  logarithmes  sont  népériens,  à  moina 
que  je  n^avertisse  expressément  du  contraire. 


Soit  1°.  z/=î  {  ■  ■  LJ — _Z  I  :  en  faisant  —  = 


«> 
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,  -  d«      dw  dit    \y  ^    jt         dst     .    , 
oiiaura(9)g^  =  ^g^,  dou  àut=s  --,  puisque.... 

dw  _  I      ^  .      «^ 

-—  =  -  (20J  ;  mais 
dis       « 


y  I       ,    ■  JIP*djf 


d2  = 


,  -  a*dar 

donc  du  =  . — ^ , 


a*» 


.  M  =  1  <  '^  ..^^       ^^. r  >  ;  on  fera 


ce  qui  donnera 

hiais  01}  a 

•         aV/i+4r      2»/i—*.    ai/i-^;»*  "^ 

fldjr  ; 


fiy  i_x» 


9 


^y  i+x     ^y  i — X     ^y  l'-^x^ 

_       gàx 


■z  f 


21/1— »* 

d'oà  l'on  lire 

dy       d« ssàx  yàx 

y         «~       2yV/i  — ar*        2z  V^Î^Ip*    , 
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et  en  observant  que    ^*  +a*  =  4>      J'*  =  2*> 
on  trouvera  enfin    du  =  — — > 

Cet  eiemple  est  remarquable  par  les  réductions 
qu'éprouve  la  différentielle,  et  par  sa  simplicité  j  en 
^ard  à  la  fonction  dont  elle  dérive;  il •  sera  facile 
maintenant  d'effectuer  le  calcul  des  exemples  suivans , 
dont  je  ne  l^pporferài  que  les  résultats. 


G9,  Si  Ton  ayaît  u-=±{\xY;  en  faisant  Lr=i^,  on 
trouTerait 

et  remettant  au  lien  de  z  et  de  dz,  leurs  valeurs,  il 
Tiendrait 

d.(k)»=7i(la:)»-*— . 

7**.  Soit  enfin  a  =  l.ljir,  c'est-à-dire,  le  logarithme 
du  logarithme  de  Xy  posant,  comme  ci-dessus,  lar=z, 
on  aura  d'abord 

i*=lz,         du  =  — ,         dz  =  d.I:c  =  — , 

tix 

d'où  l'on  déduira  ensuite  du  =  -r--  • 

xix 

32.  La  considération  des  logarithmes  facilite  beau- 
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ooup   la  différentiatîoD  des  formules  éxpottentieiks  » 
lorsqu'elles  sont  compliquées. 

I'.  Soit,  parexemple,w=»y,«  et  jK  étant  deux  fonc- 
tions quelconques  de  :r;  en  prenant  le  logarithme  de 
chaque  niend>rey.on  aura  \u  =  jilz,  et  dififiérentiant  enr 
suite  ^  on  obtiendra 


_  =  dyU  +  j^d.k  (n  ,  28),  ou 


u 


et  de  là 
dur=zu  Ç&yhi+j  —\       d . zy=z%r  (àyU  +y  —\ 

a».*  Soit  uzzzay-y  on  fera  &*c=^,  et  Ton  aura 
ui=:ay  y         dw  =^  ayàyXa  ^a^)  \ 
mais  dj^  =  d .  6*  =  b'àxib  :  donc 

di^  =  a**^>*darlalô. 

3«.  Soit  u  =  «'^  a,  ^  et  «,  étant  des  fonctions  de  .v, 
on  fera  ^*=  j;  il  tiendra 

u  =  %y,       au  =  zy  (ày\z -^-^y 

dy  =  ^^dsU+~^j, 

et  par  Conséquent 

au  =  z'*l'  (âslAz  --j —  -h-^J' 

Au  mOYcn  de  ces  formules,  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d*une  fonction  exponientielle  quelconque. 
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33.  Les  sinus ,  les  cosinus ,  les  tangentes  et  les  autres 
lignes  trigonométriques,  considérées  par  rapporta  Parc 
de  cercle  dont  elles  dépendent ,  sont  aussi  des  fonctions 
transcendantes;  on  les  nomme  assez  ordinairenfent 
fonctions  circuiairea. 

Cherchons  d'ahord  la  différentielles  de  siua:;  pour 
cela  considérons  les  équations 

.    -     ,   -.       sina  co$^  + sin^  cosa 
sin(a  +  ^)  =  — j^ , 

.   ,         ,v        sinacos^  —  sin^  cosa  ,„^  .         . 
sm(a—b)  =  ~ ^ (7rjy.  ii), 

et  retranchons  la  seconde  de  la  première  ;  pour  obtenir 

2sin  b  oos  a 


R 


sin(a  +  6)  —  sin(a—  b)  =: 

au  moyen  de  quoi  nous  trouTcrons 

.    ,    ,,.       .           asînjdjf  cos(x4-îdjf) 
sin  {x-f-Qx) — sin  jf  = tj : — , 

en  faisant 

a  +  6  :=  jf  +  da:  et  'a  — Z>2=jp, 

Prenant  ensuite  le  rapport  des  accroissemens  de  x  et 
de  sin  AT  j  nous  aurons 

sin  {x  +  dje)  —  sin  x 2sin  l  dx  cos  (ar  +  y  dx) 

ai  ~  Wx 

sin^djc  cosCar-f-^dar) 

~~Id7"'  R  ' 

en  divisant  par  2  le  numérateur  et  le  dénominateur  du 

'  second  membre.  Pour  passer  à  la  limite ,  il  faut  chercher 

ce  que  deyiennent  les  deux  facteurs  lorsque  Paccroisse- 
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ment  àx  s'évanouit  (8)  y  circonstance  qui  réduit  d^abord 
le  second  facteur  à  —=5- . 

xt 

Quant  au  premier,  — p4 — ,  salimite  est  l'unité  ;  car  de 

^  i2sina         ,,1  .^  sma       cosa 

tanc  a  = ,  on  déduit =  — ijt-  ;  et  puisque 

°  cosa  tanga         H  "^      ^ 

CO8  a-=i  R  y  lorsque  a  =  o ,  le  rapport  entre  le  sinus 

et  la  tangente  ailon«  l'unité  pour  limite,  quand  Tare 

s'éyanouit  :  or,  l'arc  étant  moindre  que  la  tangente ,  et 

phis  grand  que  le  sinus ,  le  rapport sera  toujours     • 

sin  a    ^        ^  ... 

compris  entre  r et  i ,  et  aura  par  conséquent  aussi 

I  pour  limite. 
On  aura  donc,  en  yertu  de  ces  remarques, 

d .  sîn  X      cos  X  .    .  àx  00s  x 

— 5 = .    „    ,  ou  d .  sin  AT  =  ■- — =5 — . 

QX  xi  Ji 

S4.  Cette  différentielle  obtenue ,  les  autres  s'en  dé- 
duisent sans  peine  ;   ctr 

1®.  cosar  =  8În(i*— jp),  d.cosjf  =  d.sîn(i^— jc)  ; 
mais,  par  ce  qui  précède, 

^      d.sihCi^'— x)  =  — d(i' — x)  oos(i*— a?) 

==  —  -^Ax  cos(i' — X)y 

et  cos  (  I  ^—  ar)  =  sin  x^  :  donc 

j  .  àx  sin  X 

d .  cos  x^=. 5 —  ; 

ti 

^       2*.  sin.versejr  ss/{-^  cosji;  :  donc 

'  .     .  ^  àx  sin  .V 

\  d.sin.verse  AT  =:= — d.cosa?  =  — -^ — *, 
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Rsïnx 

3^  tang  X  =  , 


COS  JT 

i2cosjrd»$in4^  — •  iîsinjpd.cosx  .     . 

(cos  jg'*  +  sin  x^)àx  ^ 

cos  ar*  ' 

mais  cos  a?*  +  sin  *■  =  Jî*  :  doiic 

i^da; 


4^  cota:  = 


d.tanga;  = 


cos  x^  ' 


tangar' 


il^d.tanga?  iZ+'da;  iî'da? 

tang  xr  tang  a;*  cos  a?*  §in  «' 

en  mettant  pour  tangx  sa  valeur;  . 

5°.  séc  X  = , 

cosar 

,    ,  R^d.CQSx      Râxsinx       dar  tangarséca: 

I  COS  a;*  cosjc^  nr 

•  jRsina;         •  ..       R^  i 

puisque =  tane  x    et     — ^  =  séc  x: 

^       cosar  ^  cosaf  •  ' 

6°.  coséc  X  =  -: —  ,  , 

sinx 

j       ,  ffd.sinjc  '       fldjccosa;         darcotxcos^ca: 

a.cosecar= -; — t—^= -: — — = «7 . 

sinar*  smar*  /t' 

Dans  l'usage  ordinaire  on  fait  le  rayoniîsi,  ce  qui 
simplifie  les  formules  ci-dessus  ;  et  donne 

d.sinx=da;cosa:7     d.cosa:=— djpsina:, 

j  *                 ^^  ^       *  ^^ 

d.tansjc= -,        a.cotar=— -; — -. 

"         cos*  sina:'* 

« 

/■/ .  ■ 


f'y-' 


'V 
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35.  Avec  ces  formules^  on  peut  trouver  la  différen- 
tielle de  toute  expression  renfermant  des  sinus  ^  co- 
sinus; tangentes  y  etc.;  il  faudra  pour  cela  différentier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culières ,  et,  mettre  au  lieu  de  leurs  différentielles  les 
résultats  ci -dessus  :  je  n'en  donnerai  qu'un  seul  exemple  , 
saToir,  M  =  cosar**"*.  On  fe^a 

cosic  =  z,  sin  a;  =  j  ; 

on  aura   u:=.zy  et 

du  =  d.t-  .-  zy  (ày\z+  ^)  (32) 

,  •„    >         1  sin  ^*\ 

=  dx  cos  ar""  *  (  cos  xl.  cos  x )• 

\  cosar/ 

36.  Âpres  avoir  traité  les  sinus;  cosinus  ^  etc. ,  comme 
des  fonctions  de  l'arc,  il  convient  de  regarder  l'arc 
successivement  comme  une  fonction  de  son  sinus ,  de  son 
cosinus  f  etc. ,  et  d'en  déterminer  la  différentielle  sous 
ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela ,  soit  x  la  fonc- 
tion proposée,   et    u  la  variable  dont  cette  fonction 

dépend  j  i®.  à  cause  de  sin  ar  =  m  et  cos  a?  =  y/R* —  m*  , 

„,       ..       ,    .           djfcosar    ,          ,        àxy  R'^ — m* 
léquation a , sm x  =  — ^ — ,  donne d<^  tii = , 

et  par  conséquent  (q)dAr==: — — ^7^.-=  :  telle  est  la  valeur 

de  la  différentielle  de  Farc  exprimée  par  le  sinus  ei  par 
sa  différentielle. 

2**.  Si  l'on  voulait  exprimer  la  différentielle  de  l'arc 
par  son  cosinus ,  il  faudrait  partir  de  l'équation 

dx  sin  x 


d ,  cos  ar  =  — 


R'^    ' 
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qui  donne,  en  faisant  cosxzsu, 
d«=i— n  OU   ..d«=:  — 


Pour  passer  delà  au  sinus  verse,  on  ferait  u =ii— j^, 
puisque  cos«=ii<-*-sin.Tersej?;  on  aurait  par  consé- 
quent d».=— dv  et  daf  =  — 7===i. 

R^âx 
3**.    Soit    tangJc=E£;   l'équatton    d.tang«=— ' — ^ 

,        /î*da?       'j        dMcosjf* 

donne  du = r  et  ax  = =- — ;  mais  comme... 

cos  X*  if* 

«•  il* 

séc  jf  = ,  on  a  cos  je*  =  -7 — t ,  par  conséquent 

cos*  séc**    '^  ^ 

d*  se  -;; — L  :      et  a  cause  que 
séc**  ^ 

séc*»  =  fi»  +  tang**  =  il»  +  w% 

« 

îl  irient  enfin 

fi^dw 


àx  = 


fi»-4-w 


a' 


En  faisant  fi  =  i ,  les  trois  expressions  de  d*  obte* 
unes  ci-dessus  en  du,  se  réduisent  à 

,              du           j.  du  j  du 

djr=— r=r,     djer= .         .^y     d«= 


Je  terminerai  cet  article  par  l'exemple  suivant. 

Soit  X  un  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  2u  ^/i— 1^*« 
on  fera  

l'on  aura 


I 

/g  TBAIt£  iliaifiMTAIHK 

mais  a*  =     ./ C  * 

donc  ^^-i77=l?- 

37.  On  peut,  par  le  moyen  des  expressions  di»- 
rentielles  obtenues  précédemment ,  former  les  dévelop- 
pemens  des  principales  fonctions  circulaires. 

1*.  Pour  sinar,  pn  a 
Au  d*»  .  à.^^ 

-— r  =  sm  X ,  etc.  ; 

faisant  *=  o,  il  viendra,  par  le  n«  22 ,   U—  o ,  et 
tr^i,    zr=o,    ï;"=-i,    ï7'"'=o,    etc., 

d'où  l'on  conclura 


X  X 


2°.  On  trouvera  pour  cos  x 
A„  d*M  d^M 

-r-:  =  COS  37 1    etc.  ; 

do?* 

faisant  «  =  o ,  il  en  résultera  L^=  i  ,  et 

l7'=o,     C/'  =  — I,     l^"  =  o,     1/'"'=^,    etc., 

ce  qui  donnera 

**  x^ 

cos  *  =  1 +  7  ^  o   r  —  etc. 

1.2       1.2.0.4 

Ces  deux  formules,  dont  la  loi  est  très  évidente  et 
très  simple,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 


/ 


•  •  • 
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et  les  plus  expéditiTes  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosi- 
nus correspondans  à  un  arc  donné  y  surtout  lorsque  cet 
arc  n'est  pas  trës  grand.  On  en  trouvera  d'analogues 
pour  la  tangente  et  les  autres  lignes  trigonométriques  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n'est  pas  aussi 
simple  que  celles  des  précédentes^  et  elles  sont  beau- 
coup moins  commodes  dans  l'application  que  les  rela- 
tions qui  donnent  la  tangente,  la  sécante^  etc.,  par  le 
moyen  du  sinus  et  du  cosinus;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y 
arrêterai  pas^  mais  je  ferai  remarquer  que  les  pre-* 
miëres,  finissant  toujours  par  deTcnir  convergentes  (27), 
s'étendent  aux  arcs  surpassant  même  la  circonférence. 

38.  On  pourrait  former  de  même  le  déTcloppement 
de  l'arc  ^  soit  par  le  sinus  ^  soit  par  la  tangente;  mais  dans 
ce  cas  y  l'expression  des  coeffîciens  différentiels ,  se  com-* 
pliquant  à  mesure  que  leur  ordre  s'élève ,  laisserait 
difficilement  apercevoir  la  loi  qu'ils  suivent,  inconvé- 
nient que  n'a  pas  le  procédé  ci-dessous. 

Le  coefficient  différentiel  de  l'arc  considéré  comme 
fonction  du  sinus ,  étant 

^  =    ^1 =  (I—  u^)'^  (36) , 

on  peut  le  développer  en  série  par  la  formule  du  bi- 
nôme (21)  ;  et  en  ne  faisant  aucune  réduction  aux  coeffî- 
ciens numériques ,  on  trouve 

7i         :i^  =  *  +  -  ^  +  rr  ^*  H — Ta^  +  etc. 

Ce  développement,  ne  contenant  que  des  puissances 
paires  de  u,  montre  que  celui  de  x  n'en  doit  contenir 
que  d'impaires ,  et  qu'il  faut  poser  en  conséquence 

Cale.  €Uff.  4 
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sans  terme  indépendant  de  u ,  afin  que  Tare  x  t'éra^ 
nouisse  quand  m  =  o  ;  cela  fait  j  en  différentiant^  on  ôb 
tient 

^=A+3Bu^  +  5Cu^  +  nDii^+  etc., 
au 

et  comparant  à  la  première  série,  op.  trouve 

d'où 

u  .  11^  ,  1.3m*  ,  1 . 3 . 5  m'   , 
.1      a  3      2.4  5  *  2.4.6  7 

Gomme  on  ne  peut  pas  prendre  u'^i  ,  on  yoit  que 
la  série  ci-^dessus  ne  saurait  donner  pour  x  une  va- 
leur plus  grande  que  le  quart  de  la  circonférence; 
cette  expression  de  l'arc  par  son  sinus  est  donc  moins 
générale  que  celles  du  sinus  et  du  cosinus  par  l'arc. 

Pour  exprimer  l'arc  par  la  tangente  >  il  faut  dévelop- 
<   pgr  d'abord 

^=— r— a=(l+'^*)"^  (36), 
du       i-^-u*  V     /  ' 

ce  qui  donne 

-r-  =  ï  —  M*  +  M*  —  w'  4-  etc.  ; 
du 

.  et  posant 

xz=Au  +  Bu^  +  Cu^  +  Du7  +  etc. , 

ffoh  il  résulte 

dx 

j^  =  A  +  3Bu*  +  5Cu^  +  'jDu^  +  etc. , 
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il  vient- 

Ce  dernier  développement  donne  une  expression  re- 
marquable de  Parc  of}5 }  dont  la  tangente  est,  comme 
l'on  sait  y  égale  à  i;  en  eflPet,  si  l'on  suppose  z/^=  i , 
il  vient 

o^5  =  1  —1  +  ^  -|+-i_  etc. 

Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée ;  mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs 
parties,-dont  chacune,  ayant  une  tangente  plus  petite  que 
l'unité,  sera  exprimée  par  une  série  très  convergente.  Le 
géomètre  anglais  Machin  a  trouvé  que  l'arc  de  0^,5  est  égal 
a  quatre  fois  celui  qui  a  pour  tangente  l,  moins  l'arc 
dont  la  tangente  est  i^,  ce  dont  il  est  aisé  de  s'as- 
surer en  observant  que  si  tang  a  r==  §  ,  il  en  résulte 
(  Trig.  117.) 

2  tang  a  5 

tanc  2û5  = ■— — ;  =  — , 

°  I  —tang  a*       12 

.  2tan£;2a  120 

tanc  Aa  = 77-2 •--= . 

^^         i  —  (tang  2a)*       iig 

Le  dernier  nombre,  un  peu  plus  fort  que  l'unité,  tan- 
gente de  0^,5 ,  montre  que  ^à^  o^,5  :  faisant  donc 

on  a,  par  la  différence  4^ — o^,5  ou  A^-^B^ 
*       t  ji       m_*ang^  — tang5         K 

et  posant    A  -^  B  :=ih  j    il  vient    o^,5  =  4^  —  h, 

/x  ,11 

Or,  en  prenant  successivement  w  =  f,  m=  -5-,  on 

4.. 
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trouTC  les    râleurs  de  a  et  de  6,  et  ensuite 

d'où  l'on  déduira  promptement  que  la  demi-cîrcon- 
férence  =  3 , 1 4 1  SgsGSS. 

De  la  differentiation  des  fonctions  de  deux  ou 
dun  plus  grand  nombre  de  variables. 

39.  Soit  f(*,  y)  une  fonction  quelconque  de  x  et 
de  j;  en  supposant  d'abord  que  la  variable  x  change 
seule  et  devienne  x  +  h^  il  faudra  regarder  y  con^me 
une  constante ,  et  traiter  la  fotiction  proposée  de  même 
qu'une  fonction  de  x  seule  :  on  aura  donc  par  le  théorème 
du  n**  23,  en  faisant  pour  abréger  f(ar,  ^)  =  k, 

,  .  ,  àuh      A^u  A*       A?u     h? 

^    '     ''^'         '  Axi      dar'i.a      djri.a.3 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée , 
lorsque  ^seul  prend  un  accroissement  ky  on  regarde- 
rait X  comme  une  constante,  et  i(xy  ^) ,  ou  m  ,  comme 
ime  fonction  de  y  seul;  par  là  on  aurait 

-,         ...         .  Auk  ^  à^u  P    ,  à^u     P 

H*;  y+^)=2^+"; 1 — i— ; ri-^i 5  +  etc. 

^  '"^  *    '         *  dy  1      dyM.2  '  dy  1.2.3 

Dans  le  cas  où  les  quantités  x  ei  y  varient  en  même 
temps  et  deviennent  at+A  et  j  +  /r,  comme  on  n'a 
assigné  aucune  forme  particulière.!  ia  fonction  f(.r,^), 
il  n'est  pas  possible  d'y  faire  à  la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  par- 
viendra au  même  résultat  en  changeant  d'abord  x  en 
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«-l-Aj  et  mettant  ensuite  y +i&  poux  ^>  dans  le  dé- 
yeloppement  qu'on  aura  obtenu  par  la  première  opé- 
ration. 
On  a  déjà 

f  (*+A ,  ^)=;=«+ 5j  7+ j;^  J3+ jp^-î  ;^:^  +  etc. . 

u  représentant  f(af,^).  Pour  développer  les  coefHciens 
des  dîiïëtens  termes  de  celte  série,  en  ayant  égard  au 
cliangement  arrivé  h  y^  j'observerai  d'abord  que  dans 
cliacun  d'eux ,  ar  doit  être  regardé  comme  une  quantité 
constante ,  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent 
comme  des  fonctîbus  de  la  seule  Tariable  y.  D'après 
cela,  f(«,  y),  ou  u,  deviendra 

'*+cb^r  +  d?r:^+ipi":r3+"'"- 

Si>  dans  ce  développement;  on  écrit  -y ,  au  lieu  de  u , 

on  aura  pour  résultat  ce  que  devient  la  fonction  y- , 
lorsque  y  se  change  en  y  +  i  j  c'est-à-dire, 


<tX  .  -'(ïï)  ».  .  <•■ 


au  .      \i\xj  k  ,       \i\x/  h*    .       \(\x/     P       ,     . 
d*^     dy     i^     dy*      1.2^     dy^      1.2. 3^ 

Mais,  comme  ;  en  partant  de  la  fonction  u,  l'expression 

— r indique  deux  différentiations  faites  successive- 
ment, la.^^ipemiëre  en  ayant  égard  à  la  variabilité  de  x 
seule,  et  la  àecondeen  ne  considérant  que  celle  de  ^, 
cpi  donne  à  cette  expression  une  forme  plus  simple 

en  l'écrivant  ainsi  qu'il  suit  :  t-t**  On  représente 


r 
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<ë) 


^ 


d'u 


de  même  -^  «     P»  gpj^;  et  en  général,  il  faut  enr 
tendre  par--- — i — -9  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre 

71,  relatif  à  la  fonction  ^,  en  n'y  supposant  que  ^ 

variable ,  tandis  que  cette  fonction  est  elle-même  le 
coeflBcîent  différentiel  de  l'ordre  m  de  la  fonction  pro- 
posée, en  n'y  siipposant  que  x  variable. 
Cela  posé,  la  substitution  de  y+k  aulieu  de^  changera 

dw       du    ,     à^u  t  ,     à^u     k^    .     è^u      P 
dx       dx  ^  dj^do?  I    •  dy^'àx  l.%      ày^x  i  .2.3 

^à^^d'uk        A^u   J^    .     d'îL-iL+etc 
dx^      dar*'^dyd**i"^d:K*da?*i.a/  ^<l^'ï-2.3  '' 

dhi      d^u       d^u   k.     d^u     h^    ,     d^u   ^_   , 

etc. 

En  substituant  ces  \aleurs  dans  le  développement 

de  £(x+h,  ^),  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous 

'  les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  h  et  de  i&  font 

une  même  somme,  soient  placés  dans  une  même  00^ 

lonne,   il  viendi*a 

'  dy  I        dy"  i.a       dj'^  1.2.3 

,àuh' ^uhh        dhi    k^  h  . 
d^T'^dj'dariI       dydA?i.2l  * 

^   da;'i.2^dj'dAr*H.2  '^       ' 
+  j-^  :— r-ô  +etc.l 


d«^  1.2.3 


+etç. 
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^ur  bien  entendre  ce  que  signiBe  cette  formule ,  il 
suifit  de  faire  m=  x^y"",  et  d'en  déduire  le  dévelop- 
pement de  («  +  hY{y  +  i&)»,  qu'il  est  aisé  de  former 
à  priori, 

4o.  On  a  obtenu  le  développement  précédent  en 
mettant  d'abord  x+  h  bu  lieu  de  ^r,  et  ensuite  ^  +  i& 
au  lieu  de  ^  >  mais  on  aurait  pu  procéder  dans  un  ordre 
inverse ,  et  commencer  par  la  substitution  relative  à  y  ; 
alors  î(x,  y)  serait  devenue 

ou 

,  àuk  ,  d"z*  k^    ,  à^u     P      , 
tt+  3 —  4-  5-- 4-  -r-s 5  -1-  etc. 

La  substitution  de  x^^-h,  «a  Heu  de  x ^  dans  eette 
série  ^  aurait  d'abord   changé  u  en 

'  iuh  ,  d*w  h*    ,  d^i^     A3 

M  +    j T  j~; +    j-^  n  +  etc. , 

dAPX  dAP*I.2  djT  1.2.3 

et  ensuite 

di*       dtt         d*tf  fe  .     i^u    ft*         d^tf      A^       ,^ 

ày        dy        àxàyi*àx*dyi,:i      àxi^àyi.n.Z  ' 

4r*®'**K*d*dyid*%"ï.2'*'*dir»dy  1.2.3  "*■  ^^'^ 
4!îf      d'i^       dhi  h,     d^u     A*       _d«tt^     *Lj. 
dj<^®''d/"^5idp7'*"dï»d/l.2"'^d;r3d/i.2.3  "**  ^*^*' 
etc.  ; 

<nk  aurait  en  par  conséquent 
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"^  dy  1  ■*■  d*d^  I  T'^'dP^lTlT"'"  *'**=• 

"*"  dj^»  1 . 2  "^d*dy  I  TTi  +  ^*'' 
.  d»«    ifc»       .        , 

+  etc. 

Il  est  évident  qne  ce  second  développement  doit  être 
identique  avec  la  premier;  car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d'abord  ar  en  Ar+  /*  et  ensuite  ^  en  y+ j&,  ou  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inverse, 
puisque  d'une  manière  ou  de  l'autre  on  obtient  égale- 
njent  î(^x+  h^  y-^h). 

Si  l'on  compare ,  dans  ces  deux  dévcloppemens ,  les 
termes  qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  h  et 
de  ^^  on  trouvera  cette  suite  d'équations  ^ 

d*w  d»M 


S?u   è^u 

—    .  dj/da?        dï*dy' 

dy*da7       dxdy*' 

d*'*""z^  d"'*'*M 

dy»  d»^       àa^iy*  *       * 
^  exv*  eic* 

Il  résulte  de  la  première ,  que  le  coefficient  diffirenr 
tiel  du  second  ordre  d^une  -fonction  de  deux  variables  ^ 
pris  en  différentiant  par  rapport  à  Vune  d^eUeê^  et 


w 
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ensuite  par  rapporta  l^autrej  resté  le  mime  j  quelque 
soit  l'ordre  qu*on  ait  suii/i  dans  les  diff'érentiations. 
Soît,  par  exemple,  M=ri*j^*',  si  l'on  difPérentîe  d'abord  eu 

regardant  x  comme  seule  yarîable^  on  a  — =m*"*""*^"; 

difierentiant  ensuite  ce  résultat^  en  ne  faisant  yarier 

que  y,  on  obtient  tt-î-  =  mux^^y^"*  ;  en    opérant 

dans  un  ordre  inverse ,  on  trouve 

au  à^u 

tly  *^       .      àxAy  "^       ' 

et  l'on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  môme  dans  les 
deux  cas*  Les  autres  équations  rapportocs  ci-dessus  ne 
sont  que  des  conséquences  de  la  première. 

4i.  En  retrancliant  fCar,  y)j  ou  7^, de  f(*+7t,  y+h)^ 
rangeant  sur  une  même  ligne  les  termes  compris  dans 
cliaque  colonne ,  et  les  réduisant  au  même  dénomma* 
teur,  on  trouve 

^i.aW*  Axdy     ^  dy""    J\ 

+  etc. 

Si' l'on  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  défi* 
nition  que  j'ai  donnée  (5)  de  la  différentielle  d'une 
fonction ,  on  verra  que  celle  de  î{x ,  ^),  ou  de  u ,  est 
comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment  la  première 
ligne  du  développement  précédent  \  et  en  cbangeant  h 
en  d«  et  h  en  dy ,  on  aura 
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Il  suit  de  là  que  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de 
deux  variables  renferme  deux» parties. sayoir  :  -p-  d«, 
ou  la  différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  va- 
riable^ ei-T-ày  i  ou  la  différentielle  prise  en  regardant 

y  comme  seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables, les  règles  données  (  lo  et  suiv.)  pour  la  diffé- 
rentiation  de  celles  qui  dépendent  d'une  seule  y  et  pour 
cela  on  diffèrentiera  la  fonction  proposée j  d'abord  par 
rapport  à  Vune  des  variables j  et  ensuite  par  rapporta 
1^ autre;  la  somme  des  deux  résultats  sera  la  différenr 
tielle  totale  cherchée* 

4â>  J^e  ne  crois  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  donner 
beaucoup  d'exemples  relatifs  à  la  différentiation  des 
fonctions  de  deux  variables ,  puisqu'elle  rentre  dans 
celle  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  qu'une;  |e  me 
bornerai  donc  aux  suivans. 

On  voit  sur4e^champ  ^  d'aprës  la  règle  oi<<-âessas , 
que 

à(x  +  y)z=::Ax  +  àyy 
d .  xy  =ydx  +  xdy , 
,  *  ^_  d*       xày  __^  yix—x^ 

Soit  encore  !••  Mr=«"*^»;  on  a 

^dy  =  nx^y^ijl 
donc 
du=mx'^y''ds+nx^'^dy=:x'^^y'^^(înyàx+7ixdy)  ; 
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ay  x—i 

a»,  u  =  77~' — ;  =  fly(«'+:K')   *  ;  on  a 

dw  j    ,__           ayx&.x 
T-  <!«•  — "  '      ;^  ; 

donc 

j  ayxàx    ^^      aày  ay^iy 

(*»+:r*)'     (**+:K*r     (**+j')^ 

ou  en  réduisant  ^ 

-i-  dwgydAf  +  «»*djy 
== T —  » 


celle 


3".  M  =  arcf  tang  = -J,  expression  qui  est 
d^un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  i  ^  et  la  tangente  -  ; 

X 

pour  la  dififérentier  on  fera  -  =  2 ,  d'où   il  résultera 

y 

u  =  arc(tang =2) ,  et  di^=  —r^^  (36)  ;  puis  mettant 
au  lieu  de  z  et  de  àz  leur  Taleur ,  on  trouvera 

yAx  *^  xày 

\y*  y&X'-^xày 

43.  La  manière  dont  on  écrit  les  différentielles  des 
fonctions  qui  dépendent  de  plusieurs  variables  ^  donne 
lieu  à  des  remarques  importantes.  Il  ne  faut  pas  eon^ 
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H  «ait  de  là  qae  la  différence' 
deux  variables  renferme  d' 
ou  la  différentielle  prise  e- 
riablcet^î^dy.oula  ^ 

y  comme  seule  ▼»«» 

On  peut  donc  ar 
rtàbles ,  les  règles 
rentiation  de  ce' 
cela  on  diffère^ 

rapport  à  Vm  jN 

Vautre}  la  f 
tieJle  total 


f 

-  ïa  différentiel 
dit:  il  en  est  de  même 


^y 


•  •• 


d"+"M 
^     j,  -J  dp:jy;'«>''t«PPCÏ&SSOU. 

yj/  '  jrtielles;  maïs  ce  langage  n*cst  pas 

r      ^^  .riïiules  qu'on  désigne  ainsi  u'exprîmcnt 

celle  .rence  entre  deux  quantités. 

1^  .  aes  différences  partielles  de  u  sont  d^abord 

/a  première  étant  prise  en  n'ayant  égard  qu'au  clian« 
gement  de  a:,  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de  y*  Les  expressions 


dw  _        dw  - 


d« 


du  .  du  . 

d*,      ^ày, 


qui  ne  sont  que  les  premiers  termes  des  déreloppemens 
de  ces  différences^  doivent  être  nommées  différenHelles 

partielles  (5)/  -r- ,  -j-  y  resteront  toujours  les  coefficient 

ux    oy* 

diffirentielê  du  premier  ordre  de  la  fonction  proposée^ 


1 


n 


'«JENTIJEÇ.. 


du 

1- jr«2, 


•*    W.  t 


i':^    d« 
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"^ris  en  y 

T»Ieet 

our 

le 


pour, 
pour  le  troii»». 

r 

.cî  comment  on  peut  trou» 
dn  partant  des  deux  premiers, 
-^n  a  d'abord 

d^  =  £da:+^dj^; 
prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions  —  et  ^ 

dx    éy 

qui  doivent  être  traitées  comme  des  fonctions  de  deux 
TariaWes,  il  vient 

,  du d^u  ,          jd*M 

dx        dx^  djôîi    ^' 

,  dw d'^z/  d^M 

dj^       dxdj^  d^*     "^  ^ 

et  parce  que  la  diflcrentielle  seconde  n'est  autre  chose 
que  la  difiercnlielle  de  la  différentielle  première  on 
aura 


d'ut 


d^u 


d-.=  ^^,d.^  +  :.^j-j- 


^"""^y+j^^'^y^ 


en  regardant  dx  et  dy  comme  des  constantes ,  et  en 
observant  que  les  coelficiens  différentiels  dont  les  dé- 
nominateurs ne  présentent  que  les  divers  arrangemens 
tfun  méme.'produit  en  dx  et  dy,  sont  identiques  (4o). 
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Si  *l'on  différentie  les  coefficiens  différentiels  qui  se 
trouTent  dans  le  résultat  précédent,  il  viendra 

_    d*M  d"u     ,  à^u       , 

d'M    _    ^^^     j      I    _4!^    1 
^  d^jr  -  d^^dj^  ''''  "*"  d:ydxdy  ""^  ' 

a    fii   =/^.d.+     ^     d^,     ^ 
dj^*         da;dy  dy 

et  par  conséquent, 

On  continuera  facilement  cette  formation ,  et  Ton  re- 
marquera sans  doute  Fanalogie  des  résultats  ayec  les 
puissances  du  binôme. 

Il  faut  observer  que,  d'aprës  la  notation  précé- 
dente, la  série  du  n®  4'  rentre  dans  celle  du  n**  aS , 
lorsqu'on  substitue  d*  à  A,  et  d^  \h\  en  sorte  que 
si  Ton  désigne  î{x  +  da;,  y +  djK),  par  w',  on  a  encore 

,  du   .  d*M    i     d^u 

I  I .2  I .2.0 

formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n®  4i  ' 
puisque  les  accroissemens  dx  et  dy  sont  également 
arbitraires. 

45.  Il  est  aisé  d'étendre  ces  considérations  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de  s'as- 
surer que  si  l'on  a 

uz=:t{t,  X,  y  y  «), 

il  en  résulte 

fC^+^^^  +  ^^J'  +  ^^^  +  O  — ^C^*'^>*) 
du     .du      .du  i^.du. 


y 
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d*oà  Fou  cpnclura 

,         eu  ,        du  ,      t   au  .      ,    dw  - 
ciM  =  -r-  dit  +  -7-  o*  +  T-  d  y  +.  -r-  dz  , 
àf  àx        '   dy    ^    *    dz 

en  désignant  par 

du       du       du       du 
57'     di'     d}'     d^' 

les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  u ,  pris  en  j 
faisant  -varier  seulement  t,   ou  ar,  ou  y,  ou  z. 

Cette  notation,  due  à  Fontaine ,  est  la  plus  simple  et 
la  plus  expressive  de  toutes  celles  qu'on  a  proposées,  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler^dansla  crainte  que 
l'on  ne  confonde,  par  exemple,  le  coeflBcient  différen- 
tiel j-  -avec  le  rapport  de  la  différentielle  totale  du  k 
la  différentielle  dty  rapport  qui  est  équivalent  à 

-j-  d/^  +  -5-  dor  +  -T-  d  V  +  rr-  dis 
dt        \  dx        *    dy    ^        dz 

dû  ~' 

désigne  ce  rapport  par  -p  ,   tandis   qu'il  exprime  le 

coefficient  différentiel  par  Cy  j.  Le  sens   du  discours 

rend  presque  toujours  cette  distinction  superIBiue;  Fon* 
taine  d'ailleurs  avait  pourvu  au  cas  où  elle  était  abso* 
lument  nécessaire ,  en  proposant  d'écrire  le  rapport 

ainsi  :-^  du\  et  comme  ce  rapport  est  employé  plus 

rarement  que  le  coefficient  différentiel ,  il  avait  affecté 
à  ce  dernier  le  signe  le  plus  simple  »  ce  qui  est  con- 
forme à  la  théorie  de  totitea  les  nomenclatureâ,  et 
précisément  le  contraire  de  ce  qu'a  fait  Euler. 


;/ 
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46.  Les  résultats  du  Calcul  dlflférentiel  devant  tou- 
jours être  indépendansdesaccroissemensdes  yariables» 

le  rapport  T-dz^,  ne  saurait  ayoir  un  sens  déterminé, 

qu'autant  que  les  yarîables  Xj  y^  z,  sont ,  au  moins  im-* 
plîcitement,  des  fonctions  de  ^;  et  alors  dz^  exprime  la 
différentielle  d'une  fonction  composée  d'un  nombre  quel- 
conque d'autre^  fonctions  de  la  même  variable.  En  effet» 
si  l'on  suppose  que  les  variables  x,  y^  z  dépendei^t  de  la 
variable  t,  et  que  l'on  substitué  aux  accroissemens  g, 
h,  kj  ly  des  expressions  de  la  forme 

d^,  pity  qAtj  ràt^ 

l'ensemble  des  termes  qui  ne  contiendront  àt  qu'à  la 
première  puissance  ^  se  composera  des  termes  où  les 
accroissemens  g,  h  y  h^  l,  ne  passent  pas  cette  puis* 
sance  y  et  ne  se  multiplient  pas  entre  eux  :  on  aura  donc 
encore 

-         Au  .    ,  du    .     ,  du     .     ,  dzi    , 

ce  qui  revient  à 

_         du  ^     ,  du  .      ,    dtf  j      %   du  ^ 

en  remplaçant  pdtj  qdtj  rdl,  par  les  différentielles 
dxf  d^j  dzy  que  ces  quantités  représentent. 

Ainsi  la  différentielle  d'une  fonction  renfermant  un 
nombre  quelconque  d* autres  fonctions  d'une  seule  va- 
viable  j  est  la  homme  des  différentielles  partielles  rela^' 
tiçes  à  chacune  de  ces  fonctions» 

La  rrgle  du  w^  1 1  n'est  qu  un  cas  particulier  de  cet 
énoncé^  car  si  l'on  prend  u=:txyz,  il  donnera 

du  =  xygàt  -)-  tysds  4*  txzdy  4"  ^yàx* 


De  même  y  quand  1^=3  2^,  on  a 

^  Az  =jfzr-\d%  (i  3) ,    j~  d^  =  ^^^a^^   (27) , 

et  par  conséquent 

au  =  y%y'~^àz  -f-  zf^yXz^ 

47 •  Je  dirai  ici  très  peu  de  chose  sur  la  manière 
de  réduire  en  séries  les  fonctions  de  deux  variables^ 
parce  qu'il  arrive  le  plus  souvent  qu'on  ne  les  développe 
que  par  Irapport  à  l'une  des  variables»  en  supposant 
à  l'autre  une  valeur  constante  >  et  qu'alors  ces  fonc- 
tions doivent  être  traitées  de  même  que  celles  d'une 
seule  variable.  Il  sera  peut-être  utile  néanmoins  de 
faire  voir  que  la  formule  du  n*  89  s'emploie  à  déve*» 
Jopper  les  fonctions  de  deux  variables ,  comme  celle 
du  A^  21  si'applique  aux  fonctions  qui  n'en  renferment 
qu'une  («a). 

Si  l'on  fait  *  =  o ,  j^  =  o,  dans  la  formule  du  n*  ^x  ; 
c^est-à-dire  dans  u  et  dans  cbacun  de  ses  coeffîciens 
différentiels ,  elle  donnera  le  développement  de  f(A^  A) 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  A  et  i&  ; 
mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  A  j  et  j"  au  lieu  de  Js^ 
et  il  en  résultera 
i>,      ^         ,1    {Au      ,  dw      ) 

+7:^te*+='Â^'^+d7^| 

+  etc, 

en  observant  de  faire  x^ty  nuls»  tant  dans  u  que  dans 
les  expressions  qu'on  obtiendra  pour  cbacun  des  coeffî- 
ciens différentiels  C). 

'-  '-  ■  -  ■ 

(*)  On  pourrait  encore  arriver  an  développement  de  £(x ,  v) 
par  la  diffe'rendlation,  ainsi  qn'on  est  parvenu  à  celai  de  i(x) ,  dant 
Cale,  diff,  5 


l 
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De  la  differentiation  des  équations  quelconques 

à  deux  variables. 

48.  Jusqu'ici  je  n'ai  différentié  que  des  équation» 
séparées  j  c'est-à*-dire  daus  lesquelles  la  Tarîable  se 
trouvait  seule  dans  un  membre ,  el  la  fooctipi^  dans 
l'autre  ;  telles  sont  les  équations  de  la  forme  Yb^X, 
X  étant  une  fonction  de  y  y  et  X  une  fonction  de  x  )  mais 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  l'on  rencontre 
dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas  ainsi: 
la  variable  et  la  fonction  y  sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entre  elles. 

Lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  f(s,j^)-=o^  entre 
X  et  y  y  son  effet  eit  de  déterminer  m  par  y^  ou  y  par  x^ 
en  sorte  que  Pune  de  ces  quantités  est  fiynotion  djel'avitre  ; 
et  si  l'on  change  x  en  or+A,  et  j'  en  yr^k^  il  tw\% 
encore  que  l'on  ait 

'>■    '  > ,    ■  ■  ■  I  ■  ■  ■  ■  I ,  ^ 

la  note  de  la  page  99;  car  si  Vml  loppoM 

lesleUres^,  B^  Cy  etc.»  désignant  des  qnatttitës  îndtfpendantefl 
de  X  et  de  ^,  et  qu'on  dilfe'rentie  cette  éqoation  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  Xf  plasienri  fois  de  anite,  de  manière  à  former  loi 
expressions  des  coefficiens  différentiels 

dn  du  d*u  d>tt  'd>u 

'    Si'     â^'     37*'     dîd^'     3r'  ^'" 

on  i^nra ,  en  égalant  à  zéiq  x  eh  y  y  après  les  diffe'rentiations , 

à*u  ^        d«u  „  à*u  —     ^ 

dï»  Qxdy  ày 

la  valeiir  de  ^  4«  trgqvera  en  çliçrcha9t  celle  de  U  fonction  u» 
lorsque  a:  et  ^r  sont  nuls. 


éqaatioa  qttî>  par  le  h^  4i  >  ^^  iîéveloppe  dans  la  jforme 

+  etc. 

i£  représeii^taAt  £{xyy). 
Cela  posé,  chercher  le  çoe£&cîeat  dlfiëréntièldey;  c'est 

chercher  la  limite  çtfK\n^]^t  ^)  of>  |i  4m9  l'éQiA^î^n 

ci-dessus,  on  f^it  b  =.«-&  j  tous  ses  termes  deyiennent 
diirisiblerpar  J|^;  el  lorsqu'on  pose  easuîte  7i  =  o  ^pour 
passer  k  la  lix|iîte  demandée,  il  ne  reste  plus  que 

oh  9-  ïgît  être  remplacé  pat  sa  limité  -^  (Sj\  on  ^nrâC 

d*       dj^djp  '     ^^     dor    *  ""dj^  '^       ^* 

Le  dernier  résultat,  se  confondant  arec  la  différentielle 
totale  de  la  fonction  u  (4i}>  montre  que  pour  troui^er^ 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  éPime  fono^ 
tion  j^  donnée  par  une  équation  u  ts  p  erlére  deux  t/a- 
riadles  xetjj  il  foui  différentier  leprernier  membre  de 
cette  équaHonj  comme  si  les  variables  étaient  indépen" 
dantfs  Vune  de  Vautre^  égaler  ensuite  à  zéro  le  résultat j  ' 

€t  prendre  la  vaieut  de  ^^ 

5.. 


\ 
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V 

Cela  fait ,  si  l'on  observe  que  la  Talenr  4o  ^  que  je 

l^eprésenteraipar />j  ne^contenant  que  x  et  ^^  est,,  en  yertu 
de  l'équation  u=o,  une  fonction  de  x  seul,  on  en  co'n* 
dura  que  p  doit  changer  quand  on  fait  yarier  x  j  et 
prendre  un  accroissement  que  je  désignerai  par  l-,  mais 
alors  on  peutjregarder  le  premier  membre  de  l'équation 

dz^    ,  dz^ 

eonune  une  fonction  de  Xy  y  et  p,  égalée  à  zéro,  gui 
doit  toujours  rester  nulle  ;  et  si  on  la  représente  par  u% 
on  auxa,  par  la  formule  du  n^  4^, 

dx        '    d^  dp      >-ï=?.Q. 


+  etc.   ' 

Or,  tous  les  termes  de  cette  expression  deyiendront 
diyisibles  par  A,  si  Ton  y  fait  it=«-A,  /=pA;  et 
ceux  qui  ne  sont  pas  écrits,  contenant  les  quantités 
h,  ket  Ifhi  des  puissances  plus  élevées  que  la  pre- 
mière, s'évanouiront  lorsqu'on  fera  Azzro,  pour 
passer  à  la  limite  où  Ton  doit  remplacer 

dy    ^  dp 


il  ne  restera  donc  que 


•-  >r 


dw-       du' dy   ;  dtt^djo. 
•  dx  •     dy  d*    'v  dp  dx 


ce  qui  revient  à 


du'  ,      .du'  ,    du'  j 


>K 


] 


et  6e  confond  ftveclii  dififérentielK.toiàle  de U ibnctien 

u  :  ainsi  ^  pour  former  V équation  qui  exprime  la  rela^ 

ièon  entre  de' coefficient  .di^ff^irmvtSdfdw  premier  prdjw'iffit 

celui  du  second  j  il  faut  différentier  réquatiûn^qïd  dét*: 

termine  le  premier  <ie  ces  ^ffiçiff^j^  ^f^  le  regardant 

lui-même  comnie  iiné  noupelte  éartàhlé'j  puis  diviser  Ze 

résultat  par  dx»  >. . . .  :«ù I  <   A  l'j 

do 
Faisant  eiiq^ita^  ==:.^  i^^^iati^auqii^oii^nt  d^* 

tenir  pourra  être  coa^idérée  comme  iine  fonction  ii^  de 
*>  J^y  P  ^  ^9  ég^ée  k  zérb^  db  donnera.4H}^  éguation  , 
éqniyalente  à  du''  =  &,  ^ui^d^termjiiiepra  le  coefficient 
différentiel  r  de  la  fopction  q„  c^est-à-dire.  le  coefficient 
difléreîitîet*du  3*  ordre  de  J<,  par  les  précédons.  ' 

On  voit  par  là  que  les  équations  qui  expriment  lés^ 
relations   des    coefficiens  diffitentieh    d*ufié  fonction 
donnée  par  une  équation  entre  deux  variables  j  se  dé^ 
duisent  les  unes  dès  àutfesj  par  iies   difféhhtîèiiUïït»^ 
moçesj^es^^  ei^^fi^flitçLntcJÙùowijdeces  cqeffiçiem^cowilfM 
une  nouvelle  variable, 

49'  L  exemple  suivant  éolaircira  tout  ce  qui  précède. 
Soit  réquatldh-    '^  4-  ^^  --     '  «  xv        .1 

la  fonction'  ii   éàf  Ta  >*— imA^jK  H^*"~'û^î  * 'o** 
la  diféreç^e^  €^  y  iMmk'M^^^^  ,^^^^ 
ésale  le  résultat  à  zéro,  on  troiivjera 

aydy  —  amxdy  —  2mydx  +  Uxdx  ifc  o v    '  »  '  \ . 


1<h  iraAZii  tUtimmtÂSiut 

Pour  atoîi'  ^,  enÎJi?  séttl/îl  faudra  dubtituer  daiM 

dette  «XfnnenioD. la. T^leiir  â$\)^,  iqni>  dans  réquatiott. 
pràpoeée>  est  '. 

et  il  Tiendra 


>>■*■ 


'    Mi*^  SS  I  ^  I  u^      I Il  I     m 

..^^   tu;].   '      *t/n*~i|pA47i»rV    .:• 

'        •  .  •  .        ',  •    •  ■ 

résultat  semblable  à  celui  ^'oii  dîîauicait  JmniédîatiH 
ment  de  l'expression  .     <  > 

'.»..'.  ..  '         *  •     .  ■       ^  ■ 

obtenç#  e^  résolvant  Véfjuatiç^  prçjposéq.,  ^        .  .  .  .L, 

^^WatotetoàntSi  riî  Voti  fffft'^'i=i^^V  tfoft    U   «stf^ 

,0*  .  .•      WA 

dr.=:pd:ç,  Téquation  (i)  se  cbange  en 

et  si  on  la  diffî? ent^  de  nodTei^«i^>  «n  €oasidérant  que 
^.fit  *  soÇ^t-iios  fonctions !de  f ,  :oii  arçÎTq  2^ .,  \ ..    .,   .^ 

mettant    ensuite   pux  pour  ijy  j  qSx   pour   op ,  et 
réduisant'j  il  Tient  .   v.v    ;\«:  —  .  ».       o-    *,».• 


j  r. 


*.»••'    » 


^11  âoiinéla  relation  qtfè U «ààdéH'^SM^ 
rentiel  du  secpndfordrç  y)l^  T^  ('?)  >   ^®î*  ayoîr 


.AS  «iliÇyjf   DIviAJBKTJEBIi.  Jl, 

avec  cdoi  du  premier  ordre' pi  ou  ^y  et  avec  les  va* 

riables  /i?  al  ;y.  - 

En  cotttiaufltitde  'différentier  de  la  même  manière  ». 
on  formerait  l'éqtiatioii  de  btquelle  dépend  le  coefficiest 
difiérentiél  du  trottfièfiàe  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

•  "  •  '  "  dv 

60.  Si  Ton  fait  attention  que  q  =  -^,  et  que, . , 

à* y  =s  d(d^),  on  i^cdnnaitM^  que  téqualion 
(y  —  7îMr)5r +  />*  —  2mp  +  1  =  o, 

se  déduit  imaaidialefaent  del'équation 

yàyf^^'maAy  *^  ftvyêx  +  *djc  «=  o  (i)  , 

lôfsqu'on  la  diSSrentie  en  y  faisant  varier  d^  comme 
une  f<metton  de  M,  et  divisant  easuite  par  dx^.  En  effet , 
on  a  premièrement 

^d'j^— jîMfd*j'+d^*— ?a)»d«d;^  +  d^*S3o     (a), 
secondement   ' 

r  \ày   .  èy^  ây  \ 


da^^àx^  A» 


f    • 


équation  qui ,  lorsqu'on  y  cTiange  -r-  en  p,  j-*^  en  q, 

devient  celle  que  j'ai  obtetnie  plus  haut  pour    déter- 
miner q. 

Sa  gétiéral^  faire  varier  les  quantités  z>,  q,  etc. ,  comme 
des  fonctions  de  x ,  yest  prendre  les  diiTérentieïles  desT 

e^preietons  éijuivfileirtes.  '^f-T'i.f  différentielles  qui 

c^est  enfin  regarder  les  quantités  if,dfy^é^  y  Oomnart 
des  fonctions  deaL 
L'équation  (i)  êîtladiffirêniUlte  f>rêmière  de  la  pro- 


\ 
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posée;  l'équation  (2)  en  est  la  différentielle  seconde,  etc.  ; 
et,  d'après  la  remarque  ci-dessus ^  îês  différentieUee 
d^une  équation  frimitzte  proposée  se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  la  différentiuUon  ,  en  regardant  y, 
djj  d^j  etc.j  comme  des  fondions  de  x,    .. 

On  passe  aux  équations  qui  donnet^t  les  cœfficiens. 
différentiels  9  en  obserTant  que  ces  coefficiens  sont  re- 
présentés par  ' 

■  ...  ;l=  g. *,..■,■... 

ou  en  faisant  .    ^    ' 

dy:=pixf         d'^  =  gdar*,     cte. 

Par  ces  dernières  substitutions,  les  difiérentielles  dis- 
paraissent ,  et  il  ne  reste  dans  les^  résultats  que  lésion^:* 
lions  p,  qy  etc.,. absolument  indépendfuates  deU  valeur 
de  l'accroissement  dr. 

Si.  li'équatîon  proposée,       / 

étant  du  «lecond  degré ,  donne  pour  jk  deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles?!*  équation 

Qy-r-mx)  iy  —  (,my  ^  x]àx  :=  o  (i)  , 

d'où  l'on  tire 

âx      y  —  mx  * 

•   '■<■■,'  '  •    '  •      dy 

donne  -aussi  pour  le  coefficient  différentiel  -s— ,  deiix 

j         .  , 

valeurs  correspondantes  à  celles  de  la  fonction  y. 

Si ,  au  lieu  de  résoudre  Féquatîon  proposée,  pour  en 
tir^  là  valeur,  de  jK^on  éliminait  cette  variable  ,  au 
moyen  ^de.  Fèquation  différentielle'lf  1),  on  àwteît" 
d^bdrd,  éii  verlh  d«  eelle-ci,     ,:  'r'»i)<..orr'  t^v-v^  j^r-, 

x{mày  "—ix^i.  ,1,  ;  .  w'  > .?; 


substituant  dans  la  première  ^  il  Tiendrait  i- après  les 
réductions  9 

(ar* — iï*  -^  I» V)d  j^  —  (2mx* — 2  ma»  —  ai» V)d*d^ 
+  (ar*  —  mV  — 'a«m»)d«»  =  o. 

Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à  djj',  donne'* 
rait  les  mêmes  résultats  que  ceuit  qu'on  obtient  en 
différentiantjles  valeurs  de  j'  (49)  ;  et  après  FaTOÎr  dîvî-' 
sée  par  Sx^,  on  en  tirerait  immédiatement  celles^  du 
coefficient  différentM.  On  aurait  alors 

•         '  dv*  dv 

et  en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dit?. 

dy* 
fé^entiçl ,  expriihéé  piair  —^ ,  on  àci^vèraît  à  - 

-f-^ — 2Wlf^4 r r ---— =0.  ' 

59.  Il  e^  fàeile.  d'apfJ.iqaar  ceiqui  précède  à  des. 
exemples  plos  'eompliques»  ou 'dans  lesquels  les  Tan 
riablea  m^gj^ent  à .  un  degré  plus  élevé.   Soit  encore 
l'équation 

j^  —  3ax^  +  âr^  =  o  ; 

la  oifTérentiàtion  donnera 

3j^»dy  — '3ûardy — 3ayêx  +  3s^àx  ==  o  ^  ^ 

■•;'•''       ■  '        ,...-■'  .  ■.• 

oa)  en  supprimant.Iç  facteur  commun' 3, 

-'     '  .  y-^r'^^KdjK  .r-  aydsf.T^  *Mar.=  o  (i) , 


et  par  conséquent  j^  =  -^ — ^ — . 


»     «««^        *«« 


La  fonctbn  j^,  dans  cet  exemple,  étant  donnée  par 
une  équation  du 'troisième  ^egré,  doit  aToir  trois' Ta- 
leurs;  et  en  les  substituant  sucoessivemeiit  dans  l'exprès- 
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sien  àe^f  on  obtiendra  un  pareil  nombre  de  yaleuri 

pott^  te  e^êficlent  difiereniieL  On  Toit  en  général  qiie 
ce  coe£Bcient  aura  toulours  un  nombre  de  valeurs  égal 
à.  Gelm  dont  la  fonction  ^  est  susceptible  dans  l'équa*. 
tion  proposée  :  il  en  sera  de  mén^  k  Tégard  de  la  différa 
rentielle*  ■  . . 
$i  l'on  éliminait  y  entre  les  deux  équation» 

^M jK  —  wd^  —  aj^d* -f- ar^d*  =  o         .    (i), 

on  atu^ait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  degré 
par  rapport  à  ày,  et  qui  renfermerait  les  trois  yaleurs 
dont  cette  diSërentielk  est  suace^ibU*  j 

Ayant  trotaté  l'ecipxession  de  dy  ou,  oeUe  de*  ^#  on 

d'y 
parriendrà  à  celles  de  dV  ^^  ^^  J^>  ^  différentiant 

par  rapport  à  ây^  i  y  eik  x,  suivant  la  r^gtè  établie 
iftia,  réqitatioii3  (i),  difiiréntiellè  pi*èHdë«ed<}a.pro« 
pcMéeé  £n  opérant  ainsi  et  réduisàtat^  on  Aiâra .  .         .  , 

*  *  #  *         • 

ou  bien 

(jy^'-^ax)d*y  +  a^dj'*—  aadxiy  +  2xdx^  =  o  (a)  : 

voilà  la  diSiàrêntielle  seconde  iLe  l'équation  proposée. 
Si  on  la  combine  avec  la  différentijeîle  première ,  on 
pourra  éliminer  dy^  et  le  résultat  donnera  Pexpressidii 
de  â^y  en  x,  dar  et  ^.  Oii  jbbasséra,  sî Ton  vetrt,  la  fonCi- 
tion  y  y  au  moyeii  de  réqu^lton  proposée. 
£n  divisant  l'équation  (a)   par   dxf^,  elle  prend  la' 


2>B  OiXCITL  KfViBIHSMSL.  'fir 

et  ne  wenSetme  plof  que  le»  coefiElçieiis  dlilërentiek 
^ et ^.  Mcttattt  au  lîett  de  ^  sa  valeur  ^^T^>. , 
tirée  de  (0>  il  tiendra 

et  en  réduisant  au  même  dénpmmateur, 
d*v 

mais  1^  quantité  .  .,r, 

zfeil  autre  ^060  que 

elle  est  doiiç^nulk  ei^  Tèrtu.de  Péqu^itioA  j^jf^io,  «M 

par  conséquent  on  a 

••  ••  .  •'    •  '.   -jty  *'        M.  .     •  .  •^.  •-•  rj  i'< 

r  ,  r  •  > 

on  rZ  — -*-      ^^V      . 

on        ..r        a?  -^  T-  ^-4  2^-^^. 

En  différentîant  Péquatioti  (a)  par  rapport  à  d*j^,  dj^, 

j^  et  ar,  (m  formera  la  différentielle  tf  oitîëitie  dèd^éqnation 

proposée,  et  Ppn  e^  tirera  la  yaleur  ded?y,. lorsqu'on  aura 

âiminé  d*^  etdj'à  l'aide  des  équations  (i)et  (a)  ;  divisant 

le  résultat  par  d«^,  en  aura  l'expression  du  coefficient 

dV 

2^  Eà  ec^tiflRiant  ainsi  Vmt  paifvktadra  atffi  èlÊèrepi 

tielles  ultérieures. 

r 

53.  La  fétamrqne  dn  n^  7>  su?  léS  éonstâidlel  qui 
disparaissent  par  la  dilférentialSon  des  fonctions,  s'ap^ 
plîque  également  au*  équattonè.  Si  Von  avaitj;  par 
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exemple,'  y*=s aa?  4-  ^,  la  Idiff(h*eiitie11é  a^dj^  =±:  ditg , 
étant  i)idépejidaiite  de  ^^  ^j^par tiendrait  à  çhacunades 
équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée^  en 
donnant  &  b  toutes  les  yaleurs  possibles^ 

Mais  l'on  peut  aussi -parr^nirr  dans  le  cas  actuel,  k 
une  équation  indépendante  de  a  ,  quoique  la  difiëren* 
tiatioi^, n'ait  powtjfaîf  dîs^a^r^ître.  cette  constante  :  il 
BoiEt  pour  cela  d'élfttifiier  Centre  les  deux  équations 

et  l'on  trouvera  .        .  '     , 

...  *.»»  1 

y^dx  =  ^xyày  +  bAx> 
<  Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  lar  dîffé*  * 
rentielle  immédiate  de  la  proposée ,  ^e  en  dériye  ce- 
pendant de  manière  qu'étant  divisée  par  da?,  .elle  ex-v. 
prime  la  relation  quijdoit.4^isler  entF#  la  variable  x^ 

làTonctîon'*^  et  le  coelEcîcftt  ^ ,  qûefqûe'sbita.''     •• 

Si  la  constante  qu*qn  élimine  n'est  pas  au  premier 
degré  dans  l'équation  proposée ,  lé  résultat  qu'on  ob- 
tiendra renfermera  des  puissances  de  .d^  et  de  dx  su- 
périeures à  la  première  :  je  prendrai  pour  exemple  , 

y  —  afly<  +  a;* ç=,Œ^  .  ..  {      .;'-■';[>  îv: 
En  différdrtfant  cm  tfoùVerfa  ^    -     ' 

.  .   ".       yày --^  àdy  ^  xix  ~6  ; 

d'où-  . '.       a  z:zr-^r'<-  J. — r— ••  '      ,     ' 

....  dy       ••'       '        • 

etr  sul^tuantid^tià  k:  proposée  ]  il  vîendrt^;  i«}»èaf  ifroiV 
ordonné  par  rapport  à  dy  et  divisé  par  dar% 


il    «  j  «  ». ' 


telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  va^riable  x, 


k  iémtÂion  y  et  soin  coefficient  différentiel  r^,  indé*- 

^ndamment  d'aucune  Tsdeur  particulière  de  la  cons- 
tante CL, 
En  résolyant  l'équation 

par  rapport  à  a,  on  en  aurait  tiré 

et  a  étant  alors  dégagé  des  Tariables  x  ^i  y  j  la  dîf- 
férentfatiaa*saule  l'aurait  fait  disparaître:  on  aurfiît 
trouTé  • 

j   ^^y^y-^x^x  . 

*—  dy  It  -   ^   '^      ■    r=:  =  O. 

En  faisant  évanouir  le  radical ,  on  s'assurera  que  cette 
équation  est  la  niéme  que  celle  qui  résulte  de  l'élimi- 
nati<»i. 

54-  On  peut  faire  'disparaître  autant  cle  constantes 
qu'on  Toudra ,  en  différentiant  un  nomln^e  de  fois  égal  & 
celui  de  ces  constantes.  Soit 

on  aura  d^abord 

y^y  —  -7  mxiiix  \ 
différentiant  de  nouveau ,  on  trouvera 

y^y  +  dj'*  =  —  md«*; 

substitaant  pour  m  sa  valeur  ^—t-%  tirée  de  l'équation 
précédente  9  et  divisant  par  do;*,  il  viendra 

résultat  indépen<Wt  des  constantes'  m  et  a. 
55.  La  différentiatiôn,  combinée  avec  l'éUmination  , 


^8  njatt  iLhoMAOt 

fournît  le  moym  de  fWrediipwirftrelfiicxpoiilKt  «9^ 

par  exemple 

JP  et  Q  étant  des  fonctions  quelconques  de  *  et  de  ^}  en 
prenant  la  différentielle  de  cette  équation,  il  Tiendra 

»P»-'dP  =  dQ,      ou      »P»dP=PdQ, 
en  multipliant  les  deux  membres  par  P;  et  si  Ton  nwt 
pour  P"  sa  valeur,  on  obtiendra 

7iQdP=:PdQ, 
équation  dans  laquelle  la  quantité  P  est  délitrée  de 

l'exposant  n. 

On  parvient  au  même  résultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme de  chaque  nj^embre  de  Téquation  proposée-,  on 
ft  sacoe9siirement 

nlP  =  l(2,         7.^  =  ^C^8), 

Bt  par  con*5q»ent  nQàP^PàQ- 

Cette  remarque  sert  à  Aérelopper,  suivant  1^  puis- 
sances deji?,  la  fonction 

(a  +  bx  +  cx^  +  dx^  +  eiic^+  etc.)*, 
quel  que  soit  l'exposant  n.  On  pose  pour  cela, 
(a  +  hx  +  ca?*  4-  da?^^  <?«*  +  etc.)* 
=  A  +Bx  +Cx*  +!>«'  +JSx^+  etc.  j 

en  passant  aux  logarithmes ,  il  vient 

TA{a  +  iar  +  <w*  4-  dx^  +  ^*^  +  etc.) 
=  \Ij+Bx  +Cx*  +Ds,?  +Ex^  +  etc.)  ; 

différentiant  ensuite ,  o»  obtient 

n(b  -4*  2£x  4*  3idx\+  jes^  +  etc.)djg 

a'-^'bx  +  car^  +  da^+ex^  +  etc. 
(g  +  aC«  +Z€x'^'+^h^  +  étc.yëx  ■ 


1 


snpprhitaxit  le  facteur  commun  dx ,  faisant  disparaître 
les  dénominateurs^  déyeloppant  et  ordonnant ^  par  rap- 
port aux  puissances  de  iv^  on  a  Ji'équ«ition 

nbA  +  2ncJx  *f*  ZrpdAx'^  +  fyieAo?  +  etc. 

+   nbBx  +  itnoBx^  +  ZndBo?  +  etc. 

+    ribCx^  +  nncCx^  +  etc. 

+  nbl>x^  +  etc. 

a5  +  aaCo;  +   SaJOx^  +  4^^^  "f"  etc. 

-f     ô^ar-i-    :îôC**+  UJDx'^  + etc. 

-f-       ci5a7*  +  ^cCû^  +  etc. 

+  û?^a?'  4-  etc. 

qui  doit  être  identique  quelque  yaleur  qu'ait  9;  il 
Àut  d^cio  que  l^s  coefficiens  de  çbaciM&e  des  puiss^ces 
de  cette  quantité  soient  les  mêmes  dms  les  deu^ 
membres  :  de  là  résultent  les  équations 

nhA  =^      aB , 
:incA  +    nhBrss  2aC  4-  bBj 
ZndA  4*  firtaB  «f.  tAC  »  S^JE?  4-  s^ïC  +  cB  ^ 
etc.) 

dont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficldnei  i?^  C^^y  etc. 
Le  coefficient-^  .fiemble  demeurer   indéterminé i 
mais  on  en  trouve  la  yaleur  en  faisant  4p  =  o  dans 
Féquation 

(«  4-  fta?  •+•  filcO*«»  A  '^,B9f  +  eto, , 

qui  par  cette  hypothèse  se  réduit  à 

a"  =  ^. 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé- 
dentes>  on  en  conclut 


ïï 

'  m 

; 
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m  » 

i 

1.2 

I.I  1.2.3  ' 

etc. , 

d'oui  (û  +  ^df + car*  +  ds?  +  etc.)"  = 

I  f     -    «ji  'ïC/^ — ï)    «   «7     i  n{n^\\{n — 2)  -_„,1    , 
^  I.I  i.^.d  j 

-f*  etc. 

56.  On  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes 
d* une  équation,  en  la  combinant  aTec  ses  différentielles. 
L'une  4es  plus  simples  de  ces  fonctions  est 

1  (a  +  6x  +  cs^  +  ds?  +  etc)  ; 
si  l'on  représente  son  déTeloppement  par 

^4.£far+C*»+2?*3  +  etc., 
et   qu'on  prenne  la  différentielle  de  l'équation 
l(a+i^ar+car»+ûtc3+etc.)=:;urf+J?*+  (V+Z>ar3+  etc., 
on  trouTcra 

&42car4-3&'+etc.  o    .   «^     I   :in^_i_   * 

,  .     , — ,  ,    T  .  .    .     =  ^  +  2Ca;  +  32?**  +  etc., 

et  l'on  déterminera  les  coefficiens  A^  By  C^D\  etc. 
comme  à  l'ordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 

sin  (a  +  Z>ir  +  cjf*  +  do?  +  etc) 
=  A^Bx  +  Ca;»  +  2?ar3  +  JB^at^H-  etc.  j 

en  faisant ,  pour  abréger , 
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«  +  i«  +  ex*  +  ûtv^  +  etc.  s»  w , 
ji  +  Bx  +Cx^+Dx'^  +  etc.  =  y , 

il  en  résultera  ^  ==sln  u\  et  en  dîfféreuliant,  il  viendra 
à  y  =  di^  cos  u.  On  pourrait  éliminer  cos  u  au  moyen  do 

sa  valeur  V^  i  — sin  m*,  qui  donne  cos£^  =V^i  — y%  et 

Von  aurait  alors  ây^=du  ^  i — y^  \    mais    il    resterait 

encore  a  faire  disparaîU'e  le  radical. 

Pour  éviter   cet   jntonvéuient^  on  diHërentiera  une 

seconde  fois  l'équation   à  y  •=•  ùiU  cos  u^  en  se  rappe- 

lant  que  2^  est  une  fonction  de  x  y  aussi  bien  que^; 

et  il   viendra   d'j^  =  d'ucosz^— di^'sinx^  :  mettant 

dv 
pour  sin  u  et  cosu  ^  leurs  valeurs  j^  et  -r— ,  on  aura 

d''j^= -p  d'w  —  j^dw*,  ou  dwd^j'  — dj'd'w+j'di^^sso. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  y^ 
Ayy  d^y,  du,  d*w,  du^,  leur  valeur  ;  or 

y  =  A+ffx  +  Cx*  +  D:P  +  eic., 
donne 

d^  =:  (^+2CW+  3Dx^  +  etc.)  d*, 
d^j<=  (yC+a.32>*+  etcOdar% 

et  pour  ne  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs , 
je  réduirai  la  fonction  proposée  à  sin  (a  -|-  ^jr  +  cx^) , 
en  faisant  d,  e,  etc.  =o:  dans  ce  cas  particulier, 

du  =r  (^  -|-  2CX)  dXf 

d*M  =s  2cdar% 

du^  =  (b^  +  ei^cx  +  i  iibc^x*  4-  ^^)  Ax\ 

▲tt  mojen  de  ces  valeurs,  l'équation 

.    .      dud^y  —  dj^d*M  +  ydu^  =  o , 
devient  divisible  par  dsfi\  ^t  en  l'ordonnant  par  rapport 
à  »,  elle  prend  la  forme  suivante  ; 

Cale.  diff.  6 


) 


=  '<K 
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nbC  +    GbVx  +  1 2ÔJF*V+  êtes 

+      ^cCx  +  I  ncDx*  -f  etc. 

+  ô'u^  +  6b'cJx  +  i2bc^Jx^  +  etc. 

-f-      è^^x  +  6ôVCx»  +  etc. 

-t"  ^^C^r*  +  etc. 

—  2oB  — -     4<^Ca7  —  6cDx*  —  etc. 

En  égalant  à  zéro  les  coeffioiens  de  chaque  puissance 
iexy  on  obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C^ 
D,  E ,  etc.;  mais  pour  ^  et  ^^  il  faut  recourir  aux 
équations 

y.:js:^inu    et    dy  =  d»co$2^. 

Lorsque  »  =  o ,  il  'yieat 
ti=ï:ay       yzzzA,       du:=:bdx,       dy=:zBix\ 

\  et  ti  i^ulte  de  ces  valeurs , 

'  .  l    ■ 

^ssina,        B^=zhxsos€t: 

57.  Le  calcul  différentiel  >  dont  nous  n'ayons  encolla 
fait  usage  que  pour  le  développement  des  fonctions, 
peut  aussi  être  utile  dans  la  résolution  des  équations, 
algébriques  ;  mais  ici  nous  npus  bornerons  à  montrer 
comment  la  remarque  du  n^  18  conduit  à  la  déteri^i- 
nation  des  racines  égales. 

Soit  /^==  o,  une  équation  ajant  un  nombre  n  de  ra- 
cines égales  à  a;  son  premier  membre  /^sera  nécessai- 
rement de  la  forme 

"  #  *  • 

X  contenant  les  facteurs  inégaux;  et  si  l'on  diffé-* 
rentie,  en  commençant  par  le  facteur  (^— r^)*^  <^ 
trouvera  


I 


I 


^=o^   — =0,   -T3  ==<>>•  •••jrS=7==^o*- 


ee  qui  suffît  pour  faire  yoir  que  le  facteur  x-^^a  de- 
meurera commun  a  tous  les  termes  clés  coefficîens  difië*^ 
rentiekde  Fêtant  quePexposantde  leur  ordre  sera  <^  n. 
Ces  coeffîcîens  s'évanouiront  donc  jusqu'à  Tordre  ri 
exclusivement ,  quand  on  y  fera  x  =  a  ;  et  les  équations 

dr_      à'r_        d«-»r 
di^'''  d^^'^'-'-'d^ 

auront  lieu  en  même  temps ,  au  moyen  d*un  diyiseur 
<Sommnn:  pour  la  preknière  et  la  seconde,  ce  diviseur 
sera  (*— a)^""*. 

On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  -^^^  f      / 

-—=:o^  etc.  y  sont  précisément  celles  que  l'on  a  dési- 
gnée» par  ^  =s  o ,  B=zo,  et&i  daiDi  le  n"*  ^oSAcaÈié-^ 
mena  d'Algèbre. 

Ces  considérations  s^aippliquerotit  aisément  au  cas  oji 
la  proposée  renfermera  plusieurs  espèces  de  racines 
égales,  c^esl-à-dire,  sera  de  la  forme 

car  en  différentiani  le  premier  membre ,  suivant  la  règle 
du  n"  II ,  on  trouvera 

quantité  qui  s'évanouit  aussi  lorsqu'on  fait  xrsa  Oïjb, 
xzsbf  etdmt  le  diviseur  commun  avec  le  premier 

6.. 


\ 


S4  TtLÂVri  iLiMBNTlillB 

membre  de  l'équation  propoysée/  est  éTidemment 

"Oapetit  opérer  de  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  (*  —  a)",  (x  —  &)?,  (ar  —  c)^,  etc. ,  et  l'on  trou- 
vera   toujours   que   le  diviseur  commun    aux  fonc^ 

\     .       dSf         . 

iionéYf-y-,  doit  contenir,  les  fitc leurs  égaux    élevés 

chacun  à  une  puissance  moindre  d^une  unité  j  <jue  dans 
l'équation  proposée  V  =  o. 

'application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie 

des  courbes. 

58..  Lès  considérations  géométriques,  prouvent  d'une 
manière  bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissemens 
d'une  fonction  et  de.  sa  variable  est  en  général  suscep* 
tibte  de  limite. 

.  Toute  fonction  d'une  seule  variable  peut  être  repré" 
sentée  par  l'ordonnée  d'une  courte  dont  cette  variable 
est  l'abscisse.  (Tr'i^,  &&)  ;  et  ie  rapport  de  l'ordonnée  de 
la  courbe  avec  la  soutangente  correspond  au  coefficient 
diJff^rerUielde  la  fonction.  En  eiet,  si  /dans  une  courbe 
Fio.  1.  qttelconque  CD^fig.  i ,  on  mène  par  deux  points  M  et 
M^  une  sécante  MM'  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  S  y  l'axe  des  abscisses  JM  ^  et  par  le  premier 
point  une  tangente  ilfjTi  qu'on  tiré  les  deux  ordonnées. 
PM^P'M'y  et  la  droite  MQ,  parallèle  à  JB y  les 
triangles  semblables  M'QM  et  'MPS  montreront  que 

,  ,   M'Q       PM  \        ,  :    . 

les  rapports  -^j—  et  ~-^  sont  toujours  égaux.  Mais  si 

l'on  conçoit  que  le  point  M'  se  rapprocbe  sans  cessé  du 
point  Mf  lé  point  5 se  rapprochera  aussi  du'  point  T; 
la  ligne  P<S  tendra  donc  à  dèyenir  égalé  à  la  sou* 


PM  <- 

tangente  PT  i  le  rapport  -^^  s'approchera  dé  mime 

du  rapport  -rr^ qu'il  aura  pour  Uniite,  et  qUi  sera  par 

conséquent  aussi  cdle  du  rapport  des  accroissenfeo^ 
MQ  et  M'Q,  que  reçoirent  simalta&émeht  Tabsidis^ 

j^Pel  l'ordonnée  PK. 

PM 

11  suit  de  là,  que  lorsque. l'expression  du  rapport  "^^ 

sera  connue,  elle  fournirai  le .  cpcSiciefit .  différenti^ 
dé  la  fonction  correspondante  à  l'o^cd^upée  (7) ,  et  .que, 
réciproquement',  si  cette^  fonction  est  connue,  .aûn 
.'coefficient  différentiel  déternMnera  la  soutangente  P7?, 
puisqu'en  désignant  PM  par  y,  et  son  coefficient  dif^- 

férentlel  par  p,  on  aura /?  =  -^^  d'où  PT=-, valeur 

au  moyen  de  laquelle  on  mènera  la  tangente  au  point  J/. 

59.  On  Tôit'd^ne  que,  par  sou  principe  fondameor 

tal,  le   Calcul  différentiel  nôsout' directement  ;  le. :/inc^ 

hlèrfie  des  tt^ngerites  j    pouili  les">6ouarbes  dont. on  a  Fé- 

quatidi)-,  aussi  e^è^ce  en  chcrcliantrl»[  solution  de  ce 

■protrème,  qtiê   les  'géoinètres'sbnt^pârvenus.Au'CajQiJil 

différentiel ,'  qu'on  a  Ipyésenté  <  <}epuis  sous  tlés  poi^iMis 

de  vue  tt^^vaiiés;  mais  quelle  que  soifc  l'orî^e  qu!oA 

'lui  assigné,  il  reposera  toujours  iram^iatomènf  sur 

un  fiiiâ  amïly tique  antérieur  à  toute  hypothèse ,  comme 

la  chute  des  éorps  graves,  vers  la  surface  de  la  terce  , 

est  antérieure  aux    diverses  explicatioQs'iqii'on  en- -a 

données  :  et  ce  fait  est' précisément  la  propriété- dont 

Jouissent  toutes  les  fonctions  d'admettre    unf  limite 

dans  le  rapport  que  leurs  accroissemens  ont  aveç.cei^ 

'de  la  variable  dont  elles  dépendent.    Cette  limite, 

différentè.pour  chaque  fonction,  et. toujours   indépci^ 


dante  des  valeurs  absoliies  des  accnMsaemeDr,  ennae^ 
férîse  d'une  manière  qui  lui  est  proj^re'^  la  màrùhe  de 
la  .fQj[|ction  dans  les  divers  étais»"  par  lesquels  elle  peut 
passer.  £n  effets  plus  les  accroîssemens  de  la  variable* 
{■ttdépetidaiite  sont  petits ,  plus  les  valeurs  successivos- 
de  la  Ibnetiôti  sent  resserrées^  plus  enfin  cette  fonqtito 
approche  d'être  soumise  à  la  loi  de  continuité  dans  tes- 
changemens  ^  et  plus  leur  rapport  i  ceux  de  la  va- 
tiéiAe  indépendante  approche  d'être  égal  à  la  limite 
assignée  par  le  calcul.  Ondoit  entendro^par  la  ^^ 
de  eonàinuiié  ^  celle  qui'  s*obserfe  dans  la  desoripr- 
tion  des  Bgnes  par  lé  mouvement ,  et  d'après  laqûi^le 
Jes  points  consécutif  d'une  même  ligne  se  succèdent 
vans  aucun  intervalle.  Là  manière  d'envisager  les  grsii- 
deurs  dans  le  calcul  y  ne  paraît  pas  d'abord  admettre 
cette  loi  I  puisqu'on^  suppose  toujours  un  intervalle  entre 
deux  valeurs  consécutives  de  £»  même*  variable^  mais 
-en  le  faisant  évanoutr-,  pour  passer  à  la  limite  ^  on  ex-^ 
yrime  qu'il  j  a,  contiauitô.  .  " 
-*  Il  me  paraît  'maintenant  trijs  évident  que  la  méta-^ 
physique  précédente  renferma  Uexplicatioji  phîloso-> 
pBique^s'propri^ftduCaleul  différentiel  et  du  Calcul- 
'întégral  >  «oit  pav'rapportànx  recherches  sur  les  courbe^i 
soit  par  rapport  à  celles  qui  concernent  le  mouvement. 
lia  difficulté  de»  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de'  ce 
qu'il  j  a  continuité  dans  les  changemehs  des  lignesou^ 
dans  ceux  des  vitesses;  et  la  considération  des  limiter 
fou  toute  autre  équivalente)  y  donne  le  moyen  d'établir 
bette  continuHé  dans  le  Calcul  '(^)v 

€o.  Lorsque  l'on  donne  à  l'abscisse  des  valeurs  suc- 

-■■■        "        •        - • —    -  'i      ' 

(*)  Cens  qui  dÀîreraieat  plos  de  d^eloppement,  dàfis  cet^onsi' 
d^ttiions  genGralc«|  po«T^a»<Km««Jl«r  la  note  A^  pbç^<  IrÂ^  ^ 
de  l^Oufiage;  t 


«ea^tresy.  les  oi^oniiées  qui  ré|M)iident  à  ces  Taléurs, 
déterminent  sur  la  oourbe,  des  points  que  l'on  peut 
i^egarder  oomme  les  sommets  des  angles  d'un  polygone 
inscrit  à  cette  courbe.  ,  . 

Si  Fon  prend ,  par  exemple ,  sur  l'ane  des  absoîsses^ 
les  points  P,  P',  P"/  etc. ,  fig.  %,   dîstans  entre  eus  fic.  a* 
d'une  même  quantité  h  y  on  aura 

qu'on  élère  les  ordonnées  correspondantes  PMy  P'M'y 
P^JM',  etc. ,  et  que  l'on  joigne  lès  points  M,  M%  M",  etc.^ 
par  des  cordes,  on  formera  le  polygone  MM^M"  etc.^, 
qui  différera  d'autant  moins  de  la  courbe  proposée^  que 
les  points  Mj^  M\  M'*^  etc.,  se  rapprocheront  davantage > 
mais  en  même  temps  le  nombre  de  ses  côtés  augmentera 
de  plus  en  plus,  puisque  la  distance  PP  sera  contenue 
un  nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  une  abscisse 
déterminée  AB,  La  courbe  CD  sera  évidemment  la 
limite  de  tous  ces  polygones ,  et  par  conséquent  les  pro- 
priétés qui  conviendront  à  cette  limite^  conviendront 
aussi  à  la  courbe  proposée  (^). 

(*)  Leibnitz  a  toujours  envisagé  le  Calcnl  différentiel  sons  un 
point  de  vue  à  peu  près  semblable, 
«e  SeiitioJiatem  et  hanc  et  aliàs  (metlioddft)  haetem»  adhibicas 

>  omneSydeduci  posée e%  gcnerali  qnodâm  mco  dimetiendoinm- 
)»  cnnrîlineqmm   principio ,  quodjigura  curvilinea  censenda  sit 
»  œquîpollere  palygono  înjinitorum  laterum;  unde  sequîtar^ 
1»  qnîcqnidde  tali  poly^ono  demoDstrari  potest,  sivc  'ita,  ninnllns 
'31  habeatnr  ad  nnxneruni  laternm  respectas,  sive   ita ,  ut  tante. 

>  magis  yerifîcetar,  qnantô  inajor  sranitur  laterum  Dun^eros,  ita^ 

>  ut  error  tandem  liât  quoTis  dato  minor;  id  de  corva  posse  pro- 
»  nnntiari.  »  (Acta  Eruditorum ,  ann.  1684  >  P^8'  ^^0 

Il  est  évident  que  cette  métapliysiquoest  anssi  très  lumineuse,  et 
ne  diffière  de  celle .  que  '  j'ai  présentée  *  ci-dessus  que  parce  que  la 
limite  j  est  désignée  comme  un  poljigone  d^m  nombre  infini  de 
cÀtés  infiniment  petits.  ' 


Gela  posé,  ai  Ton  nièiie  MQ  et  M'Q'  pirMlèles  4 
l'axe  j4B^  ^Q  ^^^  ^^  diCTérence  des  deux  ordonnées, 
GOQ$écutrves  PM  et  P'Sff  M"(^  celle  des  ordonnée» 
P'iif  et  P^M'.  En  prolongeant  U  droite  MM'  ji^qu'en^ 
iV*,  on  formera  les  triangles  égaux  MMQ,  M^N"(^, 
qui  donneront  ifcT  Q  =  JV"  Q'  ;  i  b  en  résultera 

M"N"^N"Q;—M"(^  t>xL  M"N":=zM''q'^N'Q'v  . 
et  par  conséquent  M'Q^M'Q  ^±.  M"N"  selon  que  la 
courbe  est  concave  ou  convexe  vers  l'axe  des  abscisses  : 
M'N"  sera  donc  la  différence  des  lignes  M' Q  et  M"Q[. 
Le  calcul  différentiel  donne  Texpression  de  ces  diverses 
droites )  car  Ton  a  successivement  (a 3) 

PM^    y, 

PMf  =    y   +-f-  -  +7--^. h  etc., 

P'itf''=    y   +T--r+3"l7 h  etc., 

p'j/'_pj[/=3fQ=^  /»  +  ?^  ^*  +  etc., 

^        do?  dx»    2  *     ; 

p^;|f''_p'itf'=riW''<7r=:^   A  +  Ï^—   +   etc., 

M''Q'-r^MQi=z±:M"N'=  4'?  /*•    -f  etc.: 

d'oii  il  suit  que  si  l'on  change  h  en  Ax^  la  valeur  de  M'Q 
approcliera  de  plus  en  plus  de  la  différentielle  pre- 
mière d  r,  celle  de  M''N\  de  la  différentielle  seconde 
d*v,  à  mesure  que  l'on  prendra  do:  plus  petit.  En  con- 
sidérant un  quatrième  point  du  polygone ,  on  trouve- 
rait de  même  la  ligne  correspondante  à  la  différentielle 
troisième. 

6i.  Les  lig-   ^PM,  M'Q,M"N\Gr\\^  par  rapport 
au  calcul  de5  limites  «  une  subordination  marquée  par 
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Vexposant  dont  Faccroîssernent  h  est  affecté  d^ns  Ie«r 

premier  terme,  exposant  qui  est  le  même  que  celui  de 

Tordre  de  la  difFérentielle  à  laqucflle  ils  correspondent. 

On  Tolt  en  effet  que  le  rapport  de  M'Q  à  PM  diminue 

sans  cesse  et  finit  par  s  évanouir,  lorsque  /t  =  o,  qu'il  en' 

c>t  de  même  du  rapport  de  3f*JV"  à  M'Q\  mais  que  si, 

Von  comparait  la  première  de  celles-ci  au  quarrcde  la 

seconde  j  et  qu'on  supprimât  d'abord  le  facteur  h^^  com* 

mun  aux  deux  termes  du  rapport^  ce  rapport  aurait  alors 

dV,  dv* 
une  limite  assîgnaLle  qui  serait  celui  àe-^ii  -r^  (*). 

6a.  On  Toit  en  même  temps,  par  ce  qui  précède,  ^ue 

le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  -^ ,  expri- 

PM 
mant  le  rapport  -jr^^  fg.  i ,  donne  la  tangente   tri-  fio.  i. 

gonomctrique  del'artgle  MTP,  que  fait,  avec  l'axe  des 
abscisses  j^B ,  la  droite  qui  touche  la  conrbe  au  point 
Ai,  et  caractérise  la  marche  de  la  courbe  aux  envi- 
rons du  point  M'j  car  si  jéB  désigne  le  côté  positif  de 
Faxe  des  abscisses,  l'angle  MTP  et  sa  tangente  seront 
positifs ,  quand  les  ordonnées  iront  en  croissant  comme 
dans  la  figure  i ,  et  négâUfsî  dans  le  cas  contraire.  - 

(*)  Ceci  fournit  fine  «xplioatton  bien  simple  des  diffe'i  ens  ordres 
d^intinimcrit  petits  que  Leibnitx  admettait.  Il  rc^acdait  ladilfi'rcntielle 
première  comme  innnimcnt  petite  h  iVgard  derordonnce,  la  différen- 
tielle seconde  comme  infiniment  petite  &  IVgarddc  Ja  diffe'rcntièlle  . 
première ,  et  ainsi  de  suite.  Diaprés  ce  principe ,  il  négligeait  -les 
unes  par  rapport  aux  autres  ;.et  cVst  en  effet  ce  qn''il  faut  faire  loi  sqne 
Ton  Tcnt  passer  au^  limites;  puisqa''il  ne  peut  rester  dansTcxpres- 
sion  de  la  limite  du  rapport  des  séries  ci-dessns,  qne  les  termes 
où  h  est  an  degré  le  pins  bas  ,  et  que  la  différentielle  d*un  OFd«e 
quelconque  m,  étant  nécessairementde  la  forme  d'*f=:tdx'*  (17)  *  est 
coropaxable  seulement  aux  ezpressîpns  différentielles  homogènes,  o« 
'    an  même  degré^  |>ar  rapport  II  Tacrrolssement  djr. 


Celk  peut  se  conclure  aussi  de  l'expression  de  M' C'y. 
différence  des  ordonnées  consécutives  PMet  P'M',  en- 
observant  qu^îl  est  toujours  possible  de  prendre  l'accrois- 

sèment^  assez  petit ,  pour  que  le  premier  ternie  -^  ^r 

surpassant  la  sommé  de  tons  les  autres,  détermine  alors. 
le  signe  du  résultat  de  la  série  ;  car  une  expression  de 
la  forme 

« 
dans  laquelle  les  exposans  ^yfiyyy  etc.^  sont  tous  positifs- 

et  vont  eu  croissant  y  peut  £tre  mise  sous  cette  autre^ 

h\A+  Bh^-*  +  Ch-y^  +  eto.), 

par  laquelle  on  voit  que  la  partie  Bh^'^+  CtO^  *+etc.  y 
du  second  facteur,  décroissant  jusqu'à  zéro,  lorsque  h 
diminue  jusqu'à  s'évanouir,  doit,  avant  d'arriver  à  ce 
terme,  devenir  plus  petite  que  la  quantité  A  qui  est 
indépendante  de  h  (^).  Dans  cet  état  de  cboses,  c'est  le 
signe  de  A  qui  détermine  celui  de  toute  l'expression, 
qui  sera  donc  positive  si  A  est  positif,  et  n^ative 
dans  le  xsas  ooalraire. 
'  11  suit  de  là  que  la  fonction  y  sera  croissante  du  dé* 

croissante ,  selon  que  -é-  sera  positif  ou  négatif. 

De  plus,  si  l'on  fait  attention  que  lorsque  l'ordonnée- 
Fic.  2.  est  positive,  la    différence  M" (^ *— M^ Q^  fig.  a,  est 
négative  ou  positive  selon  que  la  cotirbe  est  concave  oa 
convexe  vers  l'axe  des  abscisses ,  et  que  cette  circons- 
tance doit  avoir  lieu  quelque  près  qu'on  suppose  les 


«!•-*•-*, 


{*y  On  tronvera  à  la  fin  de  ce  Traité  an  procédé  ponr  assigner 
le^  Taknrs  de  h  qui  remplissent  cette  côfldilioii  dans  la  série  de 
Taylor. 
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points  P,  P'y  P^t  ou  quelque  petite  que  soit  /*,  on 

en  condurft  que  le  terme  -r^  7i%  qui  oommenoe  Ip 

dér^ppement  de  ilTQ'— i!r<^,  et  qm  peut  être 
rendu  le  plus  considérable^  doit  ayoirle  même  signe 
que  la  diffi&renoe  M*'Q;—SfQ',  w,  la  quantité  k^ 
étant  essentiellment  positive  ^  il  suit  de  ce 'qui  pré- 

eUe  que  -t^  est  négatif  quand  la  courbe  est  coacarw 

Ters  son  axe  des  abfcisses,  et  positif  dans  le  cas  coii^* 

traire* 

I/izispectiôn  des  courbes  cm  placées  ait-dessous  de 

d*y 
Faibe  dés  abscisses  ^  montre  que  les    signes   de    ~ 

doîyent  être  pris  dans  un  ordre  isTerse  quand  For-^ 
donnée  est  négative  i  et  que  par  conséquent  ufke- 
courbé  est  concaifê  ou  convexe  vers  Vaxe  des  abscisses  > 
selon  que  Vordonnée  et  son  coefficient  différentiel  du 
second  ordre  sont  de  signes  contraires  ou  de  même 
signe, 

63.  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose* 
éridente ,  qu'im  petit  arc  de  courbe  peut  être  pris  pour 
sa  corde ,  c'est-à^ire  que  le  rapport  de  ^arc  et  de  sa 
eorde  a  pour  limite  Vuniti  :  cette  proposition,  très  im*- 
portante 9  a  néanmoins  besoin  d'être  démontrée^  et  peut 
Cètre  comme  il  suit» 

XiS  triMigle  rectangle  iKfil/'^Q  9^.  3,  donne  Fit;.  X 

MUT  ==  V  MçV  M^) 
€o  a  déplus  (6o), 


■'  - 


»       I 


Qo  peut  mettre  ce  dévdoppement  sous la^ forme. 

en  faisaiît 

ày  •        ■     ày  A*    ,   dV     h^      V    .  «rV 

A^Pf  et  ^r-*^ ^;ri — -^+ete.  =  P/**; 

d*     ^         d«'i.2       d^'^i.2,3 

on  obtiendra 

Menant  ensuite  la  tangente  MNy  on  trouvera  . 
NQ:=iMQtSinZNMQ=::^h=ph  (62) , 

et  l'on  conclura  de  là  .       11  •  . 

rapport  gui  a  pour  limite  > 

Mais  l'arc  MOM^  est  loujourî  compris  entre  la  cord^ 
MM'  6t  la  ligne  brisée  MN  +  M'N\  donc,  à. plu* forte 

raison ,  le  rapport  -v/rj?-  a  pour  limite  1  unilc. 

64.  Il  est  évident  que  l'arc  d'une  courbe  est  une 
fonclion  de  l'abscisse;  et  pour  avoir  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  cette  fonclion,  il  faut  chercher  la  limitedu 

,  MOiW 
rapport     ^^,  ■  ;  or  on  a 

PP'    '^  PP  ^'MM'  • 


Sol^titoant  la  Taleur  du  premier  rapport  da  second 
membre,  pais  faisant  /«i=o  pour  passera  la  limite,  le 
deuxième  rapport  deviendra  Funité  ,  et  l'on    aura  (8) 

|/ 1  +  /?*  ;  si  Ton  nomme  donc  x  l'arc  CM^  on'obtiei;idf  ^ 


àz  / 

dï=V 


I  +  ~ ,    ou    da  =  ^dx"  +.  ây*. 


Le  cercle  dont  l'équation  est 

*'  +  J^*  =  «%     . 
donnant 

*d*  +  ^dj'=:o,    ou    d_y  =  — - — , 

on  troÙTe 


àz  =  ^ 


adx  aâx 


y        y/a^—x" 

résultat  qui  rentre  dans  celui  du  n^  36  ;  lorsqu'on  sup-. 
pose  a=:.R. 

65.  I|A  dîflerenlîelle  de  Taire  du  se^m^i  ACMP^ 

fig^  4>   d'une  courbe,  s'obtient  en  observant  que   le  fxo.  4. 

rapport  des  rectangles  PP'QM  et  PP'M'N,  qui.  ont 

,  P*M! 
xaème  base,  est  égal  à  "-nîïFi  ^^  9^^  ^^  limite  est  par 

conséquent  l'unité.'  Maislç  trapèze  curviligne  PP^M'M^ 
qui  représente  ^accroissement  que. reçoit  le' segment 
ACMP  lorsque  l'abscisse  augmente  de  PP\  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  rectangles  dont  on  vient 
de  parler,  son  rapport  avec  l'un  quelconque  de  ces 
rectangles  a  aussi  pour  limite  l'unité.  Cela  posé,  il 
est  visible  que 


94  TRAITi  ÊLillEMTAIBS 

PPia'M _PPQM   PP'M'M _ ^^  PP'M'M    * 


«t  d'après  ce  qui  yîent  d'être  dît,  la  limite  delà  dci^ 
nièt^  expression  ci^essus  est  Pilf  X  i  ou  PM*  .Eit 
nommant  donc  s  la  fonction  de  jr>  correspondante  à 
Faire  ACMP  ^  soa  coefficient  différentiel  (8)  «era 

^  =  j^,    d'où     d#  =î  jrd*. 
Dans  le  cerclci 


d*  =  da?V/ «*—«*» 
ainsi ,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  l'expression  al- 
gébrique du  segment  circulaire ,  on  parTient  à  ceUe  de 
sa  différentielle  par  la  considération  des  limites;  et  l'on 
en  aurait  le  développement  en  série,  au  moyen  du 
tbéorème  du  n°  2a,  ou  par  un  procédé  semblable  à  celui 
du  n»  38. 

66.[Connaissant,  par  le  coefficient  -^^  ^  l'angle  MTP^ 

rien  n'est  plus  aisé  que  de  construire  la  tangente  MT^ 
»iG.  I.  fig*  I  \  mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sou^ 
tangente  PT,  qui  se  calcule  en  observant  que 

JJr  =  ^  donne  PT^-^  =^  CJ. 
Le  triangle  PMT,  rectangle  en  T,  donne  la  tangente 

La  considération  des  triangles  semblables  PMT  et 

'  '  ■  A  ■ 

.  (*}  On  fait  id  alWIraction  ^a  signe^que  doit  aToir  la  \\%Wi  PTy 
par  rapport  à  Tabscisse  APf  comme  on  le  yerra  plus  loîo. 


SS  CAUiOIi  DIFFiBBNTm'*  9$ 

PMM  {Trig.  i6t),  donne  la  aounormale 

Le  triangle  PMR,  rectangle  en  P^  donne  k  nor* 
maie 

MR=\/Tîd    +PR=z  y  y/i  +  ^. 

67.  Yoici  maintenant  quelques  applications  de  ces 

formules. 

L'équation  |;énérale   des    lignes  du   second   d^é 

^tant 

y^  SS3  mx  +  n»*  (  Trig*  167)  , 

on  a 

Ay OT+a/Mg  7»-|-2lM? 

et  l'on  tire  de  là 

ûy  OT-^a/ix 

G*  2  ' 

Dans-le  cas  oii  n=a  o,  la  courbe  devient  une  para* 
hole  (Trig.  160}^  et  alors  on  a  seulement 

PT=2x,        MT=  v/m*  -f-  4a;% 
On  déduirait  de  ces.  valeurs;  les  résultats  et  les  cons* 
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tructîon«  iodiquées  dans  V application  cU  V Algèbre  à  la 
'  Géométrie,  pour  les  lignes  du. second  degré* 
Dans  ta  courbe  représentée  par  réqnàtion 

9^  —  Zaxy-^ry^'ss^Of 


on  a 


ày  _  ay  —  x^ . 
éx       y^^^ax^ 


on  trouvera 

PT 


y^  —  axy  J_^  lïaxy  —  «' 
ay  —  A'*  ay-'^x^   ' 


valeur  qui  se  construira  facilement ,  lorsqu'on  aura  assi- 
gné celle  de  x  et  déterminé  celle  de  y  {^Trig.  68). 

68.  Il  est  souvent  plus  commode  ^  et  surtout  plus 
élégant,  de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
ïeur  équation  (  Trig.  157).  Pour  obtenir  celle  de  la 
première,  je  vais  cbercUer  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignes  se  toucbent.  £n 
considérant  d'abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points 
ne.  1.  ifef  et  M\fig.  I,  communs,  il  est  évident  que  leurs  équa- 
"  tiens  doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l'ordonnée 
PM  et  de  la  différence  M Q ,  correspondantes  à  l'abs- 
cisse AP  et  à  son  accroissement  jPP'.  Si  donc  Ton 
entend  par  x^  yA^^  coordonnées  particulières  au  point 
M  dans  la  courbe  proposée,  et  qu'on  désigne  par  ar',  y\ 
celles  às&  poiuts  quelconques  d^  la  ligue  qui  la  coupe  en 
M  et  en  M!^  on  aura^  pour  ces  deux  points, 

^'^^^    ^^+«t<^-=^^  +  etc-         (60). 

La  seconde  équation  est  divisible  par  h  y  et  lorsqu'on 
passe  à  la  limite  ;  en  supposant  A=  0,  elle  se  réduit  à 

d^^  ^  d^ 


4 


itoâi^dans  cette  ky^tlièse,fesdeux  points  d'întcrscctîon 
se  réunissent  en  un  seul,  qui  devient  un  point  de  contact 
i»nr  les  lignes  proposées,  puisqu'elles  rfout plus  que  ce- 
lui-là de  commun.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  lignes 
se  touchent^  on  a >  pour  le  point  de  contoct  seulement, 

.^       ^'     d*'~d* 

ïx^rsqu'îl  s*agit  de  là  ligne  droite  dont  Téquatîon  est 
de  la  forme 

y=^y +fl(r^^.87),  etdonne  ^'  =  ^, 

lai  conditions  du  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe 
proposée,  sont 

d'oii  l'on  conclut 

D'après  cette  équation ,  celle  de  la  normale  qui  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  et  qui  passe  par  le  point 
M,  sera 

^•^  ^  =  "  ^  <*' -*>(^'%-- 90). 

En  faisant ,  dans  ces  équations,  /=  o  pour  déter- 
miner 1  intersection  de,4a  droite  avec  l'axe  des  *.  on 
en  tire   ■  .;'  ■  ■>•  . 

,'-,=^^    et    /-^:=^d^ 

-i^^y       .  d*  • 

La  première  de  ces  yaleors,  répondant  k  AT— AP 
**'  "f";  ^!.îf  ^o^t"**"»*  ^T  prise  négatiTement' 


.« 


^  .XftMxi  ililCENTAlV 

jj^arce  que  le  point  7  eft  en  arriène  4^  p9ii^  P;  U 
sècoode  valeur ,  étant  celle  de  j4R  --<-  <^/? ,  donne  la 
sQunormale  Piî^positiTemeat^  parce  que  le  point  RmX 
au-delà  du  point  P. 

69.  Pour  le  cercle  dont  l'équation  est 

on  trouve 

dy  _^  ,    a?  ^ 

l'équation  dô  sa  tangente  sera  par   conséquent 

ou  enfin  y  y  +  xx'  ==  a* , 

puisque         ,  j^^  +  ^*  =*=  u\ 

L'équation  de  la  normale  devient 

et  se  réduit  à 

X 

te  qui  fait  voir  que  les  normales  du  cercle  passent 
par  "son  centre  ^  qiii  «st  ici  l'origine  des  coordonnées 
{Trig.  83),  et  ce  qui  doit  être  en  eflFet,  puisque  les 
normales  d^unc^de  nç  son^  autre^^hoseique  ses  rayons. 
Passons  à  la  courbe  donnée  par  l'équation 

'•  x^  —  3axy  +  ^^  =  o; 

celle  de  sa  tangente  ser^ 

ou 

...  ,        .      .       • .  ...        ,     ..    .      . 

y  y  -rr^^y— y  +  {^^^  ^  <»>'*' — *  v  -^axyi^  x^. 


*  ► 


*       V 


Si  Pon  met  pour  j^  sa  Talenr,  et  qu'on  réduise ,  tm* 
obtiendra  ..j 

70.  Si  l'on  sepr^oposait  de  mener,  par  un  point  donné 
pris  hors  d'une  courbe ,  et  dont  et  serait  l'abscisse  et  fi 
l'ordonnée,  une  tangente  à  cette  courbe /il  est  évident 
qu'il  faudrait  substituer  «  au  lieu  de  x',  et  fi  au  lieu  de  y, 
dans  l'équation  de  la  tangente ,  qui  deviendrait  alors 

et  servirait ,  conjointement  avec  l'équation  delà  oburbe 
proposée ,  à  déterminer  les  coordonnées  a?  et  j  du  point 
de  contact. 

Je  prends  le  cercle  pour  premier  exemple  ;  Téquation 
de  sa  tangente  étant  7 

J^y  +  xx'  =  a*  (n*»  préeéd,) , 
on  aura 

Cette  équation  combinée  avec  celle  du  cercle,  déter-* 
minera  les  coordonnées  *  et  ^  des  points  de  contact, 
ou,  ce  qui  revientau  même, ces  points  seront  à  la  ren-' 
contre  du  cerele  ayec  la  droite  exprimée  par  l'équation 
Sj^  +«*  =  «'*  '  {Trig.  1  o5). 
Dans  la  cotirbe  correspondante  à  Téquàtt on 

s^  —  Zaxy  -f-  j^^  =t  o  j 
le  point  de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l'intersec- 
tion de  cette  courbe,  avec  la  ligne  du  second  degré  ré* 
sultante  de  l'équation 

fiiy'' — ax)  +a  {x^  —  ay)^=zaxy, 

71.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  -courbe 
donnée,  et  qui  soit  en  même  temps,  parallèle  k  jane 


•>  W    -I 


7  •  •    j  fc 


•j  *  ^  -> 


dr^ie  donnée  de  position  ^  ou  qui  fasse,  arec  l'axe  des 

abscisses,  un  angle  dont  la  tangente  soit  représentée 

dv 
par  a,  il  suffira  de  poser  -p  =a  {Trig.  89);  oombi- 

nant  cette  équation  avec  celle  de  la *conrbe< proposée, 
on  détermiâêrales  valeurs  dex  et  de  y,  qui  conviennent 
au  point  de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole 
ordinaire,  on  aurait 

dy      71» 

ce  qui  donnerait  ^ 

m .  tti 

^  =  —    et    X  —  -r^. 

72.  Dans  ce  qui  précède,  les  coordonnées  it*  et  j' 
ont  été  supposéeîs  à  angle  droit;  mais  il  est  aisé  de 
voir  que  si  elles  faisaient  un  angle  qudoonque,  le 
rapport  de  M'Q  à  MQ,  aurait  encore  pour  limite 
celui  de  FM  à  PT,  eti'équation  delà  tangente  ne 
changerait  pas  de  forme*  Les  triangles  MPT  et 
MPR  ne  seraient  plus  rectangles,  mais  on  connaîtrait 
d^s  le  premier,  les  cotés  MP  ^  PT  et  l'angle  compris 
$^T,  et  dans  le  second  le  côté  MP  ayec  les,  angles 
MPR  et  PMR ,  amplement  de  TSÎP. 

73.  En  cherchant  les  positions  que  primdila tangente 
d'une  courbe  proposée,  lorsque  le  point  de  contact 
s'éloigne  de  plus  en  pins  de  l'origine. c^  coordonnées, 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a , '  comme  l'hyper- 
bole, des  lignes  droites  pour  asymptotes  {Trig,  i^3)^ 
çt  déterminer  leur  position. 

j.,Q  ^      On  voit  en  effet  que  dans  une  courbe  MX^fig.  S 
qui  .a  une  asytnf^e  RSy  k-  mesure  que  le  pdlût^*^ 
s'éloigne  de  Torigine ,  la  tangente  MT'  s'approche  d  e 


*  t  "  • 

-  •  « 


«I 


l'aqrBi{kloiey  el  les  points  7* et  2>  matchent  respective- 
ment  vers  les  points  R  et  E^  eh  sorte  que  AR  et  ^£  son  t  1 

des  lim îtes  qucr  les  valeurs  de  ^  7 et  de  »AD  ne  sauraient  ^  { 

/ranchiri  ni  même  atteindre ,  mais  dont  elles  peuvent  j 

approcher  aussi  près  qu'on  Toudra.  Il  suit  de  là  que  pour 
trouver  si  une  courbe  a  des  asymptotes ,  il  faut  diercber 
si  les  expressions  de  AT  et  de  jéDy  relatives  à  cette 
courbe  I  sont  susceptibles  dà  limites;  et  lorsque  cela 
arrivera,  ces  limites  étant  constniitesy4oQA^^i^^^ 
deux  points  R  et  i?,  par  lesquels  on  mèpjçra  la  droite 
■  RS,  q;^isera  l'asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  ^7^  et  de  AD  se  tirent  de  celle  de' 
PT;  la  première^  en  observant  que  ^in=^P — PT^ 
la  seconde^  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MP  T  (^)  :  on  tes  déduit  aussi  de  Péquatîon  de  la  tan- 
gente (68),  en  faisant  successivement  ^'=0  et  jr'=a 
(7^^.87).  On  trouvera     ■     ^  - 

Siy  l'une  des  quantités  AR  ou  AE  restant  finie , 
Pantre  devenait  infinie ,  il  est  évident  que  l'asymptote 
serait  parallëte  àl'axe  sur  lequel  se  trouve  cette  derniëre« 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit 
avoir  la  courbé  proposée ,  il  faut  faire  successivement 
s  él  y  infinis  I  et  substituer  dans  les  expressions 
de  A^  et  de  AD,  chacun  des  résultats  dilFérens 
que  donnent  l'une  et  l'autre  hypothèse.  Lorsque  AT  et 
AD  seront  infinies  en  même  temps,  on  en  conclura 
que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptote. 

S:   Ton  fiiit  attention-  que  AD  ==  — AT  ~-,  on 


"nrum-*** 


(^)  11  lapi  f eniarquer  qiie  (li^sU  figure  j  la  ligne  ATe^x,  négatiTc* 
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Terra  que  ces  deux  lignes  peurent  étte  niAles  eu  même 

temps ^  excepté  le  cas  où  ~  serait  nul  ou  infini.  Quand 

elles  s'éTBDpuissent ,  l'asymptote  passe  par  Poriginé  des 

coordonnées  ;  mais  comme  ce  n'est  encore  qu'un  point 

de  cette  asymptote,  il  faut,  pour  en  déterminer  la  dtrec^ 

.      dy         .    * 
tion,  chercher  la  limite  de  l'expression  -^p  qui   re* 

présente  la  tangente  de  l'angle  MTP  (62)  ,  et  l'on 
obtient  la  t^ingente  de  l'angle  SRB, 

74*  Ce  qui  précè4e  étant  appliqué  k  Féquation 

^»  sa  mx  -f-  iMf*, 

conduit  à 

OT-H'2/M?         ITO+2IMf. 


.  _,  wijH"  272JC*  mx 


»    -• 


^J^  2  {/mx  +  nx* 

Les  derniers  membres  de  ces  équations  pouTant  être 


mis  sous  les  formes 

7n  m 


leurs  limites  i^spective^^  dans  le  cas  où  l'on  suppose  x- 
infinie,  sont 

f 

Si  n  était  nulle,  les  expressions  de  AT  et  de  AD 
deTiendraient  infinies  en  même  temps  que  x ,  et  la 
courbe  proposée  ti'aurait  point  d'asymptotes;  elle  n'en 
aura  pas  non  plus,  lorsque  n  sera  négative,- parée  qu'alors 
son  équation  n'admettra  point  pour  ;v  une  Yaleul"  infinie. 


•   •• 


t 


Bans  la  courbe  à'Qiprésentée  parréquation 

ar^  — 3a*jj+ j<'  =  o, 


io3 


on  a 


»  x^  *^  ay  '. 


^27  = 


_^axy 


•       y\  —  ax  .  • 

et  pour  trouver  la  limite  Ters  laquelle  tendent  ces  ex- 
pressions ,  à*  mesure  que  y  a^ugnente^  il  faudrait 
le  remplacer  par  sa  limite  >  et  connaître  par  consé?" 
quent  sa  taleur  en  x  ;  mais  l'on  peut  suppléer  4 
cette  yaleur,  dans  l'exemple  présent,  par  un  avti£ke 
'analytique  fort  simple.  Si'  Ton  fait  yz=ztx ,  l'équatioq 

proposée  devient  dirisible  par  of*;  on  en  tire  x  =±   -     -^  5 

et  il  est  i^cile  de  yoir*  alors  que  la  supposition  de 
i=r— I,    rendra   x   infinie ,    et   donnera  j/ =;:  —  *.  ^ 

En  changeant  j^  en  — x  dans  les  expressions  de  AT" 
et  de  AJD ,  puis  prenant  les  limites ,  on  aura 

et  menant  par  les  points  R  et  E^fig,6^,   construits  piô.  fi. 
avec  les  valeurs  précédantes ,  la  droite  RE ,  elle  sera 
Va^mptote  des  brai^cfaes  A  Y  et  AZ, 

Des  coutbes  osculatrices. 

7^  La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite<le  toutes 
les  droites  qui  rencontrçnt  cette  courbe«n  deux  points , 
on  peut^  par  analogie ,  chercl^er  en  galéral  parmi  toutes 
les  lignes  d'une  espèce  donnée^  la  limite  de  celles  qui 
coupent  la  courbe  proposée  en  un  nombre  donné  de 
points.  On  sait,  par  exemple^  qu'il  faut,  trois  points  pour 
déterminer  un  cercle  ;  on  peut  supposer  que  ces  trois 
.points  soient  pris  sur  la  courba  proposée,  et  chercher 
à  quel  cercle  en  particulier  l'on  arrivera ,  si  les  trois 


*      t 
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points  f  knoenl  à  amieiden  Ce  eerriC;  qui  ie  nomiiu» 
le  cercU  onçulateur^  sera  la  limite  de  tons  les  autres , 
cpmme  la  tangente  est  cdie  de  toutes  les  sécantes;  naia 
le  caractère  que  je  Tiens  de  lai  assigner,  quoique  suffi- 
saut  pour  le  détermiDfTy  n'offrailt  rien  qui  puisse ,  à 
VteW  y  le  distinguer  des  cercles  simplement  tangens , 
fy  substituerai  les  considérations  suivantes  (^. 

On  a  TU,  dans  les  ÈUmena  de  Géométrie  j  qu'entre 
un  cercle  et  sa  tangente^  il  ne  pouvait  passer  aiacune 
autre  droite,  mais  qu^l  y  passait  une  infinité  de  cercles. 
De  même  entre  une  courbe  que1cc»nque  etjia  tangeute,. 
on  ne  peut  faire  passer  aucune  autre  droite,  mais  l'on 
peut  y  faire  passer  une  infinité  de  cercles  de  rayons 
difiérens ,  ayant  la  même  tangente  que  la  courbe ,  et 
parmi  lesquels  il  doit  s'en  trouver  un  qui,  dans  les  en- 
virons du  point  de  contact,  s'approche  plus  de. la 
courbe  proposée ,  que  tous  les  autres.  ' 

Pour  exprimer  ces  considérations  analytiquement;', 
soient  xe\  y,  s/'  ei  y,  x"  et  y"  les  coordonnées  de  trois 
courbes  diverses  ayant  uu  point  copimun,  e'est-à-dire, 
pour  lequel  on  ait 

x  =  x=x%        y  =  y=zy*. 

Si  l'on  prend  d'abord  la  dificrence  des  séries 

h^    :    d»r    A'  '    ,     . 

+  etc.. 


'^'£1+^ 


àx*  i.a 


+  ^ 


àx^  1.2.3 


àx' 


àx'^\p%      d*^i.a.3 


+  etc., 


qui  expriment  les  ordonnées  des  points  oorrespondans 


(*)  On  pent  yoir  dans  Ir  Traité  du  Calcul  différentiel  et 
du  Calcul  intégral,  în-4^  1. 1,  n*  339,  et  t.  III,  n?  aaga,  page  639, 
le  calcul  fondé  sur  celte  reuoîon  d^iûtenecdons ,  qni  mérite  d'^se 
observée  comme  nn  fait  remafqiwble  de  la  théorie  des  limites^ 
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à  Pafascîsse  ip + ^>  ^°s  ^  deux  premières  oourbe$ ,  on 
inmreTB.  en  générât 


( 


|fbur  Pcx  pression  de  la  distance  H^Nyfig.  7,  de  oe3  fi«i  7. 
courbes  dans  le  sens  des  ordonnées;  et,  en  remplaçant  y' 
et  ses  coefficijens  différentiels  par  y"  et  ses  coefficiens 
dilQIretitielSf  on  aura  l'expression  de, la  distance  N^If 
entre  la  première  courbe  et  la  troisième.  Soient  i^  et 
i"  ces  dettx  distances  ;  leurs  expressions  seront  donc  de  la 
forme 

;^*  =  ^' *  +  i?' -51  4.  C -^+ i*c., 
I  i.a   '         1.2.3    '   .     \ 

h  h*       '  h^ 

I   ^        i.îi  i,a.3 

Cela  posé,  dans  la  comparaison  des  séries  précédentes» 
on  pourra  supprimer  Te  factear  fi,  commun  a  fous  leurs 
termes  ;  et  pour  que  f<iff  c'est-à-dire,  que  la  seconde 
courbe  s'approdbe  plus  de  la  première  que  la  troisième, 
il  faudra  que 

A'+B'^  4-  C'-^+etc.<^"+5^-+C-^4-etc. 

2  3.«)  2  2ay 

Cette  poudition,  devant  avoir  lieu  quelque  petite  que 
soit  h  f   dépendra  des  valeurs  ifektives  des  premiers 
termes  A'  et  JP  (62);  mais  si  Ton  posait  jfzzo^ 
'elle  deviendrait 

9  2.0  2  2«0 

et  le  premier  mendbre  de  cette  inégalité,  s'évanouîs^ 
sant  locsque-i  sss  o,  ce  que  ne  âdt pas  le  second,  serait 


*  .  ) 
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iiéceMaireoieot  plue  petit  que  oeIi|i'ci ,  du  moins  pour  ^ 
une  -valeur  de  h  trës  petite,  tant  que  ^^  ne  serait  pas  nul  ; 
ainsi  la   seconde  courbe  s'approcherait  toujours  plus 
de  la  première  que  la  troisième. 

Mais  si  l'on  avait  en  même  temps  ^"  =  o,  la  condi-    * 
tiou  à  remplir  y  dans  la  situation  respective  assignée  aux 
trois  courbes  9  serait  ^ 

^i?'- +  C'-~ +etc.  <5''- +  r-^ +elc.; 

h  "* 

en  y   supprimant  le   fiicteur    conmiun  -^  elle   de* 

a 

Tiendrait 

B'+C^  +  elc.<B'+  0*5  + etc., 

et  si  l'on  ^posait  ^  =  o ,  elle  aurait  lieu  tant  que  B" 
ne  serait  pas  nul. 

Cet  examen ,  qu'on  peut  pousser  aussi  loin  qil*on  you-  ' 
dra,  fait  voir  que  si  l'expression  de  i"'  commence  par 
un  terme  où  l'exposant  de  h  surpasse  celui  que  porte 
cette  lettre  dans  l'expression  de  ^",  on  aura  toujours 

'  Quand  la  seconde  courbe  est  telle ,  qu'au  point  ilf ,  on 
a  les  7»  équations 

^  '~'^'  da;'~"dar'  àx'^'^âx^'  '"'  àx'"''  ~  dar»-»  ' 

les  71— I  premiers  termes  de  l'expression  de  ^'  s'éva- 
nouissent >  et  elle  commence  alors  par  1^  terme  affecté 
de  A";  si  donc  la  troisième  courbe  n'établissait  l'égalité 
entre  y",  y  et  leurs  coeffîciens  différentiels,  que  jusqu'à 
l'ordre  rt  —  a  inclusivement ,  l'expression  de  i""  com-> 
mencerait  au  terme  a&cté  de  fc*""*;  on  aurait  i^<Ci^ , 


eï  par  coosé<fuent  la  seconde  courbe  s'approcherait  plus 
de  la  premiëire  que  la  troisième. 

76.  Supposons  maintenant  que  la  seconde  courbe 
soit  seulement  donnée  d'espèce^  c'est-à-dire,  que  les 
constantes  qui  entrent  dans  son  équation  y  soient  indé- 
tevminées;  on  pourra,  par  le  moyen  de  ces  constantes , 
«  satisfaire  à  un  pareil  nomlgre  des  conditions  indiquées 
ci-dessus ,  et  la  courbe  déterminée  de  cette  manière , 
9era  telle ,  q[tt'aucune  des  courbes  qui  ne  remplissent 
pas  autant  de  ces  conditions,  ne  pourra  passer  entre  elle 
«t  la  première  courbe. 

Soitj  pour  premier  exemple,  l'équation  générale  de  la 
ligne  droite 

dy 

y  =^mx'  +  fi,    qui  donne     -—7  =  « j 

*       « 
en  cbangeant  x'  en  x,  les  équations 

y=j, -f-ycs-Jl     deviendront    j^=flej?4"i8, -r-=«  , 

desquelles  l'on  tirer^  les  valeurs  de  «  et  de  fiy  et  l'on 
^^    aura 

^our  l'équation  de  la  tangente ,  comme  dans  le  n^  68. 
Si  la  courbe  MN*%t  le  cercle  représenté  par  l'équa- 
tion "■ 
{x'^»y  +  (^y-fiY  =  y*  {Trig.  94)  , 

en  la  différentiant  deux  fois  de  suite,  il  en  résultera  ' 

(/— ^)d/+(y-/3)d/=o, 

àx'^  +  d/^+  Ck^-  /3)d V  =  o  , 

let  U  faudra  qu'en  changeant  x  enx,  dans  ces  trois  équa- 
tions,  elles  donnent 


y  =y 
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ou  9  ce  qai  revient  an  méiney  qu'elles  soient  satisfaiten* 
par  les  valeurs  de  4?»  y^  ày^  à^y,  relatives  au  point  M 
ds^sla  première  courbe;  on  aura  donc 

(x'^MY+{y  —  fiy=y^, 
(x'^m)dx+[y  —  0)ày:=iOp 
dxi'+ày''+ (y  — fi)dy  =0i 

nais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée 
sont  déterminées ,  puisqu'elles  appartiennent  à  un  point 
particulier  Afy  il  faudra  que  les  quantités  m,  ^  et  y  re- 
çoivent des  valeurs  propres  à  vérifier  les  équations 
ci- dessus. 

£n  déterminant,  par  les  deux  dernières  équations,  les 
valeurs  de  y — fi  et  de  x — u,  pour  les  substituer  dans 
la  première,  on  trouvera 

y-»- — a>""~' 

*       *-      TA.      &y~J' 

dxd^y 

77*  Toutes  les  courbes  qui  ont  un  point  commun ,  et 
dont  les  ordonnées  ont  k  ce  poijp  ]e  même  coefficient 
différentiel,  y  ont  une  tangente  commune  et  se  touchent  «^ 
par  conséquent';  mais  elles  peuvent  se  distinguer  les  unes 
des  autres ,  comme  le  cercle  qu'on  vient  de  déterminer 
se  distingue  de  tous  ceux  qui  n'approchent  pas  aussi 
près  de  la  courbe  proposée.  C'est  .pour  cela  que  les  con«- 
tacts  se  divisent  en  ordres ,  suivant  le  nombre  des  coef* 
ficiens  différentiels  consécutifs  :qui  reçoivent  la  même 
valeur  dans  chaque  courbe.  >i 


I 


D£  CALCUL  DIFFiaENTOEL.  *  ^OQ 

Le  contact  }e  plus  élevé  de  oeux  que  ppîssé  avoir  en 
général pavec  la  courbe  proposée,  une  courbe  donnée 
seuIéâiieÉk^ d'espèce ,  se  nomme  osculation  ;  son  ordre  est  , 
marqué  p^  1^  nombre  de  constantes  uioins  une^  que 
renfermef  ^équation  de  cette  courbe.  Ainsi ,  la.  tangente^ 
qui  ne  peut  avoir  en  général^  qu'un ^contacjt  simple  ou 
du  premier  ordre,  avec  une  courbe  .donnée,  e^t  une  os*  s 

calatrîce  du  prëknier  ordre.  Le  cercle,  dont  l'équa- 
tion renferme  trois  constantes,  peut  avoir,  ou  un 
contact  du  premier  ordre,  ou  un  contact  du  second; 
mais  ce  dernier,  étant  le  plus  élevé,  prend  le  nom  d'os- 
culatiouy  et  distingue  le  cercle  osculàteur  dd  tous  les 
cercles  simplement  tangens. 

IJiae  particularité  assez  remarquable  du  cercle  os« 
colateur  IfMlfj  c'est  qu'en  général ,  il  coupe  la  courbe 
proposée  en  même  temps  qu'il  la  touche.  Gela  se  voit  par        ^ 
la  forme  de  l'ex^ire^sion  de  /',  dont  le  premier  terme    )(  p  ,j^  4 
étant  affecté  de  A?,  puissance  impaire ,  change  de  signe       ' 
ayec  %,  et  ndotftre  par  conséquent  que  sur  les  abscisses  or— -A 
feit  x^h'yAe  cercle  osculàteur  est  placé  dans  deux  sens 
différens,  relativement  à  la  courbe  proposée  et  à  F^xe 
des  abscisses,  c'est-à-'dire,  au-dessous  de  la  première 
d'un  côté  du  point  de  contact,  et  de  l'autre  au-dessus;  * 

ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  la  tangente  et  les  cercles  sim- 
plement tangens ,  puisque  l'expression  de  y  com* 
.mence  par  le  terme  affecté  de  h^, 

La  même  considération  fait  voir  que  si  le  contact 
de  deux  courbes  est  d'un  ordre  pair ,  il  doit  y  avoir  en 
même  temps  intersection. 

^8.  Le  nombre  des  cercles  simplement  tangens  est 
infini  pour  chaque  point  d'une  courbe  quelconque;  car 
si  Fon  mène  par  ce  point  une  normale,  tous  les  cercles 
qui  ont  leur  centre  sur  cette  normale  f  et  qui  passent 
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par  te  point  pris  sur  la  courbe  proposée ,  ont  la  niéfné 
tangente  que  cette  courbe ,  et  la  touchent  par  consé^ 
quent;  mais  ce  qu'il  faut  bien  remarquer,  (fesrque  les- 
uns  la  touchent  en  dedans,  les  autres  en  dehors  ou  Pem^^ 
brassent,  et  que  le  cercle  osculateur  sépare  les  premiers 
des  seconds. 

£b  effet,  si  l'on  affecte  les  coordonnées  x",  y'^y  avx 
cercles  simplement  tangens,  comme  ils  «ne  rempliront 
que  les  conditions 

y=y^  dz=5îv 

on  aura 


A»     .    _     h 


i^'  —  B" ^(f  .^:— 5  +  etc., 

1.2  1.2.3 

expression  dont  le  signe  dépend  de  odui  de 

en  sorte  que  le  cercle  tangent  sera  au-dessous  de  la 

;    d*y*        d*y 
courbe  >  par  rapport  à  Faxe  des  x,  si  -3-^  <;  -j^,    et 

au-dessus  dans  le  cas  contraire  ;  mais  entre  les  yaleurs 
de  «,  ^y  y,  qui  conviennent  à  l'un  oU  à  l'autre  de  ces 
cas ,  se  trouvent  ceHes  qui  répondent  à 

d«y*       d»y 

et  qui,  d'après,  ce.  qu'on  a  vu  (76),  donnent  le  cercle 
osculateur. 

Cette  manière  de  le  déterminer^  rend  pour  ain$i  dire 
sensible  à  l'œil  9  la  relation  de  sa  courbure  avec  celle  de 
la  courbe  donnée ,  puisque  la  courbure  de  cetie  dernière 
est  évidemment  moindre  que  celle  des  cercles  qui  la 
touchent  en  dedans,  et  plus  grande  que  celle  des  cercles 
qui  la  touchent  en  dehors.  Aussi* prend- on  pour  mesurer 


» 
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ta  ooorbàre  d«}ft  courbe  proposée,  dan»  tifi  point ^oel- 
conqne,  celle  du  cercle  oscalaleur  à  ce  poiùt;  et  son 
raTon  se  Bomme  en  conséquence  rayt^n  de  courbure, 

Yotci  maintenant  comment  #n  compare  les  cercles 
par  Tfpport  à  leur  courbure.   . 

79.  On  prend ,  en  général ,  pour  la  courbure  de  l'arc 
-^£^;^^.8,  d'une  cour"be quelconque,  l'angle  Z>C^formé  1  ig  8. 
par  les  deux  tangentes  menées  aux  extrémités  de  cet 
arc.  Dans  le' cercle,  l'angle  2>C/Î  est  égal  à  l'angle  AOB^ 
formé  par  les  rayons  OA  et  OB  menés  aux  extrémités  . 
de  l'arc,  et  le  même  pour  tous  les  arcs  de  même  Ion-» 
gnenr ,  pris  dans  le  même  c^rde.  Oest  ainsi  qu'il  faut 
entendre  que  la  eourbure  du  cercle  est  uniforme.  Gela 
posé,  si  l'cyi  compare  deux  arcs  de  même  longueur  dans 
des  cercles  différens,  en  nommant  a  cette  longueur,  ret 
/  les  rayons  des  cercles ,  t  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre ,  on  aura  pour  le  nombre  de  degrés 
centésimaux  de  Tare  dont  la  longueur  est  a  sur  chacun 
de  ces  cercles,  les  expressions 

400** .  a      4^0° ,  a 

qui  sont  dans  le  rapport  de  -  à  -7,  ou  ÎC  /  I  r^  c'est-à- 
dire,  en  raison  inverse  des  rayons  des  cercles  dont  l'arc 
proposé  fait  partie. 

Quant  aux  différens  arcs  du  même  cercle,  leur  cbar«*  .   • 
bore  e^  évidemment  en  raison  de  leur  longueur;  et  si 
l'on  pren&it  pour  unité  de  courbure  celle  de  l'arc  de 
même  longueur  que  le  rayon ,  dans  le  cercle  dont  le 
rayon  est  i ,  la  courbure  de  l'arc  a ,  dans  le  cercle  dont 

le  rayon  ==r,  serait  mesurée  par  -, 


\_ 


*  • 


I  1 

I 

1 

lia  Ttunri  hiuBSVàmK 

8o,  Les  coordonnées  •  et  /S  du  oentredo  cercle osciila- 
teur,  étant  ;  ainsi  que  son  rayon  y,  des  fonctions  de  jt, 
Tarientà  chaque  point  de  la  courbe  proposée;  l'en* 
semble  de  toutes  les^^sitions  de  ce  fentre  forme 
riQ.  9.  une  courbe  FZ ,  fig.  g,  dont  les  coordonnées  sont  m 
et  /S ,  et  qui  jouit  de  plusieurs  propriétés  remarquables  > 
qu'on  déduit  aisément  des  équations 

(x  — •)•     +(j^-ia)*     =y*. (i), 

(*  — «)djp  +  Cr  — ^)dj^  =  o....* (2), 

d*»  +  dj^  +  Cr— /3)d^=o.. (3), 

trouvées  dans  le  n*  76. 

I®.  La  relation  entre  «  et /S ,  Ou  l'équation  de  la  courbe 
FZ.|  s'obtient  en  éliminant  x  et  ^  entre  l'équation  de  la 
courbe  proposée  et  les  équations  (2)  et  (3)  y  après  qu'on 
a  mis  dans  celles-ci  les  valeurs  de  ày  et  de  d*^. 

a®.  La  seconde  équation,  donnant 

est  celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  les  coor- 
données sont  •  et  ^  (68),  c'est-à-dire,  du  point    O 
^  de  la  courbe  FZ ,  au  point  M  de  la  courbe  propo- 
sée 2>X 

3**.  En  difierentiant  les  deux  premières  équations  non- 
seulement  par  rapport  à  ap,  j^ ,  mais  enc(Mre  par  rapport 
aux  quantités  « ,  jS  et  y ,  en  tant  que  ces  dernières  sont 
fonctions  de  X,  on  aura 

,      (ir-.flt)d*+(j^— i8)d^— (*— a)d«—  (y— i6)di3  =  ydy , 
-  d**-f-dj^*+(^— i8)d* j—dfltda; — ièày = ©• 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles-ci  à 

—  («  — «)d«  —  (^  — ^)d^  =  ydy f4)» 

—  d«djr  —  diSd j'  =3  o i (5)  ; 
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lia  deirnlère*  donne  T"  =  "~  j;:  >  expression  qui  change 

ôx 
Péqaation  fi  — j^=:.  —  T'C*  —  ^)  > 

y 

en  J— ^=t:(^  — •), 

et  qui  montre  par  conséquent  que  la  normale  310^ 
est  tangente  à  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a 
et  fi  (9  et  68)9  c^est^à-dire,  à  la  courbe  FZ, 

4**.  Si  Ton  met  cette  dernière  valeur  de  y-^fi, 
dans  les  équations  (i)  et  (4),  et  qu'on  élimine  en- 
tité jp— ee^  on  aura 

ce  qui  donne  le  coefficient  différentiel  de  y,  par  rap- 
port à  la  variable  tf;  or,  cette  expression  est  aussi 
celle  du  coefficient  différentiel  de  l'arc  de  la  courbe 
dontles  coordonnées  sont  m  et  fi  (64)  ;  etjl  résulte  de  cetf c^ 
identité,  que  lerajon  du  cercle  osculateur  varie  par  les 
ittèmes  différences  que  l'arc  de  la  courbe  FZ.  (28)  » 
propriété  qui  mérite  la  plus  grande  attention. 

En  effet,  le  rayon  iKf  O  du  cercle  osculateur  du  point 
Mf  étant  tangeift  à  la  courbe  FZ ,  a  nécessairement 
la  même  direction  que  celle  que  prendrait  un  fil  en- 
Teloppé  autour  de  la  convexité  de  cette  courbe ,  lors- 
qu'on le  développant ,  on  serait  parvenu  au  point  O. 
On  rentarquera  qu'en  poursuivant  le  développement  de 
O  en  ex ,  ce  £1  s'allongerait  d'une  quantité  égale  à 
Tare  00'  de  la  courbe  FZ -,  et  comme,  par  ce  qui 
précède,  la  différence  des  rayons  OiWet  O'ilf  est  aussi 
égale  au  même  aro»  00',  il  s'ensuit  que  le  bout  M  du 
fil  se  trouverait  encore  en  M'  sur  la  courbe  propo^ 
Cale.  diff.  8 
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sée ,  qu'il  n'aurait  pas  quittée  dans  le  déyeloppement  ef- 
fectuc  depuis  l'un  de  ces  points  jusqu'à  l'autre  :  on 
peut  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée 
par  le  dé-veloppement  de  la  courbe  FZ» 

Ce  procédé  a  uoe  grande  analogie  arec  la  description 
du  cercle;  c'est  la  courbe  FZ  qui  fait  l'office  de  centre; 
et  le  rayon  M  O,  au  lieu  d'être  constant ,  Tarie  pour  cha- 
que point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la  développée  j  la 
courbe  2?X,  la  développante  j  et  le  rajron  du  cercle 
osculàteur^  rayon  de  ]ae  développée  (*), 

Il  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  la  dévelon^ée 
est  la  llmile  des  intersections  des  normales  de  la  courbe 
proposée,  prises  deux  à  'deux  consécutivement,  puis- 
que le  point  K,  intersection  des  deux  rayons  MO  et 
M! 0\  qui  sont  perpendiculaires  à  la  courbe  Z?X,  en  M 
et  M\  s'approche  d'autant  plus  de  la  courbe  'FZy 
que  les  points  M  et  M!  sont  plus  voisins  l'un  de  l'autre.. 
,  On  déduirait  de  cette  dernîàr^.. considération'^  toute, 
la*  théorie  précédente. 

'.  8i.  Je  ne  m'étendrai  pas  beaucoup  sur  l'application 
des  formules  - 

" dxdv       '-^    -r-        t-i 


in 


(*)  C'est  par  cette  dernière  conside'ration  ,  qa'Huygens  a  déter- 
mine' le  cercle  osculateur,  quMl  a  remarcjae  le  premier;  et  elle  peut 
conduire  aussi  aux  formules  du  n»  76;  mais  ce  point  de  vue, 
fiëparant  là  recherche  'du  cercle  osculatear  de-la  théorie- gendrale  de* 
contacts^  des  courbes,  dont  elle  doit  faire  partie,  est  trop  home  pour 
Tetat  actuel  de  la  science. 


r 


parce  qu'elle  n'a  aucune  difficulté,  loi^a'on.pqâaède 
bien  le  mécanisme  du  Calcul  dilTérentiel. 

La  Taleur  de  y  étant  susiceptible  du  double  signe  dz, 
on  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employer;  car 
il  est  bien^  TÎsîble  qu'en  @énér;al|  à  chaque  point  de  la 
courbe  y  il  n'y  a  qu'un  seul  rayon  de  courbure;  et  ce 
rayon ,  n'étant  pas  dirigé  suivant  l'ordonnée  ou  l'abs- 
cisse,  excepté  dans  quelques  points  particuliers,  n'a 
pas,  à  proprement  parler,  de  signe  par  rapport  à  ces 
lignes.  La  détermination  de  celui  dont  on  l'afiiecte  or- 
dÎDftirement,  dépend  de  la  convention  qu'on  a  établie 
sur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport  à  la  normale. 
Si  l'on  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit  positif  pour 
les  courbes  dont  la  concavité  est  tournée  vers  l'axe  des 

d*  V 
abscisses,  comme  la  valeur  de  -r=^   ^^^  alors  négative 

(62)  ,  il    faut  affecter  l'expression. de  y  du  signe  — ■  ; 

et  dans  cocas, le  rayon  de  courbure  deviendra  négatif 

si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du  côté  opposé,  parce 

d*y 
qu'il  change  de  signe  avec  -—.  Pour  se  conformer  à 

r 

c^tte  convention,  on  pourra  supposer,  dans  le^  applica- 
ticmV,  ~  .        r. 


L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré 

C^  J'*  =  7IMP  + 'Wf  % 

eonduisanPk  à 

û  y —. 1J3  . 

8.. 


Il6  TBAlTi  kLàMMSTAlAM 

il  en  résultera 


3 


Si  Ton  substitue  la  Taleur  de  y^,  dans  cette  expres- 
sion, on  aura 

s 

[Mmx  +  nx*)  +  (m+!znxy]  * 

Telle  est  l'expression,  générale  du  rajon  de  courbure 
dans  les  lignes  du  second  degré  ;  an  la  particularisera  en 
donnant  à  71»  et  à  n  les  Taleurs  qui  conyiennent  à  chaque 
espèce  de  ces  lignes  {Trig.  iS'j). 

Ce  résultat  se  réduit  h  {m,  lorsque  «  =  o;  la 
courbure  des  lignes  proposées  est  donC|  à  leur  sommet,^ 
la  même  que  celle  du  cercle  décrit  d'un  rayon  égal  au 
demi-paramètre  (^Trig.  i38)« 

£n  rapprochant  la  valeur  de  y  de   celle   qu'on  a 

trouvée  dans  le  n°  66  pour  la  normale  >  on  verra  que 

s 

y  c= j  on  que  le  rayon  de  courbure ^  danè  les  lignes 

du  second  degré,  est  égal  au  cube  de  la  normale  dh^isé 
par  le  quarré  du  demi-'paramètrè* 

Dans  la  parabole  oii  »  =  o  ^  on  a  seulonent 

1 

On  appliquerait  de  même  les  expreswons  générales 
de  X — •  et  de  y — fi  >  et  mettant  po\ir  y  sa  vale^ar^ 
on  aurait  deux  équations  en  ar,  •  et  ^,  desquelles^ 
éliminant  «,  on  déduirait  l'équation  en  •  et  ^»  appar- 
tenante à  la  développée.  Je  n*effectueraice  calcul  que 
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pour  la  parabole.  Oq  a  dans^  ce  cas 
et  il  ylent 

oa  conclut  de  là 

mettant,  dans  chacune  de  ces  équations >  pour  y  sa 

i.   i 
▼alear  m*  s*  y  il  viendra 


s 


4**  t 

—  ^  =  — r»         *— •  =  — 2Jf— -ire; 

prenant  ensuite  la  valeur  de  x  dans  le  second  résultat, 
pour  la  Mibstituer  dans  le  premier,  on  obtiendra 

la  dernière  de  ces  équations  appartient  à  la  développée 
de  la  parabole.   * 

Si  Tony  changea — Im  en  *,  ou  quW  porte  l'ori- 
gine des  abscisses  en  I>,fig.  ïo,^on  aura  cette  équa-  pio.  io. 

tion  très  simple,  ^'= .qui  montre  que  la  courbe 

DFest  une  des  paraboles  du  troisième  degré  (*) ,  corn- 


ia*i 


(♦)  L'ëqnatioB  jr^  -=  mx  cunt  genéralUée  ainsi  :  j^f  =  mjeF, 
représenie  ane  famille  de  courbe»  dopt  ]a  parabole  ordinaire  n'eai 
qoHin  ca*^  paiticulter  j  on  les  Bomoie  aossi  parab^les\  mai«.  00 
ks  distingue  par  Pexposaut  de  leur  degré. 
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•posée  de  deux  branclies  DF  et  Df,  dont  la  premi^rd 
engendre,  par  son  développement,  la  Lranclie  ^X  de 
la  parabole  ordinaire  XAx  ,  et  la  seconde  produit  la 
branche  j^x. 

8a.  II  faut  observer  que,  pour  la  description  de  la 
parabole  XAx  y  par  le  développement  de  la  courbe 
FDfy  le  fil  enveloppé  autour  de  Tune  ou  de  l'autre  des 
branches  DF  et  ZJ/",  doit  avoir  au  point  Dy  dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BD ,  une  longueur  AD 
égale  au  rayon  de  courbui'e  au  point  A^  c'est-à-dire, 
à  la  moitié  du  paramètre  de  la  parabole;  tout  autre 
point,  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil,  produirait  une  courbe 
différente.  Si  le  point  /  tombait  sur  le  point  2>,  lé 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors,  serait 
nul  à  son  origine ,'  et  par  conséquent  elle  aurait  à  ce 
point  unç  courl^urç  infinie  (78), 

On  voit  aussi  que ,  puisque  la  longueur  de  l'arc  DF 
est  égale  à  la  différence  entre  le  rayon  de  courbure 
correspondant  MF  et  le  rayon  de  courbure  AD  K\px 
appartient  à  l'origine ,  la  courbe  FDf  est  rectiftahle , 
c'est-à-dire,  qu'on  peut  assigner  des  lignes  droites  qui 
soient  de  la  même  longueur  que  ses  arcs. 

Cette  remarque  est  générale,  car  puisqu'on  peut  tou* 
}ours  parvenir  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  algébriques,  les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectifiables. 

Mhohervke  des  points  singuliers  des  courbes^  et 
examen  des  valeurs  particulières  que  les 
coefficiens  différentiels  prennent  dans  cer^ 
tains  cas. 

'  63.  On  appelle  pointa  singuliers  d'une  courbe  1,  iùetJÇB. 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance  remar* 
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qiiaUe*  Uqe  gr^uide  f^artie  de  ces  jcirconstances  «e 
rencontrant  dans  la  Jhmilk  de  courbes  représentée 
par  l'équatiott  très  simple 


nous  allons  discuter  particulièrement  cette  équation,  en 
rapprocbaat  toujours  les  considérations  géométriques 
des  considérations  analytiques ,  pour  éclalrcir  les  |ines 
par  les  autres. 

La  première  question  qui  se  présente ,  est  la  déter- 
mination de  la  marche  des  valeurs  des  ordonnées  y, 
pour  savoir  si  elles  croissent  ou  décroissent  indéfiniment^ 
ou  bien  si  leur  accroissement  s^arréte  lorsqu'elles  ont 
atteint  un  certain  degré  de  grandeur,  et  se  change  en 
décroissement;  ou  bien  enfin,  si,  après  avoir  atteint  un 
«ertàin  degré  de  petitesse ,  leur  décroissement  se  change 
en  accroissement.  La  valeur  qui  a  lieu  dans  le  passage 
de  l'accroissement  au  décroissement^  étant  plus  grande 
que  celles  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia- 
tement, s'appelle  un  maximum;  le  minimMiti  est  celle 
qui  répond  au  point  où  le  décroissement  se  change  en 
accroissement;  celle-ci  est  par  conséquent  plus  petite  que 
les  valeurs  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia* 
tement  :  je  dis  Immédiatement,  parce  qu'il  y  a  des  fonc- 
tions pour  lesquelles  ces  alternatives  ont  lieu  plusiem^s 
fols. 

On  a  déjà  vu,  dans  le  n®  62 ,  que  les  coordonnées  posî- 

lives  d'une  courbe  sont  croissantes  tant  que  ~  a  une 

QX 

valeur  positive,  et  qu'elles  sont  décroissantes  dans  le  cas 

contraire.  Il  suit  donc    de  là    qu'au  maximum  ainsi 

•     d  y 
qu'au  minimum^  le  coe£Scîent  différentiel  -p  change 


i 
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de  signe  :  il  va  du  positif  au  négatif  dans  le  premier  eas> 
et  du  négatif  au  positif  dans  le  second. 
L'équation  prise  pour  exemple  donne  en  générât 

^3=  me  (*  —  «)*-', 

quantité  dont  le  signe  change  avec  celui  de  x,  ou  se 
conserve  le  même ,  suivant  la  nature  de  l'exposant  m, 
x^  Si  cet  exposant  est  un  nombre  pair,  ti»-— i  sera  un 
nombre  impair^  eX(jx — a)*"^*  sera  négatif  quand  ^<^a, 
positif  quand  ^>  a;  ainsi  il  j  aura  minimum  \ovs^e 
X  =  a  y  ce  qu'on  peut  vérifier  immédiatement  sur  la 
fonction  y*  En  y  faisant  x'=a^^h  et  «  =  a-+-A, 
on  obtiendra  y  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas^  y:=h'\'ch^y 
valeur  ^  b  qui  répond  à  s  ==  a. 

Cette  dernière  valeur,  donnant -|^  =0  lorsque  l'ex** 

posant  m—- 1  est  positif,  montre  que  la  tangente  est 
parallèle  à  la  ligne  des  abscisses ,  ce  que  représente  la 

Ytc.  II.  figure  1 1  y  au  point  iK/dont  l'abscisse  AP  =a,  et  l'or- 
donnée PM  =  b. 

Si  la  quantité  c  est  négative,  ce  qui  donne 

y:=zb'-^c(x — d)'^^  tout  restant  d'ailleurs  le  même,  le 

P16.X9.  point  M^fig,  la,  est  un  maximum ,  et  la  tangente 
demeure  toujours  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 

2°.  11  n'y  aurait  ni  minimum  dans  le  premier  cas , 
ni  maximum  dans  le  second  ,  si  l'exposant  m>  était  im- 
pair. Alors  m —  i  étant  pair,  (jf— a)"*""*  garderait  toujours 
le  signe  +,  quel  que  fût  celui  de  x— *-a;  et  en  effet,  si 
l'on  pose  successivement  ar=:a— fc^af  =  a  +  ft,  on 
trouve,  c  étant  positif, 

valeurs,  l'une  <  t ,  et  l'autre  > b,  qui  répond  ix  =  a\ 
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cependant  on  a  encore  ~-  ==  o  :  ce  caractère  n'indicjue 

donc  pas  nécessairement  un  maximum  ou  un  minimujn. 

Au  point  Mjfig,  l3,  où  07  =  a,  la  tangente  est  bien  pig.i3. 
encore  parallèle  à  Taxe  des  abscisses ,  mais  la  courbe  offre 
de  phzs  une  antre  circonstance  :  sa  concavité  change  de 
sens^  ce  qu'on  voit  par  le  changement  du  signe  du 
coefficient  différentiel  du  second  ordre  (62)  ;  car  on  a 

^  =n  w</»— i)  c (*  —  a)"-»  î 

et  I» — a  étant  aussi  un  nombre  impair ,  f(ar  —  a)"^* 
passe  du  négatif  au  positif >  quand  on  va  de  x<^a  à  ar>  a. 
La  figure  de  la  courbe  en  M  s'appelle  alors  inflexiom; 
k  tangente  MT  j  coupe  la  courbe  ^en  même  temps 
qu'elle  la  touche. 

3^  Si  m  était  une  fraction  de  numérateur  pair  et  de 
démMQdiuateur  impair^  qu'on  eût,  par  exemple^  m^=z  | ,  il 
s'ensuivrait 


""  3{x^ay 

quantité  qui  change  encore  de  sigiie  avec  x — a:  et  il  y 
a  en  e&t  minimum;  car  soit  qu'on  change  iv  en  a  — -  Â 

ou  en  a+'A ,  on  trouve  toujours  y=b+ch^f  valeur  >  b, 
mais  alors  la  valeur  âr  =  a,  au  lieu  de  faire  disparaître 

J-,  le  rend  tn&ii.  Gela  tient  à  ce  que,  si  une  quantité 

entière  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  passant  par  zéro, 
une  quantité  fractionnaire^  lorsqu'elle  change  de  signe 
par  sèn  dénominateur,  doit  dans  l'intervalle  devenir  in- 


et 


fmie.  L'expression  - ,  par  exemple ,  donne  successivement 
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lorsqu'on  y  faît  x^=fi,  x-=o,  jf=  —  fi. 
FiG.  i4«      Coosidéré  sur  la  figure  i4  9  ce  minimum  présente  une 

forme  différente  de  celai  de  la  figure  lï  ;  car  -^  ■deve- 
nant infini ,  la  tangente  MTe&i  perpendiculaires  l'axe 
des  abscisses.  On  voit  d'ailleurs  par  l'expression 

que  ee  coefficient  différentiel  ayant  une  valeur  négative 
q«eHe  que  soit,  la  courbe  tourne  toujours  sa  con- 
cavité vers  l'axe  des  abscisses ,  et  prend  par  conséquent 
la  forme  indiquée  dans  la  figure. 

Le  point  M ,  où  la  courbe  s'arrête  brusquement  à  la 
réunion  des  parties  DM'^t  EM,  se  nomme  rebrousse^ 
menij  et  se  distingue  assez  du  point  il/ de  la  figure  11; 
mais  cependant  il  doit  «tre  compris  clans  l'espèce  du 
minimum,;  car  si  l'on  dressait  une  table  des  valeurs 
numériques  des  ordonnées  de  la  courbe  DE ,  on  ne  ver- 
rait autre  chose  dans  cette  table,  pour  xxsi^ay  qu'un 
nom)}re  plus  petit  que  le  précédent  ei  le  suivant  y  ce  qtd 
est  bien  un  véritable  minimum. 

Il  y  a  un  m^aximuni  analogue  ;  l'équation 

riG.  i5.  en  fournit  un  exemple  ;^.  i5. 

Ainsi^  pour  donner  une  règle  qui  fasse  connaître^  sans 
exception ,  tous  les  points  où  les  ordonnées  d'une  courbe 
de  croissantes  deviennent  décroissantes ,  ou  vice  versa j 
il  faut  prescrire  Régaler  à  zéro  ou  à  l'infini  ^e^reasion 
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de  -^  :  il  y  aura  maximuni  «£  la  valeur  de  ce  coefficient 

-passe  alors  du  positif  au  négatif j  minimum  dans  le  cas 
contraire,  11  n*y  aurait  m  jnaximun^  m  minimum  s'il  n'j 
avait  pas  de  chaûgemént  désigne,  ce  qui  armera  toutes 
les  fois  que  le  facteur  qui  s'érenouira ,  sQÎt  au  nnmét^a- 
teur»  soit  au  dénominateur^  aura  pour  exposant  un 
nombre  pair  ou  une  fraction  de  numévatéup  pair. 

84>  li  faut  )>ien  remarquer  qu'aux  points  d'inf]exion 
ou  de  rebroussemeut,  la  tangente  peut  se  trouver  dans 
une  situation  quelconque,  relativement  à  la  ligne  des 
abscisses;  car,  pour  rendre  cette  situation  telle  qu'on 
voudra,  il  suffit  de  changer  la  direction  dés  axes  des 
coordonnées ,  ce  qui  né  change  pas  la  nature  et  la 
forme  de  la  courbe  ;  mais  on  découvrira  toujours  ces 
points  eu  cberchant  ceux  où  le  coefficient  différentiel  du 
second  ordre  change  dç  signe,  ce  qi|^  ne  pçut  arri- 
ver à  moins  qu'il  ne  devienne  ni^l  ou  infini.. On  dé- 
terminera .d'abord  les  valeurs  qui  le  rendent*  tel;  mais 
oane  conhaUra  i'espècQ  du  point  que  par  la  discussion 
même  de  la  courba,  d^ns  les  environs. 

Ainsi  y  pendant  que  l'équation 

dy      d'y 
donne,  pour  la  valeur  x'=!^a  qui  rend  -r'et-r--    inO- 

,      QX      djc* 

nis,  le  rdbronssement  M  de  la  figvr^  i4>  l'équation 


y^b  +  çix-^ayy 

ou  l'exposant  de  ar  —  a  est  une  fraction  de  numérateur 
et  de  ci^nominateur  impairs,  do)ine  dans  la  même  cir- 
constance une  inflexion ,  perce  que 
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25J||f — ay 

.  ,  passe  du  positif  ai»  nég^itif  quand  00  Ta  de  x  <^a  k 
x'^a, 

L'ordonuée  ^  conserrant  dans  Pun  et  l'autre  cas  une 
Valeur  réelle,  fait  Yoir  que  la  courbe  s'étend  de  chaque 
côté  du  point  où  jp  =  a,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  pour 

l'équation 

1 
j(r=zb+c(x  —  ay, 

à  cause  que  (x  —  a)^  devient  imaginaire  quand  ar<^a; 
et  il  en  sera  de  même  dans  tous  les  cas  011  l'exposant 

de  a;  — -  a  sera  une  fraction  de  dénominateur  pair^  mais 

3 
il  faut  faire  attention  qu'alors  {x  —  a)* ,  étant  un  ra- 
dical de  d^é  pair,  est  susceptible  du  signe  ch,  ceqiri 

PIC.  16.  montre  que  le  point  M,  fig.  16,  est  la  réunion  de  deux 
branches  DM'  et  EM. 

F10.14.  Dans  le  rebroussement  indiqué,  jf^.  i4>  les  deux 
branches  se  touchent  par  leur  conyexité;  mais  il  arriye 
quelquefois  que  l'une  embrasse  l'autre  :  l'équation 

en  ofiFre  un  exemple.  Si  on  la  résout  par  rapport  à  ^  > 
on  troure 

Â 

a=:^±:x% 

et  l'on  aperçoit  aisément  que  les  deux  branches    de 

courbe  fournies  par  le9  valeurs  de  y  se  réunissent  au 

FIG.17.  point  Ay  fig.  17,  correspondant  à  j?  =  0,  et  qu'elles 

ne  passent  point  dans  la  partie  des  abscisses  négatives  ^ 

5 

puisqu'alors  le  terme  x^  devient  imaginaire;  mais  les 
expressions 


;: 
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font  voir  qu'en  ^y  les  deux  branches  ont  pour  tangente 
oonuaune  Taxe  des  x,  et  qu'elles  tournent  toutes  deux 
leur  convexité  vers  cet  ate^  puisquen  faisant  jtf  =:  o  , 
le  ooefBcifflit  différentiel  du  premier  ordre  est  nul  ^  et 
celui  du  second  est  positif.  Ce  point  est  appelé  rebrousse  - 
mena  de  la  seconde  espèce^  pour  le  tlistinguer  des  autres. 
Il  est  à  remarquer  que  le  coe£5cient  du  troisième  ordre 

dr*  a 'a 'a       ' 

devient  alors  infini. 

Il  y  a  aussi  des  èourbes  oh  tes  brandies  qui  se  touchent, 
i^étendent  de  (iliaque 'côté  du  point  de  contact,  soit  en     ' 
opposant  leurs  convexités ^  fig.  iS^  soit  en  s'embras-  ftg.iSw 

KiXïtyflg.     19      (*).  PIG.IC). 

85.  Quelquefois  les  branches  des  courbes  ^  au  lieu  de 
se  réunir  en  s^  touchant,  se  coupent  ^  et  ont  chacune 
leur  tangente  particulière  :  en  voici  un  exemple. 

Lorsqu'on  fait  â;  =  a^  dans  l'expression 

^  =  ô  ±:  (:v  —  a')  Y  X  —  c, 
ses  Jeux  valeurs  deviennent  égales  :  ce  point  est  donc 
la  réunion  des  deux  branches  de  la  courbe  à  laquelle  elles    * 
-  appartiennent;  mais  quoiqu'il  n'y  ait  plus  qu'une  seule 
ordonnée  y  y  l'expression  de 


d^_^ 


srszt  y  X  •—fi  itl 


a 


d±  I        aV/ar— c' 

en  se  réduisant  à  ib  v/^ -^  <^  >  reste  encore  double;  la 
valeur  positive  répond  à  la  branche  supérieure,  et  la 

{*>  Voyez  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  inté- 
gral j  t.  m ,  page  633 ,  n^  aox 
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valeur  négatWe  k  la  branche  inférieure;  Uune  et  l'autre 
FiG.io.  seront  réelles  si  û^c,  et  produiront  la-figiireso. 

Les  points  on  plnsieurs  branches  se  réunissent  et  se 
rencontrent  se  nomment  points  muUipies;  oelui^pieacMs 
Tenons  d'indiquer  est  un  pe^tnt  double ,  puisqu'il  j  passe 
deux  branches. 

Si  Ton  généralise  Pexpression  précédente  de  y,  dans 
la  forme 


le  point  correspondant  à  ar  =  â  ne  sera  double  que 
pour  les  valeurs  paires  de  l'exposant  m ,  parce  qa  alors 
seulement  le  radical  sera  susceptible  du  double  signe  ±. 
Cette. remarque  9  due  à  M.  Poisson >  conoourt .bien  avec 
ce  qu'on  a  vu  dans  les  articles  précédens ,  pour  montrer 
qu'il  n'y  a  que  la  discussion  ou  l'examen  de  laoourbe> 
aux  environs  du  point  singulier^  qui  en  puisse  faire  con- 
naître l'espèce. 

Il  faut  encore  remarquer  que  si  l'on  faisait,  passer 
le  facteur  x — a  sous  le  radical^  dans  la  première  expres- 
sion de  ^,  on  aurait 

y—b+\/{x  —  ay^x  —  c),  . 

ày 2(ar -^a){x^^c)+'  (x'-^a)* 

et  que  la  supposition  de  «=a  donnerait  —-  =  -,   ji 

cause  du  facteur  x  — a  qui ,  maintenant  ^  est  commun 
aux  deux  termes  de  la  fraction»  En  le  supprimant  ^  oa 
retrouve 

ây       ^(x  —  c)  +  a: — a       .y ,       x  —  a 

-~=i  -^ ^  =:V/ap—wc4-- — ==5-, 
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86.  Lefl  'courbes  sent  accotopagnées  quelquelbis  de 
points  isolés  qui  ont  le  carackëre  des  points  mutliples; 
maison  lesendlstidgUe,  parce qae  les  ooeffîciens  diffé- 
rentiels y  devenant  imaginaires  >  soit  des  le  premier 
ordre  9  soit  pins  lard,  montrent  qu'il  n'y  a  pas  de 
points  consécutifs  (60). 

Soit  l'équation 

a^^  —  «^  +  ^**  =  o  , 
d'où   l'on  tire 


'=v/=^ 


-à) 


dy x{3x  —  nh) 

Ici  le  coefficient  diflPérenftiel  du  premier  ordre  devient  | 
lorsqtfte  x  =  o;  mais  on  peut  en  avoir  la  vraie  valeur  en 
supprimant  le  facteur  x,  commun  aux  deux  termes  de 
la  fraction  ^  et  l'on  obtient 

ày 3ar— 20 

faisant  alors  x^r^o^  ii  en  résulte 

dy _^  2^ 


dx 


y/— ah' 


expression  imaginaire. 

Dans  la  même  hypothèse ,  l'équation  proposée  donne 
j^:=o  ;  mais  cette  ordonnée,  qui  est  imaginaire  lorsque 
»  est  négatif,  redevient  encore  telle  jusqu'à  ce  quear=6^  - 
ainsi  le  point  A^fig»  21,  est  absolument  détaché  de  fic^i* 
Ta  courbe,  quoique  compris  dans  son  équation. 

Les  points  de  cette  espèce  se  nomment  points  con- 
jugués ;  ils  résultent  de  ce  qu'une  portion  finie  de  la 
courbe  proposée  s'évanouit  par  la  détermination  parti* 


• 

« 
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cultëre  de  qœlqne  oonatante  de  son  équation.  La  courbe 
correspondante  à  Téquation 

qui  donne 

y--\/\ a ' 

offre  un  exemple  de  ces  changemens.  Elle  a  d'abord  le 
Fio.  32.  cours  représenté  dans  la  figure  2a  \  la  supposition  de  c^no 
Fiu*3i.  réduit  la  partie  AF  au  seul  point  A  y  fig.  21 ,  comme 
piG.  33.  on  l'a  TU  ci-dessus  :  elle  prend  la  figure  aS  lorsque  i~=o, 
F  10.34.  sans  que  c  s'évanouisse  y  et  la  figure  24 1  ^^  ^^^  fait  en 

même  temps  &  ==  o  |  c  =  o. 
La  fonction 


•  ■•4-> 


oh  m  et  7»  désignent  '  des    nombres   entiers  ppsitifs, 
et  oii  l'on  suppose  a<^b  ,  donne,  lorsque  x=a ,  m — i 
coefîiçiens  différentiels  nuls;  ce  n'est  qu'à  l'ordre  77»  que         | 
Pimaginaire  parait.  < 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  :  ce  sont  ceux  qui  résultent  d'un 
nombre  pair  d'inflexions  qui  se  réunissent  en  une 
seule  (*).  * 

87.  Toutes  ces  espèces  de  points  se  forment  en  gé- 
néral de  la  réunion  de  plusieurs  branches,  produite  par 
l'égalité  à  laquelle  parviennent  diverses  valeurs  de  y, 
ainsi  que  cela  a  lieu  diàns  l'équation  y  z=zb  +  c(jf — a)"*,         ^ 
quand  l'exposant  m  est  un  nombre  fractionnaire  ^  mais         1 

{^)  /^o/ez  pour  ces  points  et  poarceoxde  serpentement  àont  Wi 
dérivent,   le  Traité  du   Calcul  différentiel  et  du  Calcul   inté» 
gral,  t.  III|  page  633,  n9  190. 
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eette  circonstaoce  amène  des    coeffîciens  différentiels 

infinis^  puisque  dans  l'expression 

d"y 

--4=:m(TO —  i).  ..(fn-^»4-  i)c{ar  — a)*-"», 

l'exposant  m  —  n  devient  négatif  dès  que  n'^m,  et 
qtf'à  partir  d^ce  terme,  la  supposition  de  x=za,  rend 
iniUiis  tous  les  coefficiens  différentiels. 

La  même  chose  a  Heu  quand  la  relation  entre  jr  et  x 
est  donnée,  par  une  équation. où  les  imriables  sont  mê- 
lées. En  effet  y  soit  z^  =  o  une  ^équation  quelconque 
euUes  et  j^j  on  auri^  généralement 

»  .     .     d« 

du  ,     .   du  .  «  *    4k  dx        . 

dx  ay  lix  au 

Mais  quand  une  valeur  particulière  ar=a,  rend  égales 
plusieurs  des  valeurs  de  y ,  la  fonction  u ,  qui  ne  con* 
tient  plus  alors  que  les  quantités^  et  a,  prenant  la  forme 
Î7Ç^  —  Ô)"«,  conduit  à 

du      du ,         ..^  .       ^T/         *v 

valeur  qui ,  devenant  nulle  lorisque  y=^  b,  i-end  infinie 

n    3    ày    .  du  ,,  .  , 

celle  de  3^  «^  7"  '^^   s  évanouit  pas,   et  donne   ^  s'il 

s'éTajBOUÎt,  ce  qui  arrive  quand  il  a  pour  facteur  * a 

ou  f^-^if. 

Les  équations 

d'où  l'on  tire 

dy I  dy        .^(x — à) 

,      dx"^  ^[j  —  by       dx'^'iiy-^by' 

fournissent  des   exemples  de  ce*  cas,  lorsqu'on  y  faJt 
Cale,  diff,  Q 
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IDO 


x—Uy  d'où  il  résulte  y^-hy  mais  en  mettant  pour  j' 
sa  valem'  dans  le  second  cas,  et  supprimant  les  facteurs 

dy 
communs  aux  deux  termes  de  la  fractioii ,  on  trouve  j^ 

infim,  quand  »s=a. 

88.  Il  est  évident  que  lorsque  les  co^ciens  diflK- 
rentiels  deviennent  infinis,,  la  série  de  Taylor,  form^ 
par  ces  coefficiens ,  ne  peut  plus  être  employée  ;  mais  il 
n'y  a  pas  ici  plus  de  paradoxe  que  dans  toutes  les  autres 
circonstances  où  il  se  manifeste  des  exceptions  dans  les 
formules.  Lorsqtfon  remonte  à  l'origine  de  ces  formules, 
on  reconnaît  que  le  caractère  qui  annonce  l'exception 
montre  en  même  temps  pourquoi  elle  a  lieu. 

En  efiFet,  là  série  de  Taylor,  exprimant  le  second 
état  d'une  fonction  u  jètont  la  variable  x  a  reçu  Tac- 
croissemcnt  h  (aS),  né  doit  en  génwal  renfermer  que 
des  puissances  entières  de  h  (20) ,  tant  qu'on  y  laisse  4P 
indéterminée;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  toutes  les 
valeurs  particulières  de  cette  variable.  Par  eseraple , 
lorsque  ar  =  a  +  ^  ,  la  fonction 


f 


devient 

u'—  b  +  c{a  +  h—  ay  =  ^  +  ch^,  ' 

et  pareille  chosp  aura  lieu  toutes  les  fois  qu'il  disparaîtra 
une  quantité  soumise  à  un  radical  ',  car  si  la  substitu- 

tion  de  x  +  h,A\i  lieu  de  ar,  cbange  en  général  \/P  en 

m  , 

V/P  +ph  +  qh''  +  etc. , 
et  qu'une  valeur  /particulière  de  x  renjîe  P  =  o,  l'ex- 
pression ci-dessus  deviendra 
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V/pA  +  ih^  +  etc.  =:  h^{p+qh+etc.)^, 

dont  le  développement  ne  pourra  manquer  de  contenir 
des  puissances  fractionnaires  de  l'accroissement  A. 

Ce  changement  de  forme  est  la  suite  nécessaire  de  la 
réduction  momentanée  que  la  disparition  du  radical  ap- 
porte dans  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction  proposa. 
Dans  l'état  général  de  la  fonction,  chaque  valeur  a 
son  accroissement  particulier  qui  la  perpétue  :  ainsi 

M  =  & ifc  yx  —  a, 
lé  tibédrème  de  l'a  jlor  donné  les  deui:  sériel 

'      I  -Il  -3 

"ie'-^»rrf:dt-.(*--it)  •*q-g(*— tt)   *A*±:etc; 

le  signe  supérieur  répond  à  l'une  des  valeurs  de  i^^  et 
l'inférieur  à  l'autre.  Deméme,  quand  la  fonction  d^end 
d'une  équation  où  les  variables  sont  mêlées,  l'expression 
des  coeffîciens  différentiels,  contenant  outre  la  variable 
indépendante,  là  fonction  elle-même,  reçoit  de  celle-ci 
autant  de  valeurs  qu'elle  «n  comporte  (5 1),  et  le  nombre 
des  aocroissemens  fournis  par  la  série  de  Taylor,  dé- 
mèiùrè  égal  &  celui  des  valeurs  dé  la  fbhètîôn. 

Mais  àsitïs  les  cas  particuliers  o&  plusieurs,  de  ces 
valeurs  se  réduisent, à  une  seule,  il  faut  qu'à  cette  valeur 
unique  répondent  plusieurs  aocroissemens  divers,  pour 
que  la  fonction  puisse  recouvrer  toutes  celles  qu'elle 
doit  avoir  en  général.  Or,  c'est  ce  qui  résulte  des  puis- 
sances fractionnaires  de  A,  parce  quelles  sont  suscep-  ^ 
tibles  d'un  nombre  de  déterminations  marqué  par  le 
degré  du  radical  qui  les  affecte.  Ainsi,  dans  l'exempte  ^ 

ci'dessus,  lorsque  «  =  â,  on  a  ?/   -     *  i. 

i_ 
u:=:  b,        M  —  w  =  dz  A*  ;  •    ',      -, 


l 


\ 
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—  }_  A 

tes  deux  différences  +  A* ,  —  A* ,  appliquées  à  la  Ta- 
leur  unique  u:=:b,  reproduisent  les  deux  valeurs  qiie 
la  fonction  u  comporte  en  général. 

.  89.  On  voit  bien  ici  que  le  coeiBcienl  différentiel  de 
là  fonction  u ,  étant  exprimé  par 

conserve  h  au  dénominateur ,  et  devient  infini  quand 

/t  =  o. 

L'itifini  ne  se  montre  pas  toujours  «insi  au  pren^ier 
coefficient  différentiel  ;  mais  on  le  trouve ,  à  partir 
d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé,  dès  que  le  développe- 
ment de  m'  -*•  i^  doit  renfermer  des  puissances  fraction- 
naires "de  h. 

Soit  en  général 

u    étant  fonction  du  binôme  x  +  h,  on  aura...... 

XÎi —  ^ii  riQ^ ,  équation  dont  cbaqiie  membre  est  aussi 
dh~  àx  ^  ^^'  ^ 

une  fonction  de  x+h.  Si  on  les  différentie  successivement 
par  ratpport  à  h  et  par  rapport  kx,  il  viendra      / 

^»i*'_dV       ^       dV       ,,^    ËÎL==^^ 
d^""dïdÂ'    dxdh'^^x*'  dA*.      dx^' 

et  ainsi  des  autres ,  ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  u'  a , 
par  rapport  à  h,  les  mêmes  coefficiens  différentiels  que 
par  rapport  à  x^  on  passe  ensuite  à  ceux  de»,  eu  fai- 
sant A=o. 

Cela  posé,  un  terme  quelconque  TA%  en  produit  dan» 

Fexpression  de  ^  ,  un  de  la  fœrme 
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Tant  que  le  nombre  n  sera  au-dessous  de  i,  Fexpos^nt 
i  —  n  étant  positif,  la  supposition  de  A  =  o  fera  éva- 
nouir ce  terme;  et  si  le  nombre  1  =  7»^  il  viendra 

mais  si  le  nombre  f  est  fractionnaire,  l'exposant  1 — n 

passera    du   positif  au  n^atif  sans  s'évanouir.  Dans 

oé  dernier  cas,  qui  a  lieu  des  que  »  surpasse  1,  le 

terme  deyient  infini  lorsqu'on  y  fait  A=  o,  et  par  con*. 

àJ'u 
séquent  aussi  la  valeur  de  -r--  dont  il  fait  partie. 

Il  est  visible  que  les  termes  à  exposant  fractionnaire 
peuvent  être  précédés  par  des  termes  ou  l'exposant  es% 
entier,  ce  dont  la  fonction  très  simple 

offre  un  exemple  quand ->  1»,  et  qu'on  y  fait  ar=a  ; 

ses    coefficiena  différentiels  demeurent   fiais    jusqu'à 
l'ordre  m  inclusivement. 

90.  II  faut  bien  observer  que  dans  ce  qui  précède  ^ 
c'est  la  quantité  comprise  sous  les  radicaux  qui  s'anéantit  ^ 
car  les  radicaux  pourraient  aussi  disparaître ,  s'ils  étaient 
multipliés  par  un  facteur  que  la  valeur  particulière  de 
X  rendît  nul  ;  mais  ce  cas  ne  fait  point  exception  à  la 
série  de  Taylor,  parce  que  les  radicaux  qui  ont  dîspîiru 
dans  la  valeur  de  la  fonction ,  reparaissent  daus  sei 
coefficiens  différentiels. 

Soit,  par  exemple , 

la  supposition  de  at  =  a ,  qui  rend  égales  les  deux  valeur^ 


de  u,  me  fait  disparaître  les  coefficient  différentiels  que 
jusqu'à  l'ordre  m  exclusivement^  puisqu'en  opérant  ici 
comme  dans  le  n^  S'j ,  on  trouTQ  que  tous  les  coeffi- 
ciens  différentiels  des  ordres  inférieurs  contiennent  le 
facteur  x^ak  chacun  de  leurs  termes,   mais  que 


d 


u 


.  ,  ^^=±im(m — i)....ï.|/jf — c  +  etc. 

Ce  cpefficiei^t  différentiel  ei  cen:^  qui  le  suivent ,  ayaiil 
cliacun  deux  valeurs ,  forment  deux  sé?içs  q^i  repro<- 
duisent  le?  Yaleups  de  l$i  foi^ction  proppséf^. 

91,  LesconaîdératiopagéoipétriqiiuescQiiQriltçntlesre? 
ne.  a5.  marques  précédentes  ;  on  voit  quela  courbe  delà  figure  25, 

qui  n'a  qn^une  seule  ordonnée  au  point  £  correspondant  à 
l'abscisse  j#  C,  ne  peut  en  a^oir  deux  sur  Pabseisse  con-r 
sécutive  ^c^  que  parce  que  l'ordonnée  OE  reçoit  deux 
changemens  distincts  qe  et  qe'i  mais  les  ordonnées  ce 
et  ce  n'éprouveront  plus  chacune  qu'un  seul  change* 
ment  q^and  oii  passera  à  upe  abscisse  dififérente 
de  jic. 

La  même  chose  arrive  au  point  multiple  G  oh.  deux 
branches  de  la  courbe  se  coupent  ;  Pordonnée  particu- 
lière FG  éprouve  aussi  pour  un  seul  accroissement 
d'abscisse  Ff,  deux  changemens  rg  et  ¥iff\ 

92.  Non-seulement  la  série  qui  exprime  le  change- 
ment d'une  fonction,  doit,  dans  certains  cas  particuliers, 
contenir  des  exposans  fractionnaires,  mais  il  peut  s'en 
trouver  aussi  de  négatifs. 

Si  Ton  avait,  par  exemple, 

P 


u 


P  ne  renfermant  pas  le  facteur  x — a,  le  changement  de  x 


o 
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«n  a  -f-  À  donnerait 

,  _ P  +  p^  H-yA*  +  etc. 

expression  qui  contient  des  puissances  négatives  de  fu 
C'est  ce  qui  arrive  aussi  à  la  fonction  la;,  lorsque  jp  ==  o  ; 
et  en  effet  >  une  fonction  qui  devient  infinie  lorsque 
x:=2a,  ne  peut  renlrer  dans  les  quantités  finies,  quand 
x:=ia  ^hf  que  par  un  changement  infini. 

93.  Les  divers  cas  singuliers  que  nous  venons  d'exa- 
miner^ ne  tenant  qu'à  des  valeurs  particulières  de  la 
variable  indépendante  >  nfs  sauraient  infirmer  les  conclu- 
sions tirées  de  l'état  général  de  la  fonction;  et  l'on  peut 
les  éviter  dans  la  discussion  des  courbes  »  en  considérant 
ce  qui  se  pasise  avant  et  après  le  point  dont  on  veut 
connaître  la  nature  ;  en  sorte  que  la  recherche  des 
points  singuliers  se  réduit  à  cette  règle  aussi  générale  que 
sùire^  et  qui  n'exige  que  l^emploi  du  Calcul  différen- 
tiel :  on  obtiendra  généralement  l* indication  de  Vahs  • 
^  cisse  à  laquelle  répond  un  point  singulier j  en  alurchant, 
dans  quel  cas  les  coefficiens  différentiels  y  à  partir  d'un 
I  ordre  quelconque  ^  dei^iennent  nuls\,  ou  infinis^  ou  |  ; 
on    assignera   l'espèce  du  point j     i^.  en   examin^nt^ 
combien  il  passe  de  branches  de  la  courbe  à  ce  point  j. 
"*  e|  si  elles  é'étendentou  non  en^deçà  et  au-delà;  2^.  en 
déterminant  la  position  de  leur  tangente  ;  3**.  le  sens, 
dans  lequel  elles  tournent  leur  concapité  (*). 


(^)  En  quittant  ce  sujet ,  je  ferai  observer  que  la  marche  suivie- 
clans  ce  qni  précède,   pour  déterminer  les   points   singuliers   des 
courbes,  était  déjà  tracée  dans  le  premier  Toloinedu  Traité  du  Cal- 
cul différentiel  et  du  Calcul  intégral,  i'«  édition,  et  c^Qc  la  i^lc 
cirdcssus  so  trouve  dans  U  première  édiûain,de  cet  abrégé. 


\ 


Recherche  des  vraies  valeurs  de^s  expressions 
,         qui  devienrèent  ^. 

94*  ^^  ^  vu  dans  ce  qui  précède  y  que  les  coefficiens 
différentiels  .se  présentaient  quelquefois  sous  la  forme 
§  qui  parait  indéterminée;  cependant  ils  ont  toujours 
une  valeur  déterminée  qu'il  peut  être  utile  de  connaître^ 
et  à  laquelle  on  parvient  par  les  principes  que  |e  vais  ; 
exposer. 

Supposons  d'abord  ces  coefficiens  donnés  înmiédiate- 
ment  par  la  variable  indépendante.  Lorsqu'ils  sont  sous 
une  forme  fractionnaire,  si  leur  numérateur  et  leur  dé* 
nomînateur  ont  un  facteur  commun ,  la  valeur  qui  le 
fera  évanouir  donnera  |  :  cependant  il  est  visible  que 
toute  expression  de  la  forme 

P(ar  —  g)» 

qui  devient  ~  quand  x  -=:  a,  ^  néanmoins  une  vraie 
valeur  qui  est  nulle,  finie  ou  infinie,  selon  que  m^n^ 
m-^^zTiyjTKCn,  puisqu'en  effaçant  les  facteurs  communs 
h.  ses  deux  termes ,  on  obtient 

ou       -rr  ,       ou 


Il  serait  bien  facile  d'arriver  à  ces  résultats,  si  le 
facteur  x-^a  était  en  évidence  comme  dans  l'exemple 
du  n"  85  ;  mais  on  peut  toujours  l'y  mettre  par  la  con- 
sidération du  cbangement  des  fonctions,  ainsi  qu'il  suit. 

,    X  , 

Soit  ■==;  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 
Ji. 

nominateur  s'évanouissent  tous  deux  quand  x^za-y  en 

substituant  a+h,  au  lieu  de  Xy  les  fonctions  J^  et  ^ 

se  développeront  en  séries  de  la  forme 


\ 
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Ah^  +  Bhfi+ etc.,        A' h*'  +  i5'A^'+  etc. , 

^  ascendantes  jc^est'k'dïrej  dans  lesquelles  les  expo- 
sans  «>  /Sy  etc.,  iront  en  croissant  et^rontpositiâ^  puis- 
que ces  séries  doivent  dcTenir  nulles  4^uds  Phypotbèse 

de  A  =  o ,  qui  répond  à  celle  de  ir=  a  :  au  lieu  de  la 
fraction  proposée  >  on  aura  donc 

Ah'^'h  Bhfi+ etc. 
Ah'^'+B'h^'  +  etc.  ' 

expression  dont  les  deux  termes  ont  un  facteur  com- 
mun,  en  h  ,  et  qui  peut  présenter  les  trois  cas  «^«, 
«rr«'  et  «"^«. 
Dans  les  deux  premiers,  elle  se  réduit  à 

^'  +  ^';i^'~'*'  +  etc.     ' 

et  si  l'on  y  fait  A=o,   pour  reTenîr   à  la  valeur 

X  '' 

que  prend  -=^ ,   quand    x  =  ay  le   résultat   est  nul 

toutes  les  fois  que  «  surpasse  « ,  et  est  égal  à  --p ,  lors- 
que «  =  «'.  Dans  le  troisième  cas,  au  contraire.,  où 
a  <  et',  on  a  • 

^  +  gA^^**  +  etc. 

ce  qui   devient  infini  par  la   supposition  de  A  =  o. 

Dans  tous  les  cas,  la  vraie  valeur  ne  dépend  que 
du  premier  terme  de  chaque  série. 

Ainsi',  pour  trouver  la  vraie  valeur  des  foncti<Mis 
qui  se  présentent  sous  la  forme  indéterminée  f ,  c/t^r* 


|38  TtLAni  iiiicEifTAiRs 

chez  le  premier  terme  de  chacune  de$  sérif»  ascendantes 
qui  expriment  le  déifeloppement  du  numJrateur  et  du  dé~ 
nominateurj  lorsque  xssa-f-by  réduisez  à  sa  plue  ùmtplB 
expreseion  la  nouçelle  fraction  formée  de  ces  premier» 
termes^  et  faite$  ensuite  h  =  o  .*  ié  résultat  que  voua 
obtiendrez  sera  fa  vraie  valeur  que  prend  la  fraction 
préposée  lorsque  x  =  a. 

95.  Quand  le  secoiid  état  des  foirions  Xel  Xy 
correspondant  à  s  =  a  +A^  pei^t  re  développer  parle 
théorème  de  Taylor ,  on  obtient 

^  "^  dx  I  "^  cb^   ï.a  "t-  ^jP"  7X3  '^^^^' 
^,,  dXA   .  d>X'  A>  ^i?X     W     ^   ^    ' 

^  +  -dJ7+d?"7:i  +  'dirrini"*-"^^- 

et  si  la '-valeur  4p==^a  fait  disparaître  X  et  ses  coefiî- 

oens  diflPérentiels  jusqu'à  Pordrç  m ,  X'  et  ses  coefficient 

différentiels  jusqu'à  l'ordre  n,  la  fraction  proposée  se 

féduit  à 

d"»X  h^ . 

-T— jrt" 5 —  4-  etc. 

d«^  tP'  ~~  ' 

-r— :-T-^ f-  etc. 

quantité  qui  sera  nulle  si  m.^  n^  in0nie  si  ni<^n,  et 

,    ,    ,  d"X     . 

^     *  d^  *^   w»=  ». 

Venons  aux  applications. 

X^^""  I 

g6.  i^.  La  formule  — : — quiexprimelaspmmedcs 

»  premiers  termes  de  la  progression  par  quotieiU 
Hilxlx^l  x^l  etc.  f  devient  l  quand  :v=i;  cepeniclant 
celte  somme  9  dans  la  progression  f?  i  !  i  ;  1  I  i  I  etc.  à 
laquelle  on  est  conduit  alors  ;  a  une  valeur  déterminée, 


et  égale  a  n>  qi^e  la  rkg^i^  précéd^ate  ^a  nous  dbnper 
aiu$i.  £n  leSet;  après  avoir  diSi^peutié  le  i^iiinérateur 

et  le  dénominateur  de  Texpression       ■      ,  on  trouyé 

iwf**""*djp 

— T ,  et  en  écrÎTant  i  an  Iteade  jp,  îl  yient  n. 

,                  ax^  •—  2acx  -4-  ac^     ,        « 
a'^.LaTraieyaieurder-: ,       !  ■,  \y  dans  le  cas 

ah  «=Cy  ne  pent   s'obtenir  i^u'ç^près  deui^  différen- 

tiationsy  car  la  première  donne      *      .- ,  résultat  qui 

deyient  encore  -;  mais  en  le  différentiant  on  trouve  t* 

o  » 

,     3°.  Si  l'op  cherche  la  yaleor  de  la  fraction 

lorsque^  xzs^a,  on  trouvera,  après  avoir  diffi^entié 
une  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur,  que  le 
premier  seul  devient  encore,  nul  quand  on  met  a  an 
lien  de  «;  ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu 
lieu  pour  la  fonction 


a+  —  2c^x  +  !iax^ — «♦ 

a*— ô*        ,       .       o 

4*-  La  fonction  transcendante •  qui  devient - 

X        ^  o 

lorsque  x=:o,  étant  traitée  de  même,  donne  a^la-^b'lb, 

qui  se  réduit  à  la  — 16. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 

fonctions  a*  et  b*  leurs  développemens  (27),  car  on 

trouve 

~^=  la-Ii +{(!«)•  _(16)«}  ;^  +etc., 


s 
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et  la  supposition  de  x=o  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à  son  premier  terme.  En  faisant  Popéra* 
tîoQ,  on  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  x  qui  disparaît 
par  la  dirision. 

ro   T     1.      *•       ï  — sinaf  +  cos*         »j   -^  .  o  I 
5^  La  fonction  ^. : se  réduit  a  -  lors- 

SUiX'^CO&X —  I  o 

que  Tare  ^==1?;  mais  en  y  appliquant  la  r%gle>  on 
trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  i. 
6**.  Pindiquerài  encore  les  fonctions 

a — X  —  aXa-^aSx       .  **  —  x 

et 


a— V/aax— ar*  i  — x-fl*' 

dont  la  première  deyient  |  lorsque  «  =  a  ,  et  la  seconde 
lorsque  jf  =  i  :  leurs  vraies  valeurs  sont  respectivement 
—  I  et;  — 2. 

97.  Quand  les  facteurs  qui  s'évanouissent  dans  les 
deusL  termes  de  la  fraction  proposée^  sont  élevés  à  des 
puissances  fractionnaires^  les  développi^mens  ne  pou-* 
Tant  plus  s'obtenir  par  la  série  de  Taylor  (88)^  le 
procédé  du  n®  gS  ne  réussit  pas. 

Si  Ton  avait,  par  exemple ,  ^ f-  ,    quoique    la 

{x—af 

vraie  valeur,  de  cette  fraction ,  lorsque  Ar=a,  soit  (2a)*  > 
on  n'y  parviendrait  jamais  par  la  difFérentiation  :  on 
trouverait  successivement 

^  l  {x--aY 


etc. 


Le  premier  de  ces  résultats  devient  encore  |,  quand 
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on  fait  jir=;a).  et  la  mémQ  supposition  rend  ipfinis  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ehiftcnn  des  sui- 
Tans.  Si  l'on  fait  disparaître  les  expbsans  négatifs,  en 
passant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 
numérateur,  et  vice  versa ,  les  expressions  nouTelles 
qui  naîtront  deoe  changement  se  réduiront  tontes  à  |. 
Mais  si  Von   a   recours  au   développement   immédiat 

stÎTant  la  £»rme  du  n®  94  »    la  fraction  ^ — ^  , 

devient 

^ ^ z=:{2a  +  hy  , 

h*         • 

en  changeant  a;  en  a^h\  et  faisant  à=:  o^  on  obtient 

3 
la  vraie  valeur  (aa)* . 

.Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode 

que  la  dififérentiation ,  dans  le  cas  ou  elle  peut  s'em* 

ployer.  Ce  n'est,  par  exemple ,  qu'après  avoir  différent ié 

quatre  fois  de  Suite  le  numérateur  et  le  dénominateur 

de  la  fraction 


a;* — 2ûje  —  a*  -f"  2a  ^Z  aaaf  — x* 

qu'on  parvient  à  en  trouver  la  vraie  valeur,  dans  lo  cas 
où  «=:«» 

£n  écrivant  a  -f"  A  an  lieu  de  jc,  comme  le  prescrit  la 
règle,  il  vient 

î>.a  *  +  na^h  —  ah^  +  ^'  —  aa*  \/  a* -h  2a  A 

: —  , r- ; 

réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 
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x^\x  =  —,  — „  ;  le  second  roeiidbre  devenant  nul  brs- 

^.       .     .  . 

que  y  est   infini ,  il   s'ensuit  que    x^'Ijr  ==  o ,  lorsque 

100.  La  Traie  valeur  des  coeffieiens  différentiels 
donnés  par  une  équation  où  les  variables  sont  mê- 
lées I  s'obtient  d'une  manière  analogue ,  en  passant 
aux  équations  différentielles  des  ordres  supérieurs.  £n 

effet,  si  -p  et  -r-  s'anéantissaient  dans  le  développe- 
ment de 

Hx  +  Kj+k)-f(x,y)=o  (48), 

il  se  réduirait  à 

+  etc,  3    . 

en  y    faisant  k  =  vhy  on  aurait  pour  déterminer  la 

dy 
limite  de  9-  ,  ou  -~,  l'équation 

ox 

d?  "•"  ^  àxâj^àx'^éj\àxj  ^"^^ 

du  second  degré,  par  rapport  au  coefficient  différent 
tiel  cberché ,  et  donnant  par  conséquent  deux  valeurs 
au  lieu  d'une  seule  qu'eût  fourni  l'équation 

du   ^^AuAy 

dx       dy  dx  ' 

si  elle  n'était  pas  devenue  illusoire  {1^)*  . 

Il  est  facile  de  voir  que  si  les  trois  foiactions 

d^u        d*«        d*M 
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deyenaîent  nulles,  on  tomberait  sur  une  équation  du 
troisième  degré,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  équations  élevées  résultent  des  diflFérentiations 
successives  de  la  première,  en  y  regardant  dx  et  dy 
comme  eonstans  :  mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  s'arrêter 
à  cette  considération ,  parce  qu'on  retrouve  ces  mêmes 
équations  dans  la  suite  des  différentielles  fournies  par  la 
proposée  «  =  o;  car  la  première 

du.du, 

étant  représentée,  pour  abréger,  par 

Mdx  +  Ndjr  -ziz  o , 
sa  différentielle  prise  en  y  regardant  j  comme  fonc- 
tion de  X,  suivant  la  règle  du  n»  5o,  est  de  la  forme    ' 

Pdx^  +  Qdxdy  +  Rdy^  +  JVd^y  =  o , 
et  se  réduisant  à 

Pdx^  +  Qdxdy  +  Rd:y^  ==  o , 
quand  iV=o,  devient  du  premier  ordre  j  elle  donne  alors 

deux  valeurs  de  dy,  et  par  conséquent  àe  —  ,   au    lieu 
d'une  seule. 

Si  les  coefficiens  P,  Ç ,  iî,  s'anéantissaient  aussi ,  il 
faudrait  passer  alors  à  l'équation  diflférentielle  du  troi- 
sième ordre,  qui  deviendrait  du  premier.  On  verra 
bientôt  (io8)  des  applications  de  cette  remarque^  c'est 
pourquoi  je  n'en  donne  point  ici. 

loi.  La  détermination  des  maximums  et  des  mini^ 
mums  étant  l'une  des  plus  importantes  de  l'analyse ,  je 
crois  devoir  la  reprendre  d'une  manière  générale  et 
indépendante  de  la  considération  des  courbes. 

On  a  déjà  vu  (83)  que  le  caractère  essentiel  du  maxi* 
mum  consiste  en  ce  qu'il  surpasse  en  même    temps  les 
Cale,   dijf,  10 


1^6.  TJkAlTi   ii*ia«BNTAlBE 

valeurs  qui  le  précèdent  et  celles  qui  k  mirent  immi'* 
(Uatement  ;  le  contraire  a  lieu  pour  le  mintmum  :  */  0«i 
moindre  que  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  qui  le  surent 
immédiatement. 

Considérons  sous  la  forme  la  plu*  générale ,  le 
développement  du  second  état  de  »  =  £(«)  $  lorsqu'on 
donne  à  *  une  valeur  particulière  a,  et  qu'on  change 
ensuite  a  en  a  +  A  j  et  faisons  en  conséquence , 
u'  =  u+Ph''  +  Qh^+  Rft^  +  etc, 
les  exposans  *,  /3,  y,  etc.,  étant  entiers  ou  fraction- 
naires, mais  ran^  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur, 
en  commençant  par  le  plus  petit.  Cela  posé,  l'état  de  u, 
correspondant  à  a— A  se  déduira  de  u\  en  écrivant 
—  A  au  lieu  de  A*,  et  en  le  désignant  par  i*^,  on  aura 

u,=  u  +  P(-^  hr  +  Ql—hf  +  R{r-h)y  +  etc. , 
d'où'  il  suit  que  les  différences  entre  l'état  primitif  a 
et  les  états  précédens  et  suivans ,  seront 

u^^u^  P{-hr  +  Q(-A)^  +iî(-AF  +  etc. , 

jî^uz^Ph!"  +Qh^  +Rh'y  +etc;  . 
mais  elles  doivent  être  toutes  deux  négatives  quand  u 
est  un  maximum  j  et  positives  dans  le  cas  contraire  , 
et  cela  quelque  petit  que  soit  l'accroissement  h  :  il  faut 
donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  les  premiers  termes 
P{—hY  et  PA*  soient  de  même  signe.  Or,  le  coefficient 
P  étant  une  fonction  de  a,  qui  ne  change  point,  il  faut 
pour  que  la  puissance  «  de  A  ne  change  pas  de  signe , 
que  son  exposant  soit  un  nombre  pair,  ou  une  fraction 
qui ,  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  ait  un  numéra- 
teur pair.  On  aura  alors 

z^^— M  =  PA*  +  etc., 
z*'  — i^=PA*  +  etc.: 
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si  P  a  par  lui-même  le  signe  4~  9  ces  deu^  dtfîérenoes 
seront  poiltites^,  ek  u  sera  un  minimum;  si  P  à  le 
signe  "^9  ce$>méme8  diiFérenoes  seroat  négatiyes^  et  u 
sera  un  m^cueimum» 

102.  Pour  appliquer  1^.  remarque  précédente  à  la 
détermination  qui  nous  occi^pe^  il  faut  distinguer  le  cas 
où  l'expo^nt  A  eçt  entier  ^  ^e  celui  Q&  il  est  frac- 
tionnaire I  lorsqu'on  fait  «=  a. 

Dans  le  premier  cas^  la  série  de  Taylor  s'accorde 
aTecle  développement  de  z^^  au  moins  jusqu'au  terme 

PA*  inclusivement  (89) ,  en  sorte  que 

Ia2««««<(    dx* 

et  puisque  l'exposant  «  doit  être  on  nombre  pair,  quand 
u  est  un  mcLxim^um  ou  un  minimum,  ^  il  faut  d'abord 
que  la  supposition  x-^a,  fasse  évanouir  le  coefficient 

différentiel  j->  qui  est  d'ordre  impair:  a  est  donc  une . 
des  racines  de  l'éqpation  y  =  o.  U  faut  en  outre  que 
cette  même  valeur  ne  rende  pas  nul  -^—^j  ou  que  y  si  cela 

arrive^  elle  rende  nul  aussi  -y^^  mau  non  pas  -7—^ ,  et 

en  général  >  qi^e  le  premier  des  coefficiens  différentiels 
qu'elle  ne  fait  pas  évanouir  soit  d'ordre  pair  ;  elle  rendra 
alors  u  maximum  j  si  ce  dernier  coefficient  est  négatif, 
et  minimum  dans  le  cas  contraire.  Yoila  pour  le  cas 
ou  l'exposant  et  est  entier.  -- 

S'il  est  fractionnaire  et  ^i>  la  valeur  âf=:a;  qui 

10* . 
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donne  au  déTeloppement  de  u'  la  forme  parliculière 
qu'il  prend  alors,  doit  anéantir  tous  les  coeffieien» 
diSërentiels  des  ordres  dont  l'exposant  est<«(89): 

Téquation  j-  =  Oy  indiquera  donc  encore  cette  va- 
leur s  =  a;  mais  pour  s^assurer  si  elle  donne  un 
Ttmximum  ou  un  minimum  j  il  pourra  être  nécessaire 
de  calculer  à  pfioTi  les  différences  u^'-^u  et  i!  ^^u , 
dans  la  supposition  de  A  très  petite^  afin  de  savoir 
si  leurs  premiers  termes  sont  de  même  signe  et  quel 
il  est. 

Enfin  y  quand  a  ^  i ,  j-  détenant  infini ,  <^est  alors 

l'équation 

I 

dx 

qui  indique  la  valeur  x  =  a,  dont  la  propriété  se  dis- 
cute^ comme  il  vient  d'être  dit  pour  le  cas  où  «e^i. 
On  Toit  encore  par  là ,  comme  dans  le  n^  83 ,  que  pour 
embrasser  les  différens  cas  de  la  détermination  des 
valeurs  de  x^  qui  peuvent  rendre  la  Jonction  u  maxi- 
mum ou  minimum  y  U  faut  examiner  toutes  celles  qui 

rendent  —nul  ou  infini  ^  mais  je  pense  que  la  manière 

la  plus  simple  de  faire  cet  examen  ;  sera  le  plus  souTent 

de  chercher  si  j-  change  de  signe  ou  non  (83) ,  aux 

environs  de  la  valeur  trouvée  pour  x. 

L'application  dies  règles  précédentes  à  la  fonction 
M=  &-f-c(âp — a)"*,  qui  m'a  servi  d'exemple  dans  le 
n°  87,  est  trop  simple  pour  s'y  arrêter^  c'est  pourquoi 
je  passerai  aux  questions  suivantes. 
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io3.  Pûrtager  une  quantité  a  en  deusc  parties  j  de 
manière  que  le  produit  de  la  puissance  m.  de  la  pre^ 
mière ,  par  la  puissance  n  de  la  seconde  ^  soii  le  plus 
grand  de  tous  les  produits  semblables  qu*on  pourrait 
fi)rmer. 

Soit  X  une  des  parties  de  a  ;  l'autre  sera  a-^x,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté 
par  M,  on  aura  M;=*~(a— «)",  d*où  on  tirera 

y-  =  mx^Z^Ça  —  xY  —  nx^Ça  —  ar)"""* 
=  [/na  '— mx—  nx]  «""'(a  —  jf)"""'  ; 

et  en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat  ^ 

on  trouvera 

ma 
X  = ; —  ,     *  =;  o ,     jc  =  a. 

La  première  de  ces  valeurs  ré{K>nd  à  un  maximum* 
-car  lorsqu'on  la  substitue  dans  Texpression  générale  de 

-— ,  elle  donne  la  quantité  négative 


Les  deux  autres  répondront  à  des  minimums^  lorsque  m 
et  n  seront  pairs>  comme  on  peut  s'en  assurer  par  l'exa- 
men des  coeiEciens  différentiels,  ou  plus  simplement 
encore 9  en  faisant  â:=ihA  et  xz=:a±h.  On  trouvera 
toujours  un  résultat  positif  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  quel 
que  soit  le  signe  qu'on  donne  k  h,  ce  qui  prouve  que 
la  fonction  proposée ,  après  avoir  décru  jusqu'à  devenir 
nulle,  ne  passe  point  au  n^atif  j  mais  qu'elle  recom- 
mence à  croître. 

1  o4  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  y  désigne 
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dans  Péqttation 

y^  —  imxy  +  a?*—  a*  =  o 
dont  la  différentielle  esX 

{y  —  inx)ày  --{jny  —  x)àx—o  (49)  ; 

il  viendra 

Ay      m  y  —  x 

.T-  =  "'■    '      ' —  9 

ôx      J^  —  ^x 
d'où  Ton  tirera 

my  —  «  ^  o. 

Pour  obtenir  la  valeur  de»,  il  faudra  combiner  cotte 
'  dernière  équation  avec  la  proposée-,  on  aura  par  ce 
moyen 


■X  X* 


m         m 


d'oii  il  résulte 


ma 


d»^ 

Il  reste  à  examiner  ce  que  devient  le  coefiScient  t-j* 

La  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée  donne 
la  suivante  y 

que  la  iiïi*p6sîti6n  de  -p  =  o  réduit  à 

d*y 
iy  —  mx)  j^^  +  i=o, 

et  d'où  l'on  tire 

d*^         ,       —  771 

dx^~  x[i -- mP)' 
en  mettant  pour  y  sa  valeur  en  x»  Il  faut  encore  substi- 
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luer  celle  de  x\  en  le  faisant  on  trouve 


**  a  \/ 1  —  m» 

ce  résultat  étant  négatif ,  montre  que  la  valeur  de  y, 
déterminée  ci*dessuS|  est  un  maximum* 

Exemple  de  Vanalyse  dune  courbe. 

io5.  On  divise  les  lignes  en  difierens  ordres  d'après 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre  ^  parce  qu'elle  représente  l'équatîon  gêné* 
raie  du  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les  lignes 
du  second  et  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équations  montent  au  second  ou  au  troisième  degré,  et 
ainsi  des  autres.  Nevv^ton ,  considérant  que  le  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite,  et  que  les  courbes 
ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le  second  , 
divisa  ces  dernières  en  genres ,  et  nomma  courbes  du 
premier  genre  les  lignes  du  second  ordre ,  'courbes  du 
deuxième  genre  celles  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Les  lignes  d'un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèces 
par  la  considération  des  principales  circonstances  de 
leur  cours. 

S'il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous 
les  degrés,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  qui  représ'ente  tme  équation  al- 
gébrique quelconque.  En  effet,  supposons  que  cette 
équation  étant  résolue  par  rapport  à  l'une  des  indéter- 
minées qu'elle  renferme,  y,  par  exemple,  fournisse  les 
différentes  raôines  JC,  X",  JC*,  etc. ,  qui  seront  néces- 
sairement des  fonctions  de  a:  et  de  constantes;  la  ques* 
tÎQfn  se  réduira  à  examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacune  des  lignes  produites  par  les  équations 

yz=:X,      y^X",      y  =  X',      etc., 
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lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  tant  positives  que 
négatîyes^  que  peuvent  admettre  les  fonctions  XV  X", 
JCy  etc.  9  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  branches  de  la  courbe  qui  représente  l'équa- 
tion proposée. 

L'étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  l'équation  qu'elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  JT,  X",  X*,  etc. ,  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  infinies,  ou  dans  lesquelles  on  puisse 
supposer  x  infini ,  il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cours 
sera  infini ,  puisqu'elles  pourront  s'éloigner  indéfiniment 
de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à  la  fois. 

Dans  les  courbes  algébriques,  une  branche  ne  s'ar- 
rête que  parce  que  l'expression  de  son  ordonnée  devient 
imaginaire  ;  mais  le  cours  de  la  courbe  proposée  n'est 
pas  interrompu  pour  cela  :  il  arrive  seulement  alors 
que  deux  branches  se  réunissent  et  se  continuent  réci- 
proquement. On  s'en  convaincra  en  observant  que  les 
valeurs  imaginaires  de  ^  sont  nécessairement  en  nombre 
pair,  et  que  celles  d'un  même  couple  ont  été  réelles 
et  égales  avant  de  devenir  imaginaires.  En  effet, 
l'équation  proposée  pouvant  toujours  se  décomposer 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré,  si  l'on 
représente  par  y^  —  ^.Py  +  Ç  =  o  un  de  ces  derniers ^ 

on  verra  que  ses  racines,  Pàiy  P^ — Ç,  ne  deviennent 
imaginaires  qu'à  cause  que  Q  devient  plus  grand  que  P*, 
de  moindre  qu'il  était  d'abotd,  et  qu'il  y  a  par  consé- 
quent un  point  où  les  fon<!^tions  dé  Arque  désignent 
les  lettres  P  et  Q,  sont  telles  que  P*=Ç,  ce  qui 
anéantit  la  quantité  radicale ,  et  donne  pour  y  deux 
valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point,   il 
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arrivera  aussi  qu'un  pareil  noinbre  de  valeurs  de  y  de- 
ifiendront  égales. 

io6.  Soit,  pour  exemple  >  l'équation 

y^  — gSûty  +  looaV — x^  =  0. 

< 

Cette  équation ,   résoluble  k  la  nuinière  de  celles  du 
second  degré ,  soit  par  rapport  à  y ,  soit  par  rapport 

ï  X,  donne 

I _ 

^  =  ±:  V/48a*4:  \/!i3o^a^—  looaV  +x^  ; 
et  si,  pour  abréger ,  on  fait 

23o4a^  —  I  ooaV  +  x^  =  2V, 
on  en  tirera  les  quatre  valeurs 

=      V'48a«+V^ÎV-(i),     :k=      V^8a^—\/N  (2), 


dont  il  faut^  d'après  ce  qui  précède^  examiner  la  marcbe, 
pour  déterminer  le  cours  des  lignes  qui  les  représentent. 

On  voit  d'abord  que  les  valeurs  (3)  et  (4)  n©  dif- 
férant de  (i)  et  (2)  que  par  le  signe  ^  doivent  donner 
des  branches  pareilles  à  celles  qui  résultent  de  ces  der-  \ 

nières  ^  mais  seulement  placées  au-dessous  de  l'axe  des  », 
De  plus^  comme  la  fonction  N  ne  renferme  que  des 
puissances  paires  de  Xy  elle  reste  la  même  lorsqu'on  y 
change  -f-  x  en  — jp  ;  ainsi  le  côté  négatif  de  Taxe  des  x 
doit  offrir  des  parties  de  la  courbe  pareilles  à  celles 
qui  sont  du  côté  des  x  positifs,  en  sorte  que  cette  courbe 
est  partagée  par  les  axes  des  coordonnées,  en  quatre 
parties  égales  et  semblables  :  c'est  aussi  ce  que  l'on  voit 
par  l'équation  même,  qui  ne  change  points  quelque  signe 
que  l'on  donne  à  chacune  des  variables  x  et  y» 

Examinons  donc  en  particulier  les  valeurs  (i)  et  (2). 
Elles  ne  peuvent  être  réelles  qu'autant  que  la  valeur 
de  N  est  positive;  mais  cette  fonction,  étant  ration- 
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nclle  et  entière ,  ne  saurait  changer  de  signe  qu'en  passant 
par  zéro  :  les  racines  de  l'équation 

x4-i-  loeaV  +  2304^*^  =  o, 

seront  donc  les  limites  des  valeurs  que  l'on  peut  donner 
à  X,  On  trouvera  que  le  premier  membre  de  cette  équa* 
tion  se  décompose  dans  les  facteurs 

*  —  6a ,     jc  +  6a ,     a:  — -  8a  ,     jc  +  8a  : 

il  sera  donc  négatif  quand  ar}>6a  et  <C8a,  parce  qu'alors 
un  seul  de  ses  facteurs  changera  de  signe  ;  ainsi  la 
courbe  ne  s'étend  point  au-dessus  de  la  partie  de  l'axe 
des  abscisses  comprise  entre  âc  =  6a  et  at  =  8a  *,  ^ais 
depuis  a7=8a,  N  deviendra  positive  pour  toujours. 
On  observera  ensuite  qu'à 

af  =  o,       jr  =  6a,       «=î8a, 
répondent,  dans  l'équation  (i),  les  valeurs 

y^V^a^  y^VW^  y=VW'' 
iG.  a6.  Cette  équation  fournit  donc ,  i**,  une  partie  DF^  fig,  26, 
qui  s'étend  du  point  D^  pris  dans  l'axe  AC^  au  point  F 
Jont  l'abscisse  y^£= 6a  ^  2°.  une  autre  partie  HX, 
qui>  partant  du  point  ^dont  l'abscisse  ji  G=i8a,  s'étend 
à  l'infini  dans  l'angle  BAC,  où  les  ;k  et  les  y  sont 
positifs. 

L'équation  (2}  ne  donnera,  comme  l'équation  (i), 
que  des  valeurs  imaginaires  entre  Ar=:6a  et  ar=:i8a; 
mais  aux  valeurs 

flp=o,     af=:6a,     x  =  8a, 
répondent 

y=o,     y=\/'^\     y^\/'^a% 

qui  font  voir,  i**.  que  l'équation  (2)  donne  une  partie 
jéF  qui  va  se  joindre  à  la  partie  VF,  au  point  F  où  les 
deux  racines  (i)  et  (2)  deviennent  égales;  2**.  que  du 
point  H,  sur  la  partie  HX  fournie  par  l'équation  (i). 


pB   CÀLCUX.   DI^RfiNtlEL.  l55 

part  une  fKnrtlon  HK  résultante  de  Féquation  (a)  clans 

laquelle  y  décrcrft  jusqu'à  zéro  ,  lorsque  48a*  =  V/A", 
ce  qui  îtidt^e  le  point  /  situé  sur  Paxe  des  x)  passé 

ce  point ,  ^/iV  devenant  >  4^^^*  >  la  valeur  (2)  est 
imaginaire  pour  toujours,  et  la  portion  j?/ finit  ii  sa 
jonction  avec  la  portion  correspondante^  située  au- 
dessous  de  l'axe -des  x.  L'abscisse  AI  est  évidemment 
déterminée  par  l'équàtiôu 

(48a»)»  =  23o4a4  _  iooa*x^  +  x^ , 

qui  revient  à 

jF*— lOoaV  =  0, 
d'oii  l'on  tire 

*=o    et    x^=zzh  loa. 

L'abscisse  â;  =  o  étant  celle  du  point  A  déjà  indiqué , 
c^est  x^=^ioa  qui  donne  le  point  / ,  oh  se  termine  la 
partie  HL 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  points  A,  D 
et  /,  se  détermineraient  immédiatement  par  l'équation 
proposée  y  en  cberchalit  ceux  oii  la  courbe  rencontre  les 
axes  des  coordonnées,  et  que  la  discussion  précédente,, 
analogue  à  celle  de  l'équàtion  générale  du  second  degré 
(Trig,  iti),  suffît  pour  faire  connaître  l'étendue  des 
.diverses  parties  de  la  courbe,  mais  n'en  donne  pas  la 
forme  précise.  C'est  au  contraire  ce  que  fait  l'applica- 
tion du  Calcul  différentiel ,  qui  de  plus,  abrège  beaucoup 
la  rechercbe  des  limites  des  brancbeis,  et  a  Tàvantage  de 
montrer  comment  cette  recherche  pourrait  s'effectuer 
lors  même  que  l'équation  de  la  courbe  proposée  serait 
d'un  degré  trop  élevé,  pour  qu'on  pût  obtenir  l'ex- 
pression générale  de  l'une  des  variables ,  par  le  moyen 
de  l'autre. 

107.  Je  oominencérai  cette  nouvelle  discussion,  par 
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l'examen  des  branches  înlînîes  de  la  courbe  proposée. 
L'inspection  des  valeurs  àey  (io6)  nous  a  déjà  fait  con- 
naître que  cette  courbe  a ,  dans  chaque  angle  des  coor- 
nées  y  une  branche  pour  laquelle  les  variables  x  et  y 
sont  infinies  en  même  temps  ;  mais  sans  recourir  aux 
formules  citées ,  si  l'on  fait  y=2tXy  l'équation  de  cette 
courbe  se  divise  par  x\  et  devient 

tV  —  96a»/»  +  looa*  —  **  =  o , 

d*o&  l'on  tire 

looa*  —  û6aV 
X*  =  2j 

résultat  qui  donne  x=.ih  infini^  lorsque  1^=  i  /et  alors 

y=-x. 

On  aura  ensuite  (73)     *    ,  .^ 

ix  _  x^  —  5oa  V  —  y^  +  48gy 
*  ~^  d^  ""  x^  —  5oa*x  ' 

__     ày  _  y^  —  48ay  —  x^  +  Sog^'ar* 
^       ^  Ax^  y^  —  ^8ay 

expressions  qui ,  lorsqu'on  y" met  pour  y^  sa  valeur  ^  se 
réduisent  à 

5ogV^48<gy       48ay— SoaV 

diminuent  sans  cesse  à  mesure  que  x  et  y  augmentent» 

et  dont  la  limite,  quand  ar  et  y  =±:  infini,  est  zéro. 

On  voit  par  là  (78)  que  la  courbe  proposée  a  deux 

asymptotes ,  passant  par  l'origine  des  coordonnées.  Pour 

achever  de  les  déterminer,   il  faut  prendre  dans  la 

dy 
même  hypothèse,  la  limite  de  l'expression  de-r-;  et 

formant  toutes  les  combinaisons  des  signes  -f~  ^^  ~~> 
on  trouvera  ±:  i  ,  ce  qui  fait  voir  que  les  asymptotes 
cherchées  font  avec  l'axe  des  abscisses^  des  angles  ±o^,5: 


N 


DE   CjkLCUL   DIFFiRENTIBL.  l57 

on  ne  les  a  point  tirées^  afin  de  ne  pas  trop  compliquer 
la  figure. 

108.  Venons  maintenant  aux  points  singuliers  delà 
courbe  que  nous  discutons.  Son  équation  différentielle 
première, 

(jy^'-lfia^y^ày  +  (5oa**  —  x^ix  =  o  , 

donne 

ày «^  — 5oa'* 

djf       j^— 4^a*^* 
En  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  ce  coefficient  diffé- 
rentiel, on  trouve  »=o  et  «'*— 5oa*=:o.  La  pre- 
mière Taleur  àex^  substituée  dans  Féquation  proposée, 

conduit  à  ^^=0,  et  y'=àz  V^gôo*  ;  mais  comme ,  en  fai- 

dv      o 
sant  *=o  et  v=o,  il  vient  —•  =  - ,  il  faut,  suivant  le 

procédé  du  n^  100 ,  passer  à  l'équation  différentielle  se* 
conde,  que  la  supposition  ci  dessus  réduit  à    • 

— 48a%*+5oa«dar*  =  o,     d'où    ^  =  dt^/^. 

Il  suit  de  ces  valeurs,  qu'au  point  A  j  la  courbe  est 

touchée  par  deux  droites,  faisant  avec  l'axe  des  abscisses 

des  angles  dont  les  tangentes  trigonométriques  sont 

l/lô_»5t/i      i/H  —  _5|/i 

K4«  —  4r3>  y  ^%  —       ^V'Z  y 

et  que  c'est  par  conséquent  un  point  multiple  (85) • 

Pour  acbever  de  connaître  la  forme  de  la  courbe  à 

ce  point,  il  faut  savoir  de   quel  côté  les  branches 

tournent  leur  concavité,  et  déterminer  en  conséquence  le 

dV 
signe  de  -^  avant  et  après,  ce  qui  pourrait  entraîner 

des  longueurs,  à  cause  que  les  deux  variables  entrent  à 

la  fois  dans  son  expression.  On  arrive  plus  promptement 

but,  en  cherchant  la  valeur  de  ce  coefficient  donnée. 
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pour  le  point  méme^  par  Téquation  différeotielle  troi- 
sième, que  la  supposition  de  x:=:o,*yc=z6,  réduit  à 
i44^*dj'd?^  =  o,  et  d'où  il  faut  nécessairement  con- 

d*v  dy 

dure  ^-^  =r  o,  puisque  -p  >>'^    pas  nul.  Le  second 

coefficient  différentiel  étant  égal  à  zéro,  passons  au 
troisième  qui  se  tire  de  la  différentielle  quatrième. 
Celte  dernière,  en  y  faisant  ar,  j'  et  d^y  nuls,  se 
réduit  à  . 

Ton  en  déduit  alors 

àxix^     dx^  '     dx^     ±3aa»V/f|' 

en  mettant  pour  -j-  sa  valeur  ±  \/  ^.  Par  ce  moyen 

l'expression  de  la  distance  entre  la  courbe  et  sa  tangente, 
pour  l'abscisse  ar  +  A  (76),  devient 

r  =  ifcitiii— ;  -^  +  etc., 
SaaV^lf  1-2.3 

ce  qui  montre  que  la  branche  touchée  par  la  droite  jéJL 

qui  répond  à  la  valeur  positive  de  ^,  est  au-desaus  de 

cette  droite  du  côté  des  abscissies  positives,  et  au-des- 
sous, du  côté  des  abscisses  n^atives,  et  que  le  contraire 
a  lieu  pour  la  branche  touchée  par  la  droite  j^L'  ;  qae 
par  conséquent  chacune  des  branches  de  la  courbe  subit 
au  point  ^  une  inflexion. 

1 09.  Je  reviens  aux  valeurs  ,y=db  v/g6a*±=:rb4''  V^  6* 

d'Y   . 

Elles  rendent  véritablement  nulle  l'expression'  de  ~  , 

puisqu'elle  ne  font   pas  évanouir  son  dénominateur  : 


I 
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àîhsî ,   aux  points  D  et  1/  que  ces  valeurs  indiquent^ 

!a  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 

On  reconnaîtra  qu'au  point  D  l'ordonnée  est  un  maxir' 

d*y 
mum  positif^  soit  encberchantce  que  devient -=-=^  C**^*)» 

■  »  • 

soit  en  s'assurant  que  l'ordonnée  qui  la  précède ,  et  celle 
qui  la  suit  immédiatement  y  sont  toutes  deux  plus  pe- 
tites. Ces  deux  moyens  sont  également  faciles  ici ,  d'abord 
le  deuxième,  puisqu'on  a  les  valeurs  de  ^  (106),  et  qu'il 
s'agit  de  celles  où  le  second  radical  a  lè  signe  +. 
Quant  au  premier  moyen,  l'équation  différentielle  se- 
conde,  en  y  faisant  *  =:  o,  j'  =  ±:  ^/gôa*  et  —-sro, 

dV 
donne  tout  de  suite  la  valeur  de  j-- ,  avec  le  signe  — 

pour  le  point  D,  ce  qui  indique  bien  un  maximum, 
et  avec  le  signe  +  pour  le  point  Z>',  qu'il  faut  con- 
sidérer comme  un  minimumj  puisque  toute  augmenta- 
tion dans  le  sens  négatif  revient  à  un  décroissement 
par  rapport  aux  quantités  positives. 

Il  reste  encore  à  examiner  les  racines  de  l'équation 

^'*— 5oa*  =  o,    savoir    a?=d:z5aV^2. 

En  les  substituant  dans  l'équation  proposée,  elles  rendent 
imaginaires  les  exprifssions  de  y^  et  par  conséquent 
n'appartiennent  point  à  la  courbe. 

1 10.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  x  et  de  y^ 

qui  peuvent  rendre  infinie  celle  de  ^.  Égalons  pour 

cela  son  dénominateur  à  zéro,  ce  qui  fournira  l'équa- 
tion .y^ — ^8a''yz=z<>,  d'où  il  résulte  ^^=0  et  yr=:±.  y^^QaK 
Lia  première  valeur,  mise  dans  l'équation  de  la  courbe , 
donne  looaV  —  ap*=05  et  l'on  en  conclut  *r=io, 
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«  =  ztioa.  La  racine  ar=ro'  indique  encore  le  point 
multiple  placé  k  l'origine  A 'y  les  deux  autres  répondent 
aux  points  /  et  fy  ou  la  courbe  rencontre  de  nouveau 
Paxedes  abscisses^  mais  de  manière  que  sa  tangente 
est  perpendiculaire  à  cet  axe,  puisque  les    valeurs 

«=±ioa  ne  font  point  évanouir  le  numérateur  de  v"« 

On  voit  que  ce  sont  les  points  à  partir  desquels  les 
valeurs  de  y ,  oi  le  second  radical  a  le  signe  — ,  de- 
viennent imaginaires  pour  toujours.  On  pourrait  les 
considérer  comme  des  maximums  par  rapport  à  la  va- 
riable xetk  l'axe  AC\  et  on  les  constaterait  par  Pexa- 


d' 


'X 


men  des  valeurs  correspondantes.de  -p-^,  obtenues  en 

considérant,  dans  les  dififérentiations ,  x  comme  fonc- 
tion de  y,  au  lieu  de  prendre  y  pour  une  fonction  de  x. 

tiCs  deux  dernières  valeurs  j==db  \/^Sq*=di^a  V^3 , 
conduisent  à  Ar=  ±: 6a ,  x = rh  8a  ;  l'un  de  ces  résultats 
fait  connaître  le  point  ^  et  ses  ànalc^es ,  l'autre  le 
point  H  et  ses  analogues*  Dans  tous  ces  points  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses;  et  la 
Courbe  n'ayant  point  d'ordonnées  réelles,  depuis  x=6a 
jusqu'à  *  =  8a,  c'est-à-dire  sur  l'espace  EG,  cette 
circonstance  suffît  pour  faire  voir  comment  elle  doit 
être  tournée  à  l'égard  de  sa  tangente,  aux  points  F  et  If. 

III.  Après  avoir  déterminé  la  nature  de  tous  les 
points  singuliers,  indiqués  par  le  coefficient  différer^tiel 
du  premier  ordre,  il  faut  encore  chercher  si  les  coeffi- 
ciens  des  ordres  supérieurs  n'en  manifesteraient  pas 
d'autres.  Pour  cela  il  faut  considérer  d'abord  le  coef- 
iicient  différentiel  du  second  ordre  ;  son  expression  gé- 
nérale est 
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3x»  —  5oa»  —  (3  y*—  /{Sa^)^] 

elle  devient  J,  lorsque  x  et  y  sont  nuls;  mais  nous 
n'aTOQS  point  à  nous  arrêter  sur  ces  valçurs  ^  puisque  le 
point  A  auquel  elles  appartiennent  est  suffisamment 
discuté  (io8). 

La  supposition  de  ^* — 4Sa*r=o,  qui  lait  évanouir  le 
dénominateur^  ne  doit  pas  nous  arrêter  non  plus ,  parce 
que  nous  savons  qu'elle  répond  aux  points  F  et  H{\  i  o); 
mais  le  numérateur  étant  égalé  à  zéro  y  donners^  une 
équation  qui  peut  indiquer  d'autres  valeurs  que  les  pré- 
cédentes. Cette  équation  est 

Sot»  —  5oa^—{3y^—  48a*)  ^"^  =  o  j 

il  faut  en  chasser  -r-  au  moyen  de  son  expression  géric-' 
raie  ,  et  faire  disparaître  le$  déBominateurs  :  on  obt iendpn 
(3**— 5oa*)  (/^48a V)'— (3 j^*—  48a*)  (x'—  Soa^xf  =  o  . 
résultat  auquel  on  peut  donner  la  fpr^ie 
^•(^'^48a»)»(3x»— 5oa»)  — ar'(ar*— 5oa*)«(3j^»-  48a*)  r=  o. 

Si  maintenant  on  observe  que  l'équation  proposée  re- 
tient elle-même  à 

( j,»_  48«*)»—  (**  —  Boa^y  -f  1 96a4  =  o  , 
et  qu'4]^n   preçqç  dans  cette  équation  la  valeur  de 
(y*  — 4^*)*>  P^**^  ^^  substituer  danç  la  précédente,  on 
trouyera,  apfnè^  ka  réductions  y 

(^^Soa*)^  {nSy  —  s^4^)  +  98aVH3«'  —  Sou"")  =  o. 
Eu  tirant  de  cette  dernière  la  valeur  de  y*  pour  la  subs- 
tituer dans  la  proposée ,  on  aura  une  équation  finale 
Cale,  dlff,  1 1 


qui  ne  contiendra  plus  que  x ,  et  dont  il  faudrait 
discuter  le»  racines,  ainsi  que  je  l'ai  fait  dans  les 
articles  précédens^  mais  comm^Ja  marche  des  branches 
de  la  courbe  indique  suffisamment  l'existeuce  des  points 
d'inflexion  /iC ,  placés  entre  les  points  Hétl^on  pour- 
rait se  borner  à  la  résolution  de  l'équation  finale  dont 
nous  venons  de  parler,  pour  obtenir  la  valeur  précise  de 
l'abscisse  de»  points  Xj  ce  qui  serait  encore  fort  diffi- 
cile, à  cause  du  degré  auquel  s'élève  cette  équation  : 
ainsi  il  sera  souvent  nécessaire  de  recourir  à  des  moyens 
particuliers,  pour  déterminer  les  points  singuliers  des 
courbes.  Le  développement  de  l'ordonnée  en  série, 
est  un  de  ces  moyens  ;  mais  il  ne  saurait  entrer  dans 
un  traité  élémentaire  (*). 

Des  courbes  transcendantes. 

iifl.  Je  n'ai  considéré  jusqu'ici  que  des  courbes  al- 
gébriques; je  vais  maintenant  faire  connaître  quelques* 
unes  des  courbes  transcendantes  les  plus  remarquables: 
on  nomme  ainsi  celles  dont  l'équation  ne  peut  s'obtenir 
en  termes  algébriques.  Je  m'occuperai  d'abord  de  la 
Logarithmique  ou  delà  courbe  dans. laquelle  les  or- 
données sont  les  logarithmes  des  abscisses.  La  manière 
la  plus  simple  de  la  construire  par  points,  afm  de  s'en 
former  UBé^  idée,  est  de  diviser  l'axe  des  abscisses  en 
partiel  égales,  pour  représenter  les  nombres,  , et  de 
pvéndre  les  logarithmes  correspondans  dans  les  tables , 
pour  les  porter  sur  les  ordonnées. 

Suivant  ce  procédé,  «on  équation  est  ^=k;  et 
quand  on  prend  *  =  i,  il  vient  ^  =  o,  ce  qui  fait  voir 


(*;  On  en  trouvera  les  principes  dans  le  I«r  vol.  du  TraUe  in-4' 


t)u^elle  rencontre  Taxe  jiB  au  pomt  Ê,  fig,  27  ^  ciSi  rio.sfi 
Fabscisse  ^^  est  égale  à  l'unité*  La  branche  EX, 
qui  répond  aux  abscisses  positivies  plus  grandes  que 
l'unité,  est  infinie)  puisqae  les  logarithmes  de  ces 
abscisses  croissent  toujours.  .Dans  la  partie.  ^£9  oh 
les  abscisses  sont  des  fractions ,  lâs  ordonnées  sont 
négatives  et  augmentent  à  mesure  que  oes  fractions 
diminuent)  en  sorte  qiie  la  branche>&v  a  pour  asymptote 
la  partie  négative  Ac  de  L'axe  des  ordonnées  :  ;eDfin  la 
logarithmique  ne  s'étend  point  du  côté  des  abscisse^ 
négatives  y  parce    que  leurs    logarithmes  sont  im^i^ 

naires  (*)• 

En  faisant  faire  un  quart  de  révolution  à  la  figure , 
les  abscisses  deviennent  les  ordonnées  ^  on  a  x=:\j^'^  et  si  4 
désignelabase  du  système,  il  en  résulte  l'équation  yzsza', 
dans  laquelle  les  logarithmes  sont  les  abscisses. 

On  peut  alors,  par  des  moyennes  proportionnelles 
Urées  du  cerde ,  trouver  autant  de  points  qu'on  vou^ 
dra  de  la  logarithmique ,  puisqu'aux  abscisses 

*  =  ii    *  =  f)etc.,    flp=:^,  etc., 

répondent  les  ordonnées 

=  ya.tfyzrz ,etc.)  ^=  Vi.  k  a.i,  etc* 

Joignant  à  ces  valeurs  dé  ^  celles  qui  se  présentent  - 
d'elles-mêmes ,  lorsque  x  est  un  nombre  entier,  on  aura 
un  prpcédé  graphique  très  simple ,  pour  tracer  par 
points  une  logarithmique ,  sans  le  secours  des  tables. 

Il  est  tisible  que  les  logarithmiques  ne  différent  qu'à 
raison  de  la  basC)  ou  du  module  du  système  qu'elles 
représentent 


3^ 


■ridfc 


(*)  Foyez ,  à  la  fîii  de  cet  ônyrage,  là  note  tl ,  el  le  I*^  vol.  élil 
Traité  in-4«» 

tt.. 


*  1 13,  En  différetttîafnt  Téquatibn  j^  =  Ix ,  îl  vient 

• 
tm  voit  par  là  que  la  tangente  de  cette  courbe  est  per- 
l^endiouldire  à  la  ligne  des  abscisses  lorsque  *  =  o ,  et 
Wélk  ne  lui  est  parallèle  qu'en  supposant  a?  infinie  (83), 
Vexpf^BiBioa  générale  de    la  soutaugente  (66)    donne 

pT'-^ïâ'j  mais  en  cbassant  j^,  on  introduit  le  loga- 
rithme de  X  i  ainsi  cette  expression  est  transcendante. 
Cependant,  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  Taxe  JC, 

on  aura  OD  =  -r^  =  ^9  résultat  bien  remarquable^ 

d* 

puisqu'il  montre  que  la  soutangente  OD  est  cons- 
tante et  égale  au  modtile,  pour  tous  les  points  de  la 
courbe.  On  trouverait  de  même  que  la  tangente,  la 
sounormale  et  lu  normale,  prises  par  rapport  à  Paxe 
j4B  sont  transcendantes  à  cause  que  l'ordonnée  y  entre 
dans  leur  expression ,  mais  qu'elles  deviennent  algé- 
briques, lorsqu'on  les  considère  à  l'égard  de  l'axe  AC. 
Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure.  On  a 


Je  ne  m'arrêterai  point  à  considérer  la  développée, 
qui  ser^tit  nécessairement  transcendante  *,  j'observerai 
seulement  qu'on  pourrait  obtenir  immédiatement  Téqu**- 


( 


DC  CALCUL    DlFfillENTUEL.  l65 

tîon  difiërentielle  de  cette  courbe  ;  ea  éliminant  par  le 

moyeu  des  valeurs  de  y'-^  ^  y  de  a:  —  et  et  de  leurs  dLf- 

ix 
férentîeUes,  Xf  àx  et  d^,  de  Féquaiioa  àyssLM  — • 

X 

II 4-  La  cychïde  ou  la  courbe  décrite  par  un  point 
pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne,  droite  donnée  de  posi- 
tion ,  est  encore  une  courbe  transcendante  ;  la  reta* 
tion  entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses  >  dépend  àes 
arcs  du  cercle  générateuf  :  voici  comment  on  peut 
l'exprimer. 

L'origine  du  mouvement  du  cercle  étant  arbitraire , 
je  la  prends  au  point  A,  fig.  28  ,.  où  le  point  décri-  Fic.aS. 
i>ant  M  se  trouvait  sur  lar  droite  ^^  parcourue  par 
le  cercle  .générateur  QMG,  Pu3S(|ue  ce  ceinte,  eu  leoi»- 
laut,  applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AB  ,  il  est  évident  qi;e 
lorsqu'il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque 
QMGy  la  distance  ^Q  est  égale  à  l'arc  MQ  ^  corn*  , 
pris  entre  le  point  M  qui  toucbait  la  droite  AB  eu  A , 
et  le  poîut  Q'qui  la  toucbe  dans  la  position  actuelle. 

Si  l'on  élève  sur  AB,  parle  point  Q,  la  perpendiculaire 
QO,  qui  passera  par  le  centre  du  cercle  générateur, 
et  qu  ou  mène  MN  parallèle  à  AB  y  MN  sera  le  sinus 
de  l'arc  MQ,et  NQ  en  sera  le  âiiià»*^rse  (^Trig,  S). 

Posant  donc         QO=a,  AP==x,  PM=iQN=::y, 

on  aura  ; 

x=^AQ — JPQ=:arcil/Q— sinMÇ,  ^  =  sin.verse5/Q, 

MN  =  sin  MQ  ==  l/aaj — j/*; 

et  en  faisant  usage  de  la  •  notation  employée  sur  la 
page  59 ,  on  écrira 
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X  =  arc  (sîn.  vçrse  =  j<)  —  K  ^«JK'  —  J*« 
Cest  là  Féqiiation  primitive  de  la  cjcloïJe  (*). 

L'are  MQ  peut  ausf  i  s'indiquer  par  son  cosinus  OA^^ 
ou  a— -^  :  on  le  fait  disparaître  par  la  différentia- 
tion^  en  se  serrant  de  la  formule  du  n®  36,  dans  laquelle 
on  change  Jfl  en  a,  u  en  a-?- r»  x  en  MQ  -,  on  trouva 

d,arcil/Q=: ^ 


y"  lia  j'— y 

^t  Pon  a  ensuite 

d^  =      ^^-^    -  —  '^^~^^^ 

9U  Ax= ^^- ■ 


telle  est  Féquation  différentielle  de  la  cycloïde. 

Lorsque  le  point  dp  contact  est  parvenu  à  une  dis- 
tance j4I  égale  à  la  demi  -  circonférence  du  cercle 
générateur  >  le  point  décrivant  se  trouye  en  IT ,  et  son 
élévation  au-dessus  de  AB  est  égale  au  diamètre  de  ce 
cercle  ;  il  descend  ensuite  jusqu'au  point  ^  ^  0&  le  point 
de  contact  a  parcouru  une  distance  ^jL  égale  à  la  cir* 
conférence  entière. 


('*')  Si  l'ou  Toolait  construire  la  cycloïde  par  points ,  il  sérail, 
commode  d'employer  les  tables  trigonomëtriques^  et  comme  elles 
sont  calculées  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité  ,  il  faudrait 
prendre  dans  ce  cercle ,  un  arc  t  du  même  nombre  de  degrés  que, 
l'arc  Ji/Ç  ;  on  aurait 

arc  MQ  =  ai ,  sin  MQ=ia  sint,  sin.  verse  MQ^sza  sip.  verse  t  ; 
^t  par  conséquent 

ar  =  a(«  —  sin  «i.,        y=z  a  sin.  verse  L, 
ou  y  ce  qui  est  la  même  chose  , 

X  =  a.  5 are  (sin.  verse  r=  -  j  —  U^aay— y?  > . 


• 
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La  cyclûïde  n'est  pas  terminée  à  ce  point ,  car  rien 
ne  limite  la  durée  du  mouvement  du  cercle  générateur. 
On  doit  bien  observer^  dans  laî  description  des  courbe^ 
que  les  diverses  parties  résultantes  d'une  même  consr 
truction  ou  d'un  même  nrouvement ,  appartiennent 
toutes  à  la  raême  courbe.  Ainsi  le  cercle  QMG,  en  con- 
tinuant de  rouler  sur  la  <}roite  jiB,  au-delà  du  point  Z, 
décrit  une  suite  de  portions  semblables  à  AKL\  et  il 
faut  en  concevoir  autant  sur  la  gauche  du  point  A , 
puisque  le  cercle  a  pu  n'arriver  à  ce  point  qu'à  la  suite 
d'un  mouvement  commencé  depuis  un  temps  infini. 
L'équation  de  la  courbe  conduit  à  ces  remarques  ;  car 
rien  n^empêche  d'j  supposer  l'arc  MQ ,  augmenté 
ou  diminué  d'autant  de  circonférences  qu'on  voudra. 
On  voit  d'ailleurs  que  y  ne  pourra  jamais  surpasser  2a. 
Il  suit  de  là  que  la  cycloïde  y  conçue  dans  toute  l'éten* 
due  qu'elle  doit  avoir ,  peut  être  coupée  en  une  infinité 
de  points  y  par  une  même  ligne  droite. 

II 5,  Rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir  les  exprès- 
cions  de  la  soutangente  et  de  la  tangente ,  de  la  sou- 
normale  et  de  la  normale,  dans  cette  courbe.  On 
trouve,  par  les  formules  générales  du  n°  66, 

V/2a^  — j*  i/2aj^  — j^* 

PR  =  V^ay—f' ,  MR  =  V^y^ 
On  peut  construire  ces  valeurs  d'une  manière  trjbs 
simple;  car  il  est  aisé  de  remarquer  que  PMouy  étant 
considéré  comme  l'abscisse  QN"  dans  le  cercle  généra- 
teur QMG ,  la  valeur  donnée  ci- dessus  pour  PR  est 
précisément  celle  de  l'ordonnée MiV  de: ce  cercle,  et 
que,  par  conséquent,  la  normale  se  confond  avec  la 
corde  de  l'arc  MQ,  comme  on  peut  le  voir  aussi  pac 
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l'expression  de  MB.  Il  suit  de  là  que  là  tangente  MT 
est  le  prolongcnnient  de  la  corde  MG.  Maintenant  si  Ton 
•décrit  sur  IK,  comme  diamètre,  un  cercle  qui  sera  égal 
an  cercîe  générateur,  et  que  l'on  prolonge  la  droite 
JUjV  jusqu'en  m ,  il  est  visible  que  leâ  cordes  m/ et  mK 
serottt  égales  et  parallèles  aux  cordes  MQ  et  MG\  il 
suffira  donc,  pour  construire  la  tangente  et  la  nor- 
male iatis  un  point  donné  M ,  de  rapporter  ce  point 
sur  le  cercle  fixe  ïmKy  en  tirant  la  droite  Mm  pa- 
rallèle à  JB ,  et  de  mener  bnsuile  MT  parallèlement 
«  mK  „tt  MQ  parallèlement   à  ml  (*). 

1 16.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
£a  différentiant  l'équation 

j'obtiens  ,  puisque  ûx  est  constant , 

réduisant  et  divisant  par  y ,  il  yient 

o  =5  (aû^— j^*)  d V  +  «^.y*  t 
d'oii  je  tire 

dV  = =^  : 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  d^  dans  Véxpression 
du  rayon  de  courbure  (81),  je  trouve,  après  les  réduc- 


(^)  Si  Ton  plaçait  au  point  /  l'origiDe  des  abscisses ,  on  aurait 
PI^±z  Mn  ^=^*Mm  -f-  mn  ;  mais ,  dans  le  parallélogramme  MQIni , 
Mmss=IÇ,  et  déplus 

donc  Mn  =  arc  Km  -f>  smATiM,  ce  qui  reod  bien  facile  la  cons- 
truction de  ]a courbe;  par  points,  en  donnant  diverses  valeurs  à  Km, 
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tîons  nooessaireS; 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  rayon  de  courbure  MM' 
est  double  de  la  normale  MQ,  et  quUI  ne  peut  par  con- 
séquent devenir  plus  grand  que  le  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur ,  diamètre  qui  est  à  la  fois  l'ordon- 
née et  la  normale  au  point  K  de  la  cycloïde ,  correspon- 
dant à  Fabscisse  jil  (i  i4}* 
Les  expressions  de  a:  —  «etde^-*-^  donnent  ensuite 

on  conclut  de  là 

^=  — i?,         «  =  *— aV/— 2a/5  — /8». 

£p  sabstitoaiit  ces  valeurs  dans  l'équation  primitive  de 
la  cycloïde^  et  réduisant,  on  obtient 

.«  =  arc  (sîn.  verse  =  —  ^)  -f-  y — 2afi — /8*, 
résultat  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  cette  équa- 
tion.  I^e  radical  V^<^2a/8  —  j8*  devient  semblable   à 

V/aaj^— ^*  lorsqu'on  fait  /3=— 2^4-/8',  ce  qui  re- 
vient à  prendre,  au  lieu  de  l'ordonnée  EM'y  toujours 
négative ,  l'ordonnée  P'M'  rapportée  à  un  aie  y4^B' 
placé  au-dessous  de  ^^9  à  uûe  distance  ^'/  =  2a. 
Par  cette  transformation ,  il  vient 

tt  r=  arc  (sin.  verse = 2a — /3')  +  i/  2â|/S'— ;8^*  ; 

puis ,  si  l'on  observe  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  composent  lé  diamètre^  sont  supplémens  l'un 
de  Pautre,  et  qu'on  désigne  la  demi-circonférence  par  ît^ 
on  pourra  écrire 

m  =  îT —  arc  (sin.  verse  =  /S')  -|-  ]/zafif  — /8'* . 
Prenant  enfin  «  =  «•— «',  c'esl-à-dire,  substituant  à 


l'abscisse  AE,  l'abscisse  A'P'  ^JI^AE,\\  >Iendr« 

/  =:  arc  (  sin.  verse  =  ^'  )  —  V^aa/S' — fi,'% 
équation  d'une  cjcloïde  dont  Forigine  est  au  point  jf, 
et  décrite  sur  Taxe  jfB^f  par  le  même  cercle  généra- 
teur que  la  proposée^  mais  dans  le  sens  A*B^  contraire 
à  AB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
de  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  En  pro- 
longeant la  droite  GQ  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  A'B' 
en  Qff  et  menant  Ql^^  on  formera  les  triangles  GMQ 
el  QM'Q  égaux  eiltreeux;  l'angle  Qili'Q'sera  donc 
droit;  et  si  l'on  décrit  sur  QQ\  comme  diamètre  y  nu 
cercle,  il  passera  par  le  point  AT,  et  sera  égal  au 
cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  l'arc  M'Q'  est 
le  supplément  ààM^Q^  qui  lui--méme  est  ^al  à  MQ^ 

on  aura 

arc  M'q  =  QMG  —  arc  M Q 

—  Ai—Aqz=:qi:=zj;q, 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  déreloppée  AM*  A^ 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM'(^  ^  roulant 
»  sur  A'B',  de  A'  vers  B' . 

Il  suit  encore  de  ce  qui  précède,  que  la  cyclotde 
est  rectifiable,  puisqu'elle  est  elle-même  sa  dévelop- 
pée, et  que  l'expression  de  son  rayon  de  courbure 
est  algébrique  ;  et  on  en  déduira  ce  résultat  curieux , 
que  l^  longueur  de  l'arc  A'MAy  ou  de  son  égal 
AMK ,  qui  compose  la  moitié  de  branche  décrite  p§r 
une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  est  préci- 
sément la  même  que  celle  de  A*Ky  pu  le  double  du  dia- 
mètre de  ce  cercle. 
Il  faut  remarquer  aussi  que  le  çoeflScîent  diiférentiel  d  li^ 

d*y  CL 

^qond  ordre  -;— ,  étant  égal  à j ,  est  toujours  x^r 

Çjf  y 
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galif,  et  qu'il  devient  inOni  ainsi  que  -p ,  quand  ^  =  o , 

ce  qui  arrive  lorsque  l'arc  MQ  est  nul  ou  égal  à  un  . 
multiple  quelconque  de  la  circonférence  :  lacycloïde  est 
donc  concaye  vers  son  axe,  et  les  points  A,  L,  etc.,  oii  se 
touchent  ses  diiFérentes  branches ,  sont  des  points  de  re- 
broussement  de  la  première  espèce^  d^ns  lesquels  la 
tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  (83). 

XI 7.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de 
courbes  transceîidantes,  remarquables  par  leur  forme 
et  leurs  propriétés.  Voici  comment  s'engendre  celle 
qu^imagîna  Conon  de  Syracuse ,  et  dont  Archimëde 
découvrit  les  principales  propriétés. 

Pendant  que  le  rayon  jiO ,  fig.  29,  se  meut  unifor-  ficsq: 
mément  autour  du  centre  A  du  cercle  OGO,  un  point 
mobile  ,  parti  de  ce  centre ,  parcourt  de  même  la  ligne 
AO ,  et  avec  une  vitesse  telle ,  qu'il  arrive  au  point  O , 
lorsque  cette  droite  achève  sa  révolution.  Il  suit  de  là, 
que ,  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spirale 
AMOM'Ky  le  rapport  de  AM  à  AN^  est  le  même 
que  celui  de  l'arc  OGN  à  la  circonférence  OGO  ;  mais 
eomme  rien  ne  s'oppose  i  ce  que  le  point  décriv^ant 
continue  son  mourement  au*delà  du  point  O,  sur  le 
rayon  prolongé ,  et  que  ce  raj^on  peut  lui-même  faire 
un  nombre  infini  de  révolutions,  la  courbe  AMO  se 
prolongera  en  tournant  toujours  autour  du  point  A , 
de.  manière  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  A  et  le  rayon  du  cercle ,  soit 
égal  à  celui  qui  se  trouve  entre  Parc  parcouru  par  le 
point  O.f  depuis  le  commencement  du  mouvement,  et 
la  circonférence  entière.  En  il/,  par  exemple ,  où  le 
rayon  -^ JV  a  fait  une  révolution  plus  l'arc  OGN,  ox\ 
aura 
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AM'  _  OGO+OGN 

.    AN~        OGO        ' 

Si  âonc  on  fait 

OGN=:i,      AMz=zu, 

et  que  ;  prenant  pour  unité  le  rayon  AN^  on  représente 

par  2îr  la  circonférence  OGO,  il  viendra  m  ='^* 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géo- 
mètres appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A 
du  cercle  OGO,  se  nomme  \epéle  ;  la  ligne  ^lAf,  assu- 
jettie à  passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon  vec- 
leur j  et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  la  courbe  >  tandis 
que  l'angle  parcouru  par  A  M  et  mesuré  par  Tare  OGN, 
remplace  Fabscisse, 

Pour  avoir  égard  aux  signes  de  ces  coordonnées,  il 
faut  d'abord  prendre  les  arcs  négatifs  dans  le  sens  con- 
'  traire  à  celui  qu'on  a  clioisi  pour  les  arcs  positifs.  Ce 
dernier   étant ,   par  exemple  OGO,  l'autre  doit  être 
OG'O.  Les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur  doivent 
aussi  se  trouver ,  par  rapport  an  pôle,  du  côté  opposé 
Fic.3o  aux  valeurs  positives.  Dans  la  figure  3o ,  j'ai  porté  Iqs 
rayons  vecteurs  négatifs,  non  pas  sur  la  partie  qui  passe 
par  l'extrémité  de  1  arc  OG'JN' ,  mais  sur  son  prolonge- 
ment An\  c'est  ainsi  que  tombe  la  sécante  trigonomé- 
trique,  quand  elle  est  négative  {Trig.^  note  du  n**  77)» 

£n  opérant  de  cette  manière ,  sur  la  courbe  précé- 
dente ,  on  trouve  une  seconde  branche  Amx ,  et  elle 
prend  la  forme  tracée  sur  la  figure. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérei^ ,  et  qui  porte 
le  nom  de  spirale  d^Archimède^  n^'est  qu'un  cas  par- 
ticulier des  courbes  que  représente  l'équation  u^^at^^ 
u  désignant  un  exposant  quelconque. 
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Tant  que  n  est  un  nombre  positif,  les  spirales  données 
par  l'équation  u=:ai^,  prennent  leur  origine  au  point  j4  ; 
mais  quafnd  »  est  négatif,  u^  d'abord  infini,  lorsque 
^  "=i  G,  diminue  h  mesure  que  cet  arc  augmente ,  et  à 
chaque  nouvelle  révolution,  le  point  décrivant  s^ap« 
proebe  du  point  ji  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre. 

Lorsque  n  =— -i .,  la  courbe,  dontPéquation  est  alors 
u^^at"^,  ou  utz:^a\  et  qui  se  nomme  êpiraU  hyperbo" 
liquej  |i  en  outre  une  asymptote  droite.  £u  effet,  si  l'on 
pose  suocedsivement 

V — z,      a,       3,      -^4.>    etc., 

I 

les  valeurs  correspondante» 

uzzza^     =:  2a ,     =  3a ,     r=:  /{a ,  etc. , 

montrent  que  la  spirale ,  s'éloignant  de  plus'  en  plus  du 
point  A  y  s'approche  en  mcme  temps  d'une  droite  DE^ 
fig,  3i  9  mcdée  parallèlement  à  l^axe  jiO ,  à  ufie  distance  fic.^i. 
AD^^a\Cdj^,  PM  perpendiculaire  sur  AB y  ayant  pour 
expression 

quand  on  y  met  pour  u  sa  valeur  a^"**,  a  pour  limite  a, 
lorsque  ^  ='  o  :  la  spirale  hyperbolique  a  donc  aussi 
pour  limite  la  droite  DEi  • 

Les  taleurs  négatives  de  t  produisent  une  secondé 
branche,  placée  sur  le  prolongement  AB'  du  rayon 
-^O ,  et  ayant  pour  asymptote  DE\  prolongement  de 
DE.  Enfin,  si  l'on  donnait  à  la  constante  a  le  sirrne  — , 
on  répéterait  au-dessous  de  Bff  la  courbe  qu^jfe  viens 
d'mdîquer  au*dessus. 

Si ,  au  lieu  delà  distance  AM,  /2g.  29,  on  prenait  pour  1 10  a> 
u  la  partie  'MN  du  rayon  vecteur,  comprise  entre  le 
point  M  et  la  carconfcrence  du  cercle  OGO ,  Véquation 
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u^zizat  serait  celle  de  la  spirale  parabolique,  ou  de  là 
courbe  qu'on  formerait  en  roulant  Taxe  d'une  parabole 
autour  du  cercle  OGO  ;  les  ordonnées  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  k  la  circonférence  de  ce  cercle , 
'^  et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

1 18.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  à  des  ooordon»- 
nées  polaires ,  le  changement  du  rayon  vecteur  AM^ 

no.3a»^ig«32,  est  la  partie  QAf' retranchée  du  rayon  vecteut 
suivant^  par  l'arc  de  cercle  MQ  décrit  du  point  A  comme 
centre ,  avec  le  rayon  A  M;  et  l'accroissement  de  l'angle 
MAO  se  mesure  par  un  arc  de  cercle  NN'^  décrit  d'un 
rayon  ^iVégal  à  l'unité.  On  voit,  comme  dans  le  n®  60^ 
que  la  différentielle  première  de  AM  est  le  premier 
terme  du  développement  de  9î'Q,  suivant  les  puissances 
de  iViNT  \  et  quand  on  passe  aux  limites ,  on  regarde  le 
petit  arc  MQ  comme  une  ligne  droite  (74)^  et  le  triangle 
MQM!  comme  rectiligne  rectangle^  ce  qui  donne. .  •  * 

MM'  =  Vq^ V  QM!\  Alors  qM'  étant da,  et  iVA'', 

d«,  il  vient  QMz^LvAt,  puis  il/M  =  V^dl?+2?d?i  pour 
la  différentielle  de  l'arc  DM. 

119.  Si  l'on  mène  ^«9  parallèle  à  la  corde  du  petit 
arc  de  cercle  QM^  et  qu'on  prolonge]  usqu'à'  la  rencontre 
de  cette  droite,  la  corde  de  l'arc  MM!  de  là  courbe  DM^ 
on  aura,  par  la  similitude  des  triangles  M'QM  et  M'AS , 

QM'  _  AM' 
^M  ■*"  AS  ' 

LorsV|u'on  passe  aux  limites,  la  corde  QAf  peut  être 
prise  pour  l'arc,  l'angle  MQM  pouvant  approcher  aussi 
près  qu'on  voudra  d'un  droit,  le  triangle  M'AS  ap- 
proche de  même  du  triangle  MA  T  rectangle  en  A , 
dans  lequel  ^ T'est  la  limite  de  AS, et  qui  donne 
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du  u 

Joà   l'on  conclut 

au 

On  construira  la  tangente,  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  yecteur  AM ,  et  en  por- 
tant sur  celte  droite  la  valeur  de  AT,  donnée  par  la 
formule  ci -dessus. 

Si  l'on  applique  cette  formule  à  Péquation  u'=ai'^, 
on  trouvera 

nat^   '        n 
Dans  la  spirale  d'Archimède,  on  a  i»=  i  et  «= — j  il  en 

résulte  AT-=^ —  ,  Jtg,  29,  On  voit  par  cette  expression  fig.^ 

que  lorsque  ^  =  ax* ,  ou  après  une  révolution  du  point 
décrivant  y  la  sontangente  est  égale  à  la  circonférence 

OGO  rectifiée.  Après  m  révolutions,  t  n:  7,nvrr 

AT-s=z  a/i»*sr  ou  77t  fois  la  circonféraK^  dont  le  rayon 
est  m.  ^O  y  et  qui  embrasse  ces  m  révolutions  :  c'est  ce 
qu'a  trouvé  Arcbimède. 

Quand  7»= —  i ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy-« 
perbolique ,  on  a  -^7*  =  —  a ,  c'est-à-dire,  que  la  sou- 
tangente  de  cette  courbe  est  constante. 

Je  ne  m'arrête  point  à  la  rechercbe  de  la  sounormale 
et  de  la  normale ,  parce  qu'on  les  obtient  facilement 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 

J'observerai  seulement  que  --7^=  -j—  >  exprime  la 
tangente  de  l'angle  que  fait  avec  le  rayon  vecteur  AM , 


«7^  ..   TBAxrf   £l4MfNTAIRE 

)a  droite  MT  qui  touche  la  courbe  au  point  M  y  et 
qu'on  a 


'=V^  +  ^LV'  +  S 


piG.3'i.  120.  L'accroissement  de  l'aire  ADMyfig.Zny  prise 
relatirement  aux  coordonnées  polaires^  n'est  pas  ua  tra- 
pèze i  comme  dans  le  cas  des  ordonnées  parallèles  |  mais 
un  secteur  AMM •  La  limite  du  rapport  de  ce  secteur 
avec  Parc  iViV',  sera  la  même  que  celle  de»  rapports  que 
les  secteurs  ^i/(>,  AM^R^  entre  lesquels  il  se  trouve 
compris  et  qui  tendent  vers  l'égalité,  ont  avec  le  même 
arc  AW  ;  on  conclura  donc  de  là  que  l'aire  ADM  éXatA 
représentée  par  s ,  sop  coefficient  différentiel  doit  être 
ds      AMXMQ       u*  ,        u^'dt 

dt  !iNl\  2  a 

121.  La  différentielle  seconde  d*w,  sera  le  prepaier 
terme  du  développement  M^Q'  —  WÇ>^  suivant  les 
puissances  de  A^JY'  (6o)  -,  et  il  faut  observer  que  lors-? 
qu'on  suppose  l'arc  NN'  constant ,  ou  qu'on  fait  toujours 
varier  l'angle  t  de  la  même  ^{uantité  ,  les  arca  QAi , 
Q^Sff  ne  sont  pas  pour  eelà  égaux  entre  eux»  car  ils  spnt 
de  rayons  dîfférens. 

On  pourrait  déduire  de  là  les  expressions  relatives 
an  centre   de  courbure  et  à  la  di^veloppée^  n^aia  j'ai 
préféré  d'appliquer  aux  courbes  qui  sont  rapportées  à 
'  des  coordonnées  polaires ,  les  expressions  trouvées  relar 

tivement  aux  coordonnées  rectangles ,  parce  que  cette 
marcbe  fournit  l'oceasion  de  transformer  les  coor4p9-!- 
nées  du  premier  système  dans  celles  d«  second,  ou 
bien  de  Classer  de  celui-ci  à  l'autre.  Cela  sera  d'autant 
plus  utile,  qu on  rapporte  quelquefois  les  courbes 
algébriques  à  des  coordonnées  polaires  \  on  le  fait  surr 


loat  à  l'égard  des  courbes  dû  second  degré^  en  prenant 
leur  foyer  pour  pôle. 

Iix2.  Je  .placerai  au  point  A^fig.  33,  pour  plus  der  ne  33. 
simplicité,  l'origine  des  coordonnées  rectangles 

AP  =  x,        PM~y\ 

et  pour  fixter-  la  posîtiôù  de  l'axe  -/^iJ  des  absc^ses,  je 
désignerai  par  m  l'arc  QQ  compris  entre  cfet  axe  et 
le  point  O,;  origine  de  l'arc  /.  En  menant  PM  per- 
pendiculaire sur  AB^et  en  observant  queFangle  MAP 
est  mesuré  par  l'arc  iVQ,  égal  à  /  —  m,  on  trouvera 

am^ap^+'pm] 

AP  —  AMcosNQ, 

PM  =  AMsmNQ,  r 

ou  w=v/iH^  W>  \? 

j;  =  MCOS  (i  — J»)         (6), 
j'=z^sin(^ — m)        (c). 

Au  moyen,  des  deux  dernières  yaleurs ,  on  changera 
toute  équation  algébrique  entre  x  eX  //f  dans  une  autre 
qui  ne  contiendra  plus  que  le  sinus ,  le  cosinus  de  l'arc  t, 
çt  le  rayon  Tccteiir  u.  On  en  déduit  aussi 

X  ,  '4^ 

COS  (<—?»)=:-,         sin(^  —  m)"=:i-, 

d'où  l'on  tirei*a  des  Taleurs  de  cos  t  et  de  sin  t  en  x,  j,  u, 
sin  m  et  cos  m ,  qui  y  substituées  dans  une  équation 
quelconque  entre  u,  ûnt  et  cos^,  conduiront  à  un 
résultat  ne  renfermant  plus  que  xci  y  y  puisqu'on  pourra 

remplacer  u  par  V^«*  +  y^. 
Il  est  bon  d'observer  que 

X 

,tang(r  — 771)=-, 

y 

Cale,  diff.  12 


et  que  ,ptr  conséquent 

t —  m  =  arc  f  tang  =  ~  }* 

Si,  pour  abréger,  on  suppose  que  la  Kgne  JB  se 
confonde  a^ec  la  ligne  ^O ,  on  aura  seulement 

cos<  =  -,      wn'='J'      *'^^      tang*=^. 

Lorsque  Véquatîon  en  i^  et  * ,  qu'on  se  propose  de 
transformer,  contient  l*arc  t  lui-même,  il  n'est  plus 
possible  d'obtenir  une  relation  algébrique  entre  x  et  j^, 
puisqu'on  n'en  a  pas  de  semblable  entre  Varc  t ,  son 
sinus  et  son  cosinus;  maïs  on  panrient,  ainsi  qu'on  va 
le  voir ,  à  une  équation  différentielle  qui  ne  contient 
plus  que  Xy  yy  Ax  et  ày. 

Les  équations  (i)  et  (o),  étant  jointes  à  celles  de  la 
courbe,  établissent  entre  les  quatre  variables  x,y,u  et 
t,  des  relations  telles,  que  trois  de  ces  variables  sont 
des  fonctions  de  la  quatrième  ;  on  peut  donc  différentier 
les  équations  (a) ,  {b)  et  (c) ,  en  y  regardant ,  *,  i*  et  ^ 
comme  des  fonctions  de  x  (46),  et  l^Dn  aura  ainsi 

dx'=^iucos(t'—  m)  —  i^d^sin  (t — m), 
dy  =  iu  sin  (/  —  m)  +  uàt  cos (t  —  m). 
Si  Ton  aimine  Au  des  deux   dernières  équations ,  il 

viendra  ,     .    ^         v 

d  rcos  (*—»»)  —  Axsiti{t-^m) 

mettant  pour  cos  (<  —  »*),  sin  {t  —  m)  et  z* ,  leurs  va- 
leurs ,  on  aura 

xAy'^:yAx^. 

(♦)  On  rencontre   souvent  Texpression  du  secteur  d^-(iao)  en 


Oa  poiârra  doac  tdiasser  cte  ]')é^îiaj.ioiieii  u  et  >  ^-^^ 
de  sa  diSereotiellei  les  quantités  /f  |  ^ço&/^  siff^  ^i^4tlit\ 
les  deux,  résultats  qu'on  obtigçidrî*^  ^i|j5  contenant  plu* 
que  U  ^  1^  fè**»  disparaître  p^ar  l'éïlininatîoo.     . 
Soit  pour  exemple  Féqiiatiop  u  =  a/*^  qui  dçnne  ' 


t    ---t 


les  expressions  de  u,  cle  au  et  de  d^,  étant  indépen- 
dantes de  l'angle  77ÏJ  il  viendra  ^  en  les  substituant  et  en 
réduisant  au   même  dénominateur, 

Th 

) 

Avec  cette'  équation  on  déterminerait  les  soutan* 
sentesi  les  tangentes,  etc.,  des  spirales i  en  âM^^Ati.Hsagf 
des  formules  du  n**  66  ;  mais  puisque  c'est  en  z«  et  ^ 
que  sont  exprimées  d'abord  le^  équations  de  ces  courbes , 
il  sera,  plus  simple  et  en  même  temps  plus  général , 
de  transfonner  relativement  aux  mêmes  ^variâblc^^ile^ 
formules  citées,  et  c'est  ce  que -^e. Ta jâ  faire.   .; 

s 

I  a3.  Poui^  obtenir  ces  formules,  en  arô^rdé;^  oomkne 
lié  immétUatement  à  la  variable  x,  palÉf  l'équation  pro** 
posée  en  x  et  y  ;  mais  maintenant  que  ba  courbe  est  donnée 
par  une  équation  entre  les  coordonnées  polaires  m  et  ^, 
c'est  l'une  de  ces  variables  qui  est  indépendante,  et 
dont  l'accroissement  doit  êtr^  supposé  constant.  Soit 
donc  M  ^^ilC^)  ; .  sous  ce  point  de   vue>  x  ^%,y.  aon^ 


'  ■  "        ■■      "•-        •    ■  ■  '^-'    ^       ••!  -    1 


coordonniîes  rectangles,  et  il  est  par  conséquent  utile  de  la  remar- 
quer. Elle  s'obtienl^  en  toetunt  paur  d<  H  pour  U*  leurs  yaleurs 
trouvées  ci-dessus  ^  il  vietit  alors 


d.=^:4:=2:Ëf. 


de»  fonctions  de  t,  déterminées  par  les  équatiops 

^ap==i^Cos(*  — m)  ,         ^  =  Msîn(^  —  m)  (122); 

et,  au  moyen  de  la  dëriiiëre  remarque  du  n^  9,  on 
peut  elprimer  aisément  les  coefficfens  différentiels 
de  y  relatifs  à  x  y  par  ceux  de  û  relatifs  à  t. 

Pour  cela,  commençons  par  mettre  les  premiers  en 
éTidenoe,  en  posant  ' 

ày^pix,      d*y  =  yd«»;     . 

alors,  Xy  y  et  p  étant  considérés  d'abord  comme  i^s 
fonctions  de  ^^  on  aura,  par  le  n^^cité, 

^  d^ 

Ay d^  dp d^ 

^^Tx^Ax'  ^""di^S' 

d*  àt 

ce  qui  reyient  .à 

dy  dp 

pourvu  qu'on  entende  à  présent,  par  d^ ^  d^  et  d/>,  des 
différentielles  raj^portées  à  la  variable  t  considérée 
comme  indépendante  O* 

En  effiectuant  dans  cette  bypothëse  la  différeatiation 
de  p,'iXi  obtient 

_ip  J^  àxày  —  àyd^x 
^       àx  d** 

(*)  Oo  peut  encore  parrenir  an  '  même  rcsnhat,  en  regardant  y 
comme  fonction  de  x ,  et  x  comme  fonction  de  t  ;  sous  ce  dernier 
point  do  vue,  on  aura  (9), 

dr- 

dy      dyâx       -,  .  dy       dt       • 


comme  ei-dcunt. 


dt 


1 


i: 
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.  Avec  ces  formules  9  *on  peut 'mainlcnaat  tranUformer 
les  expressions  de  la  soûtangente ,  de  la  tangente >  etc. ,  et 
celles  qui  se  rapportent  au  centre  de  courbure ,  poui*TU 
qu'on  j  ait  introduit,  au  lieu  de  d^  et  de  d*y,  les  coef- 
ficiens  différentiels  p  et  q  ^  pour  lesquels  on  substituera 
ensuite  les  valeurs  ci--dessus. 

I24*  On  voit  d'abord  par  la  valeur  de/),  que  l!éx- 
pressîon  de  la  soûtangente ,  comme  toutes  celles  où  il  ' 
n'entre  que  des  différentielles  du  premier  ordre  ;  ne  doit 
pas  changer ,  et  que 

C       PT=^-  (66),    demeure -^ .  ou  -^ , 

si  Yod  a  égard  au  signe  (68).  En  .mettant  fow:  y,^ix 
et  d^  leurs  valeurs  (122)  ^  il  Tient  .    .     » 

nm  '    A         .  dMC08(^— m)— «d/sîn(*'i— m) 

FT=  — Msm(^ — m)  T — : — 7 ^;-- — 5 7-r ^. 

du  sin  [t  —  m)  ;+>iid/co9  (^  —  /») 

On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat,  en  observant, 
que  la  situation  de  la  ligne  des  abscisses  sur  laquelle 
tombe  la  distance  PT,  est  arbUraire>  et'qu'on  peut  par 
conséquent  prendre  toujours  m  tel  que  l'arc  QN  soit  1  ^^ 
auquel  cas  l'ordonnée  PM  se  confond  avec  le  rajpn 
▼ecteur  AM,  cos(^— m)  =:o,  8in(*— ot)  =  1 ,  et  PT 

se  cbange  en  AT'  z=,  -—- . 

125.  Si,  dans  la  différentielle 

Az  =  i/dor*  -f  djr»  (64)  , 

de  Parc  d'une  courbe  quelconque  ,  rapportée  à  des  coor- 
données rectangles,  on  substitue  pour  dar  et  dy  leurs  va- 
leurs en  coordonnées  polaires,  on  aura 

d«  =  v/dï7+l?d? , 
expression  trouvée  pour  MM*\  dans  le  n®  118,. 


\ 


ia6.  Je  pani  à  la  recherche  4u  rajen  de  eourbute* 
La  formole 

lorsqu'on  y  remplace  par  pdx  et;  jAr*,  les  différen*. 
tielles  d^  et  d^^  encore  relatives  à  la  variable  x;  mettant 
ensuite  pour  ^  et  ^  leurs  valeurs  en  difiFérentîelIes  rela- 
tives à  ^ ,  on  obtient 

.  dard*j^ — àyd^x* 
Maintenant,  si  l'on  fait  varier  dx,  dy  et  du  y  comme 
des  fenptkmi  de  t,  dans  les  valeurs  de  d«  et  ^  (i^  » 
elles  conduisent  à 

d!^m=d*MOOS(/*^/»)**»atd«rf^î»(/*^^) — iidi^cos{t — m)  f 
d^y:x2^u3ÀSL  (^*-?»)+adMd A;ob(*— 77i)— ^2^d  **sin(/— m)  \ 

posant  ensuite  /f*-in7;=  s' ,  coBunie  dans  len^  124»  ^t 
pav  la  même  raison,   il  viendra 

d^-2=r.^-^uàiy  i^rz-du, 

d»a?  =3  —  fidudi ,     dy  s=: d*M~  »dl*, 

valeurs  avec  lesquelles  bn  trouvera 

» 

^  "^  wd^d'z^  —  i**a**— ada»d]* 

127.  On  a  coutume ,  lorsqu'on  fait  usage  des  coordon- 
nées polaires  ^  de  déterminer  la  position,  du  centre  du 
cercle  osculateur  par  celle  delà  normale  et  par  ladistance 
ME,  comprise  entre  le  point  M  et  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire EFy  abaissée  du  centre  JP  du  cercle  osculateur 
sur  la  droite  jiM^  ce  qui  donne  quelquefois  de  l'élé* 
gance  k  la  construction  du  rayon  de  courbure. 

La  ligse  AM  étant  prise  pour  l'axe  désordonnées  y, , 


DB  CâJJOUIm  IUFFiBSNtS£L.  l83 

la  partie  AE  représente  PordoBuée  fi  de  la  dévelop- 
pée (8i);  et  par  conséqaent 

MEt^AM-AE=y—fi  =  —^^^^-^, 

expression  qui  devient 

lorsqu'on  substitue  pdx  et  qàx^f  aux  différentielles  dy 
et  à^y,  relatire»  à  la  Tariable  «.  Si  l'on  j  met  en- 
suite pour**/»  et  q  leurs  valeurs  en  différentielles  rela- 
tives à  ^9  on  a 

j.p_       dx(àx'  +  dy'}_  u(iu*+u*d^) 

~       d«d*j^— d^d'«  iai»tt— f«»d<*—2dM^  ' 

quand  on  remplace  d»,d^9  d^x^  d^y^  par  les  valeurs 
obtenues  dans  le  n"  précédent. 

ia8.  Pour  faire  une  application  de  ces  formules , 
je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  l'équation  est 
t  =  \u  {*).  En  différentiant  y  il  vient 

■        -m^du,  Q.  udt       ,- 

d*=ilf  — (28),     ou    -i— =  A#, 
u  du 

ce  qui  montre  (119)  que  dans  tous  les  points  de  cette 
courbe,  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon 
vecteur. 
Une  seconde  dîfférentiatîon;  effectuée  sur  l'équation 

<  Wl  H    I    ■  I  ■  Il    >         I     >  ■         I    ■    > I        ■  Il    >  ■  Mil  ■  1,1  1,1  I,  ,1,^ 

C*^)  Quand,  daos  cette  ëqvatîoa,  oii  fait  t  =  o,  il  vient  11  =  1; 
ainsi  la  coarbe  passe  par  le  point  O^fig'  34  j  ensuite  les  valeurs  Fio.  34* 
de  u,  croifsant  avec  ceHes  de  <,  montrent  que  la  courbe  fait 'une 
infinité  de  révolutions  en  dehors  du  cercle  OJYG»  Les  révolutions 
intérieures  sont  produites  par  les  valeurs  négatives  dé  t ,  qui 
âoiment  pour  u  des  valeurs  de  plus  en  plut  petites;  la  coarbe 
s^Bf^proche  donc  de  pins  en  plus  du  p61e  ji,  sans  iainais  j  arriver. 
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,        Màu 

At  = , 

u 

en  y  supposant  àt  constant  >  donne 

ui*u  —  dtt*  =^  o  ,     d'où     d*M  =:  —    ; 

u 

et  si  l'on  substitue  dans  (es  expressions  de  7  ou  MF  et  de 
il/^^  cette  valeur  de  d*z^,  puis  celle  de  d^  en  dz£  ^  on  aura 

nG.35.  Il  suit  de  là  que  la  droite  AF^  Jig,  35,  menée  perpen- 
diculairement au  rayon  Tccteur  AM^  rencontrera  la 
normale  MF  au  centre  du  cercle  osculateur ,  ou  sur  le 
point  correspondant  de  la  développée  FZ. 

Cette  développée  sera  ime  spirale  semblable  à  la 
proposée;  car  l'angle  A  FM  étant  égal  à  TMA^  sera 
le  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  FZ^  comme 
.pour  ceux  de  la  courbe  AJL. 

Un  obtient  l'équation  de  la  développée ,  en  obser-^ 
vaut  que 

M 

car  si  Ton  fait  jrz,  =  w ,  d'où  u  =  Mu%  on   aura . . . 

lw  =  lilf +1m',  et  par  conséquent  ^=:lil!f-|-lz^',  ce 
qui  revient  k  /=:ltt',  lorsqu'on  pose  /  —  IM  =  /  ;  mais 
il  faut  observer  que  ^=:  ON^:^  ONP —  i'. 

Du  changement  de  la  variable  indépendante^ 
ou  comment  on  change  la  différentielle  quon 
a  prise  pour  constante  y  en  une  autre  qui  ne 

le  soit  plus. 

« 

129.  La  transformation  employée  dans  les  n^'  123 
<it  126,  pour  la  détermination  do  cercle  osculateur  des 
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coarljes  à  ooordonoées  polaires,  et  qui  consiste  à  chan- 
ger une  expression  différentielle  prise  en  regardant  y 
comme  une  fonction  de  Xy  e^  line  autre  ou  ^  et  j^  soient 
toutes  deux  enyi salées  comme  des  fonctions  d'une 
troisième  variable  /,  que  l'on  suppose  indépendante  y 
étant  souvent  utile  y  il  est  à  propos  de  la  reprendre  pour 
l'étendre  à  des  expressions  différentielles  quelconques. 

liC  coeiBcient  p  =  -^  revient  alors  à 

ày 

p=d;  =  di(^"^>' 

oi  l'on  doit  regarder  aussi  Ay  et  d*  comme  des  fonc- 
tions de  ty  et  les  différentier  en  conséquence,  ce  qui 
donnera 

\qxJ  dx* 

faisant  ensuite  dp  =r  qix ,  on  trouvera 

i_    1  (^y\  _  Axdi^y  -r-  âyà'x 

£n  poursuivant  de  la  même  manière,  on  aura 

_  dx'd>— 3dyd"3rd'*^  +  JàyA^x^  —  àxAyiVx 

~  Ax^  ~' 

et  posant  Aq  =  rAx\  on  obtiendra  * 

_  d.v'd3j->  Sdjd^jrd V4-  3d  ydV— d^rdj/d*^» 

C'est  ainsfi  que  les  quantités/?,  q y  r,  etc. ,  qui  sont 
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implicitemeiit  des  fonctiond  de^,  s'exprimeot  au  moyen 
de  djc>  ày,  d*x  y  e\c  y  regardées  comme  des  fonetions 
de  t\  et  en  substitoant  ces  fleurs  dans  quelque  fbrmuk 
que  ce  soît,  ramenée  à  ne  contenir  que  les  ooefficiens 
dîffereatiels  p,  q,  r^  etc.»  on  la  transformera  sous  le 
point  de  Tue  général  proposé. 

i3o.  Les  expressions  de  ^ ,  r,  etc. .  sont  indéterminées^ 
tant  qu'on  n'assigne  aucune  relation  entre  les  Tariables  jp, 
y  et  t'y  mais  l'effet  de  cette  relation  établit  une  dépen- 
dance entre  à^x  et  d^j^ }  puisque.  /  pouvant  aassi  être 
envisagé  comme  une  fonction  de  x  et  de  y,  à£  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  différen- 
tielles, et  la  supposition  de  d^  constant  emporte  l'équa- 
tion d*^  =r  o. 

Il  n'est  pas  même  nécessaire,  pour  obtenir  cette  der- 
nière, de  connaître  la  relation  primitive  entre  jip,  j^  et 
la  variable  t  qu'on  veut  regarder  comme  indépendante  ; 
il  suffit  d'avoir  Texpression  ded^. 

Si  l'on  prenait ,  par  exemple,  pour  cette  variable  l'arc 
de  la  courbe  proposée,  on  aurait. alors  (64)^ > 

d^=  \/dx*  +  dy  ; 

et  en  différentiant  dx  et  d^  comme  des  fonctions  de  t, 
l'équation  d'^  =  o  conduirait  à 

llia;d»ar  +  dydV  =  0,  d'où  d»*r=:— ^'-^; 

chassant  y  a  l'aide  de  cette  valeur  et  de  ses  différen- 
tielles, les  différentielles  d'x,  d^ar,  etc.,  des  expres- 
sions de  </  ;  r,  etc.,  on  aurait  les  formes  que  prennent 
ces  coefficiens  différentiels  lorsqu'on  fait  varier  x  et  jy 
en  conséquence  du  changement  de  l'arc  t,  ou  lorsqu'on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante,  ou 
eofîn  lorsqu'on  prend  sa  différentielle  pour  constante. 
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Soii  ponr  eiemplfi  Fexpresnoii 

en  mettant  pour  d^x  sa  valeur,  on  obtiendra 

ax{âx^  +  d^'f djpd^ 

^""  d*:K  ""        d>^ 

résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  les  variables  y  éHtf 

quand  on  y  mettra  pour  Ax  sa  valeur  V^d^ —  d^*. 
On  peut  aussi  faire  à  volonté 

àt-=^  Ax  f    ou    it^rz&y , 

d'où  il  résulte 

d*.r  =  o,     ou     d*j^=o; 

et  par  le  moyen  de  ces  hypotbeses  ,  on  prend  alterna-, 
tivement  x  et  y  pour  variable  indépendante,  c'est^ 
à -dire  que  l'on  r^arde  y  comme  fonction  de  :■;,  ou  .ar 
oomme  fonction  de  y.  Dans  le  premier  cas 

c'=  -r-Tj  et  dans  le  second  >  a=:= .  ..    . 

•*       dr*  ^  dx^ 

Si  Pon  met  cette  dernière  valeur  dans  l'expression 

y  =  —   £-Z.    (126), 

on  la  transformera  immédiatement  en  celle  qui  con- 
vient au  cas  où  l'on  regarde  x  comme  fonction  de  j  ^ 
et  qui  est 

^  AyA^'x       '    ' 

i3i.  On  peut  aussi  ramènera  dépendre  immédiate- 
ment de  âf  )  les  <iHfférentidlles  d'une  fonction  y  formées 
en  prenant  pour  variable  indépendante  une  fonction  t , 
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donnée  en  x  et  y.  Pour  cela  ,  il  suffit  d'obserfer  qn^en 
regardant  celles-ci  comme  des  fonctions  de  tj  ainsi  qoe 
les  coefficiens  différentiels p I  47, etc. ^  o»  a  encore,  par 
le  n**  123  y  les  équations 

dy  =  pùx ,     ip  =  qdx  ,     âq  =  ràxy  etc»; 
et  sous  ce  point  de  vue^ 

dy  =ipdx , 
conduit ,  par  la  différentiation  y  aux  équations 

d*^  =  dpdx  +  />d*« 

=  ydar*    +/>d*ar, 
j3^  =  dgd**  4-  a^dxd**  +  dpd^x  +pd^x 

=  rdx^    +  Sgrdjpd**  +  pd  V , 
et&  y 

auxquelles  joignant 

.  ,        d**  =  o,      d''/  =  o,  eta, 

qui  donneront  les  relations  des  différentielles  d*x , 
d'^jc,  elc,  avec  d^y ,  à^yy  etc.,  on  aura  tout  ce  qu'il 
faut  poiir  chasser  les  unes  et  les  autres  de  l'expression 
différentielle  proposée  y  en  sorte  qu'il  ne  restera  plus 
que  lés  coeiEciens  différentiels p ,  qy  r,  etc.,  où  y  est 
supposé  fonction  immédiate  de  x. 
Si  l'on  prend,  comme  ci-dessus, 

d^  =;  V/  àx*  +  dy^y     d'où     d:rd'ar  +  dyd^y  =  o , 
il  Tiendra 

d»^  =  -^^  =  -pd»j,    d>  =  ^dx^-p«d»y, 

et  par  conséquent 


s 
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La  premlk'C  de  ces  valeurs,  mise  dans 
redonné  l'expression 

de  laquelle  on  est  parti  dans  le  n^  126. 

|32.  Le  cliangement  de  variable  indépendante  a  ausaî 
une  interprétation  géomé1;riqne.  £n  effet,  il  est  visible 
que  pour  particulariser  le  polygone  MM' M"  etc.  ,fig.  2 ,  fio*  3. 
qu'on  se.  propose  d'inscrire  dans  une  courbe  quelconque 
CM,  il  faut  établir  une  loi  dans  la  succession  des 
angles  de  .ce  polygone.  J'ai  d'abord  pris  les  différences 
d'abscisses  PP'y  P^P/\  etc,  égales  entre  elles;  mais  ou 
peut  remplacer  cette  loi  par  toute  autre ,  supposer,  par 
exemple 2  que  les  côt^s  MM^  M' M*',  etc.,  soieut égaux.  / 

Ces  divers  modes  cependant  ne  portent  que  sur  les 
signes,  et  ne  sont  qu'une  manière  particulière  d'écrire  les 
coeffîciens  différentiels;  car  que  y  varie  à  cause  du 
cbangement  que  subit  spontanément  x,  ou  à  cause  de 
celui  que  subit  une  autre  yariable  ^^  de  laqudtte  x  dé* 
pend ,  tout  cela  revient  au  même  pour  les  limites  qui 
sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroissemens;  aussi 
lorsqu'on  différentie  une  équation  entre  j;  et  j^ ,  en  fai* 
sant  varier  h  la  fois  cU  et  dj^ ,  on  peut  transformer  en- 
suite les  fésultatJs  en  coeffîciens  différentiels  au  moyen 
des  formules  du  n^  129,  parce  quen  mettant  les  valeurs 
des  différentielles  de  l'une  des  variables ,  toutes  celles 
de  Fautre  disparaissent  d'elles-mêmes  :  on  parvient  au 
même  résultat  final  que  si  l'on  avait  supposé  constante 
une  des  différentielles  premières ,  et  l'on  est  conduit  à 
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terminer  la  troîrième,  qui  par  conséquent  esl  une  fonc* 
tion  des  deux  premières.  Si  l'on  a ,  par  exemple ,  l'équa* 
tîon 

«'  +  :y'  +  «'  =  «% 

on  ne  pourra  obtenir  z ,  sans  avoir  préalablement  assigné 
des  valeurs  à  ar  età  j^;  mais  il  convient  d'pbsenreç  que 
les  quantités  x  ^\  y  n'étant  liées  entre  elles  par  aucune 
relation,  la  seconde  peut  demeurer  la  même,  quoique 
la  première  ait  cbangé ,  et  réciproquement 

Il  résulte  delà  que  la  valeur  de  z  peut  varier  de 
plusieurs  manières,  i®.  en  conséquence  d'un  changement 
arrivé  à  or  ou  à  j  seul;  2**.  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances.  Dans  le  prenaier  cas ,  la  quantité  y ,  ou 
la  quantité  ar,  étant  regardée  comme  constante ,  l'équa- 
tion proposée  revient  au  fond  à  une  équation  à  deux 
variables  ;  ainsi  lorsque  *  cbange  seul ,  on  a 

Az 
ardar  +  «da  =  o,     ou     ar+a^  =  o, 

et  lorsque  c'est  y^  il  vient 

d2 
j^d  j' +  «d«  =  o ,     ou     y^z—'=io. 

On  a  donc  successivement 

mais  il  faut  observer  que  la  première  de  ces  différen- 
tielles est  relative  à  la  variabilité  particulière  de^ ,  et 
la  seconde  à  celle  de  j;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  l'une  est  la  différentielle  partielle  relative  à  a? ,  et 
l'autre  \9.  différentielle  partielle  relative  à  y  (43). 

Le  sens  de  la  question  suffit  pour  empêcher  qu'on   ne 
les  confonde;  et  on  les  distingue  d'ailleurs  suffisamment 
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«d  fftUant  attention  à  la  différentielle  de  la  yariable 
indépendante  qui  les  affecte. 
Les  coeffîciens  différentids  sont 

ds  ^_^      X  dis  .y 

da?  "~       «'  dy"^      «". 

136.^  En  général  9  soit  usszo  une  équation  renfer^ 

mant  » ,  ^  et  «  ;  si  l'on  regarde  xeX  y  comme  les  deux 

Tariables  indépendantes  y  z  sera  une  fonction  de  l'une 

et  de  l'autre  9  et  lorsque  x  recevra  un  accroissement 

quelconque,  y  étant  supposé  constant^  %  éprouvera 

au  changement  subordonné  à  celui  de  x.  Dans   cette 

bjpotbèse  f  Féquation  z^=  o  devra  être  envisagée  comme 

mie  équation  entre  deux  variables  x  et  %)  on  aura 

donc  (48) 

ûu      eu  àz 

àx      àz  Ax  '' 

et  de  ]à  on  tirera  le  coefficient  différentiel  de  z  relatif 

à  la  variable  de  x.  11  faut  se   rappeler  ici,  d'après 

j 

la  distinction  qui  a  été  faite  n®  i35,  que  dans  -r-     ds 

ax 

n'est  que  la  différentielle  partielle  de  Zy  prise  par  rap- 
port au  changeaient  de  x  seul. 

Il  est  évi4ent  que  si  l'on  eût  fait  varier  y  on  aurait 
en^  en  différentiant  l'équation  proposée  comme  ne  con- 
tenant que  les  variables  y  et  z^ 

du      du  àz 

dy      dz  dy         •  , 

Si  l'on  multiplie  par  dx  la  première  des  équations 
trouvées  ci-dessus,  et  la  secohde  par  dy,  et  qu'on  les 
ajoute  ensuite,  il  viendra 

dw  j     ,  da  j      ,  du  /Az  ,     ,  d«  .    \ 
Cale,  diff,  i3 
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mais  j"  ^*  +  3"  ^J'  '*'®**  attire;  dboçe  que  la  ^iffér^- 
tielle  totale  de  2  (40  >  ^n  ûuva  âoso 

c'tst-à-dite ,  qWou  p»urya  Bg^tev  a  zéra  U  diff^entUIe 
ppeniëre  de.  Véquatton  uvao^  prise  pajr  Fappott  aiik 
trois  yav iàUes  s ,  :K  et  s.  Il  ne  fanl  eèp«nda«|  |m 
perdpe  de  rue  que  cette  différentielle  doit  étrQ  regardée 
oomme  équival^ite  à  deux  équationa;  cai^^  loi^^qii'Qii  y 

^mr^i  substitué  cour  d«  sa  yaleur  t^  dar  -f-  j-  d  r,  l'indé- 

pèndance  des  aecvoiasemeas  ds  et  dj^^  exigera  que  lea 
deux  quantités  qui  les  multiplient  soient  sétp^rémaïkt 
égales  à  zéro.  , 

iS^.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  les 

coeffîciens  des  ordres  supérieurs^  en  diffi§Fentiant  lee 

équations 

au     '  du  àz,        .  ^  __- 

En ft^ayant dPabord égard qus^u ehapgement de K ,  non- 
seulement  z  variera  y  mais  ep  même  temps  le  coefficient 

du  premier  ordre  ^  doi^ei^ât  naifç^nceau  coefficient 
4%  ^ç^4  w4rç  ^t  En  diffi^rexiti^nt  4m^  r^qnatbn 

V 

(X)  par  rapport  k  x,  on  aura,  cmnme  peup le*  équi»» 
lions  à  deux  Tariables , 


&  VimdiSttevAie  {X),  par  rapport  à  j^  et  Ji  f ,  ou  (7) ,    . 
par  vappoiftïij»  et  à  s,  en  observant  que^  dans  lepre» 

xnier  cas,  j-  donne  j-^^,  çt dans  le  second,  t—  donne... 
dup  dyd»  dy 

d*«         d*s 
j—r-  =  T--7->  on  aura  un  résultat  unique,  qui  sera 

d»»    ■     â!^  dz^       d'à?  âz      d*Mda  ds  j^d^d^ir     _^ 
d:rdj^      dnAjf  ûx      dzdx 3y      da*  dx  dy  **  dz  dardy  "^    ^       '" 

Enfin  l'équation  (Y) ,  différentiée  >  en  regardant  y  elz 
comme  seules  variables»  produira 

ày  "*"  ^  dj^daf  djK  "^  da*  dy*  "^  dj  dj^^  ~  of^(lT'). 

Les  coefficîens  dîSerentîeb  de  lia  fbnctîon  a  n'étant 
qu'au  nombre  de  trois  pour  le  second  ordre,  seront 
donc  dét^mînés  par  les  trois  équations  que  nous  venons 
d'obtenir; 

n  faut  observer  que  si  Pôn  multiplie  Féquation  {XX) 
p«T  Ax*,  l'équation  (XT)  par  adrd^.,  l'équation  (TT) 
pçur  d^*,  et  qu'on  ajoute  les  produits ,  en  remplaçant  les 
termes 

OB  fomera  la  même  équation  finale  que  oelle  qu'on 
aoicait  obtemifi  si  l'on  avait  dfifférentié  Féquation 

du  .     ^    du  j     ,    du j 

en  7  faisant  varier  à  la  fob  les  quantité»  x,  /i  f  ^ 

i3.#  V 
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d«,  et  en  y  regitrdaût  da?  et  Ay  comme  awstans ,  ce 
qui  donnerait  la  différentielle  seconde,  totale  de  U| 
dans  l'hypothèse  de  z  fonction  de  x  et  de  y: 

i38.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à  tel 
ordre  de  différentiation ,  ou  à  tel  nombre  de  Tarial>les 
qu'on  Toudra;  car  tout  se  réduit  à  déterminer  celles 
qui  sont  indépendantes,  ce  qu'on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  l'équation  ou 
aux  équations  proposées  ;  et  ensuite  on  différentiera , 
iMirxiipport  à  chacune  de  ces  variables  en  particulier^ 
en  traitant  les  autres  comme  des  fonctions  de  celles-cî. 

Si ,  par  exemple,  on  avait  les  deux  équations 

entre  les  cinq  variables  «,  *,  or,  j^  et  «,  on  verrait 
que  trois  de  ces  variables  sont  indépendantes.  Suppo- 
sant donc  que  j^  et  a  soient  les  deux  variables  subor- 
données ,  ou  des  fonctions  de  5 ,  ^ ,  ar ,  données  par  les 
équations  proposées ,  on  différentiera  successivement  u 
et  i^  par  rapport  à.« ,  par  rapport  à  ^,  par  rapporta  «, 

et  l'on  aura 

Au   ,  àuây       Auàz  ^^ 

Ah       Ay  As       Az  As 

Au      Au^      AuAz_ 

ài'^Â^At'^  AzAt~^\ 

Au      AuAy       Au  Az 

Ax      Ay  Ax       AzQiX 
Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
ds,  d^,  ixy  qu'on  les  ajoute  et  qu'on   mette  Ay  au 
lieu  de 

dis  auJieu  de. 
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d«  j     I  d«  ,     ,  da 
d«         '  d*        *  àx' 
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On  tirera  un  résultat  semblable  «  de  Téquation  i/=so  ; 
et  il  s'ensuit  ;  qu'en  différentiant  les  équations  z^à  q 
et  if=zo,  par  rapport  à  toutes  les  variables  s,  ty 
X,  y  eX  z,  et  en  y  substituant  au  lieu  de  dy  et  de  djs, 
les  expressions  4e  ces  différentielles,  considérées  comme 
appartenant  à  des.  fonctions  de  trois  yariables  (45}.» 
il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  la 
différentielle  de  chaque  variable  indépendante. 

En  regardant  les  coeffîciens  différentiels,  eux-^mémes 
comme  de  nouvelles  fonctions,  des  yaï*iables  iiidépen-. 
dantes  >  on  ne  saurait  être  arrêté  dans  la  recherche 
des  différentielles  ultérieures;  ainsi ,  après  quelques  re- 
micrques  sur  l'élimination  des  constantes  et  des  fonctions^ 
je  terminerai  ce  qui  regarde  la  formation  des  équations 
différentielles.  '     . 

'  iSg.  L'équation  m=o,  entre  Xy  y  et  z,  ayant  deux 
différentielles  premières ,  il  est  évident  qu'on  peut  élimi? 
ner  deux  constantes  entre  ces  trois  équations^  etlefcsul- 
tat  exprimera  la  relation  des  variables  x,  y,  z,  etdescoeffî-» 

ciens différentiels^ ,  -ï-  ,  indépendamment  des  quan- 
tités éliminées. 

Si  l'on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du 
second  ordre,  on  aura  six  équations,  entre  lesquelles 
on  pourra  éliminer  cinq  quantités,  et  ainsi  de  suite. 

i4o.  Ceci  conduit 'à  une  remarque  importante  , 
C^est  qu'on  peut   éliminer  d'une  équation  a  trois  ou 
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à  un  pins  grand  nombre  de  variables  y  des  fonctions 

dont  la  forme  est   absolument  inconnue.    Soit  pour 

exemple   l'équation  z:=£({ix  +  hy)y  dans  laquelle  la 

caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont  la  forme  n'est 

déterminée  en   aucune  manière;  je  vais  en  déduire 

ôz       ôz 
une  équation  entre  t"  et  -7—  >  indépendante  de  cette 

fonction ,  et  qui  conviendra  également  ka:=s^aK*J^bj,k 

g^X/ax  +  bjr^  à  içt=sin(as+^j^),  et  en  général  à 
toutes  les  fonctions  de  la  quantité  ax^  hy ,  de  quelque 
forme  qu^elles  soient.  Je  fais  pour  cela  ax*j^byi=iti 
l'équation  proposée  devient  2=f(^) ,    et  par  consé'* 

quent  on  aura  ds=:f'(^)d/,  en  représentant  -^-r^ 
par  f{t);  mais 

d'où 

d«       _., .  d^       àz       pt,  \  à.ù 

Mettant  donc  pour  -r-et^  leurs  valeurs  à  et  b,  puis 

éHminftnt  f '(^) ,  il  viendra 

-  dz  dz 

fr  .qr-  —  a  -r-  s=  o* 
dx  dy 

Celte  équation  exprime  un  caractère  an  moyen  du-» 
quel  on  pourra  reconnaître  si  une  quantité  proposée  est 
une  fonction  de  ax  +  by  ou  non  ;  car,  d'après  sa  fw- 
mation ,  elle  doit  être  satisfaite  ou  devenir'  identique , 

toutes  les  fois  qu'on  y  substituerai  au  lieu  ^e  t-  et  rr  ,. 


» 


/ 


fonction  de  a:r^6yr  Je  siip))o.^  qu'oA  ignore  Vorigine 
du  polynôme  a*ic'  +  nabxy  +  &y  ;  en  l'égalant  à  « , 
et  en  difi^éreu  liant  on  trouTera 

cèâ  taleurs  irfiJéôd  flans  réqûation  i^-p^-*-ôj^«axa>   la 

raident  id^ntiquf  :  on  en  conclura  donc  qud  le  polj^ 
.  nome  représenté  par  z ,  est  une  fonction  de  as-}'  Sj  f. 
ce  qui  est  d'ailleurs  éyident  ^  puisque 

a*x*  +  Qobxy  +  èy  u:^  {ax  +  by)\ 

Où  t6it  ètl  général  que  uohq  étaht  une  équation 
éùttëitj  j^i  it  ak  Une  fcmotton  quelconque  r^préseu-^ 
téè  pÀV  f  (9  9  ^^  ^^^^  laq^lelle  on  ne  oonnatt  que  la  cob<- 
p(jstl{dtar  ût!  i  enx,  jf  tt  àj  un  pourra  touÎQurs  élinii'^ 
A^r  f(^  «i  î\i))  k  l'aide  de  oette  équatioa  et  de  Mfa 
dîfféi^etiliélièd  relatfTes  k  s  et  k  y  {*). 

£n  ^èssMt  au  second  ordre ,  le  nomlll^e  d'équatiopa 
déHrenàferl  ^leis  grand ,  il  est  possible  ;  dans  beaucoup  de 
éàs,  d'élitniliè^  deus  fonctions  indéterminées^  mais^e 
li'i^ârtréf  ai  point  dans  ces  détails  >  non  plus  que  dans  ce 
qui  ^^t'dè  ks  équations  qui  renferment  plus  de  troi» 
^ai'iablès. 


tm    T  ,i,'%  ht    ..Ufi'tr  I    ■ 


(♦)  Qaand^sBtf,  ({ax-^by),  doyenaDi  f  L<»('"+r)]  »  **  réduit 
ë  hné  (tiA^oA  âé  binoÉhe  a: -f- f ,  n  ré{aBtîon  b  ^ -^^^  s±o\ 

»€  change  eti  j-  »  -r-  s=  o ,  qui  est  rezpression  de  la  propriété' 

caractërisrique  employée  à  développer  f  (j:  -^y),  dans  le  n»  19.0a 
troave  dans  lé  Traité  in-4**^  t.  l,chap.  II,  d^antrcs  eienoples  de 
l'application  des  équations  différeutielles  pariielles  au  développe- 
ment des  fonctions,  et  particulièrement  la  fornrale  appelée  le  thio^ 
rente  de  Là^rant^B, 


Application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie 

des  surfaces  courbes*  . 

i4i.  Toute  équation  à  trois  variables  représentant 
une  surface ,  on  prendra  pour  ordonnée  de  cette  sur- 
face y  la  variable  qui  sera  re'gardée  comme  déterminée 
par  les  deux  autres.  En  désignant  par  x,  y^z^  ces  trois 
variables  que,  dans  tout  ce  qui  va,  suivre,  nous  suppo- 
serons rapportées  à  trois  axes  perpendiculaires  entre 
eux  j^nous  prendrons  z  pour  l'ordonnée  y  »  ^\,  y  pour 
les  abscisses  d'un  point  quelconque^  en  sorte 'que  ^r^ra 
une  fonction  de  x  et  de  j. 

'  De  même  que  les  Jignes.  sont  engendrées  par  le  mou- 
yement  du  point ,  left  surfaces  le  sont  par  celui  des 
Hgoes.  Par  exemple,  les  cylindres»  et  les  cônes  dont  on 
s'occupe  dans  les  Elémens  de  Géométrie  ^  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  des  deux  Êimilies.  de  surfaces  engen" 
dréespar  une  ligne  droite  j  se  moupçint parallèlepuent  à. 
elle ' même  j  ou  assujettie  à  passer  constcf^mment par  ia% 
point  dorme.  Pour  diriger  le  mouvement  de  cette  droite, 
rien  n'empêche  de  substituer  au  .cercle  d'où  résultent 
les  cônes  et  les  cjlindres,  une  courbe  quelconque  et 
située  comme  ou  voudra  dans  l'espace  ;  mais  y  et  ceci 
est  bien  remarquable,  on  peut,  par  l'emploi  des  diffé- 
rentielles partielles ,  écarter  ce  qui  tient  à  la  forme  de 
cette  courbe,  et  exprimer  en  général  le  caractère  corn- 
ai un  de  toutes  les  surfaces  d'une  même  famille* 

En  effet,  si  nous  supposons  d'abord  que  toutes  les. 
droites  génératrices  doivent  être  parallèles  entré  ellçs  , 
il  faudra  que,  dans  leurs  équations, 

yzzzax  -^  tty         z  =  6^  +  ^8  (^^-  l8ï), 

^cs  çoeffîciens  aeXb  soient  constans ,  et  que  lesquantités- 
ce  et  /8  varient  ensemble,  de    manière  que  l'une  sôit 


fonction  de  Vautre;  car  la  première  étant  donnée,  le 
plan  pro}etant  de  la  droite  génératrice^  sur  Te  plan  des 
xy  est  donnée  et  son  intersection  a^ec  la  courbe  qui  di-* 
rîge  le  mouTcment  de  cette  droite  achève  de  la  déter- 
miner (*)   :  on  aura  donc 

j^  =  aaf-f"*>      «  =  èa?  +  ^  (a)  , 
^  étant  une  fonction  dont  la  forme  dépend  de  la  courbe 
directrice;  mais  la  première  de  ces  équations  donnait 

il  en  résulte 

'  ar— ÔAf  =  ^  (j>^  —  oar). 

Si  Ton  fait  ici  ^  =  o ,  on  aura 

équation  qui  rentre  dans  celle  du  n*  i4o. 

En  éliminant  la  fonction  ^  dans  le  cas  général  ^  après 
aroir  fait  Az=.^X'^q&y^  on  obtient 

■p  ^  flq  -;~  ^^ 

14^.  Quand  les  droites  génératrices  doivent  toutes 
passer  par  un  même  point  dont  les  coordonnées  sont 
M  y  fi  y  y  y  leurs  équations  deviennent 

y—fi=za{x—tt)y     sf— y=&(ar  — #), 
et  ce  sont  les  coefficîens  a  e\h  qui  varient  ensemble  à 
cbaque  nouvelle  position  que  prend  la  droite  génératrice  ^ 
il  faut  j,  en  conséquence  ^  poser  bz=:  ^(a)^  ce  qui  donne 

a=.y-l    et  lll2  =  ^C41Ilf\ 
.   4f — #  ^        X  —  m.  \x  —  #/ 

L'élimination  de  la  fonction  ç  conduit  à 
z-^y  =?5/>(ar  — <*)  -f-  q  (j'  — iS). 


(*)  Ou  bien  encore;  soient  ^  =  4(*')  >  «'=4»'(a:'),  les  équations 
de  la  coarbe  directrice  ;  il  faut  qu'en  posant  x'=zx\  on  Sk\t.y^siy\ 
X  s=:  c^,  et  par  conséquent  aaf  H-  a  =  M^)  >  ^'^  -f-  /8  =  ^{x') ,  d'oii  ^ 
di  âiminant  j/,  il  Traitera  une  éqpatioi:^  entire  «  et  ^. 


t43.  Ôii  Voit  etiàôte  È^tks^\t[^,  t^wèû  iXhé  «biifbé 
plane  ({uelcôifiqiie  tourne  autotklr  de  l'axe  âëi  *,  thkcxtà 
de  ses  pQÎhts  dètrit-a  uti  CeWîle  ,a)ratit80ûccnt<^  sUf  dtt 
axe ,  et  pour  rayon ,  l'ordontiée  dé  la  courbe  géùératHtt 
rapportée  à  ce  même  axe,  et  de  plus ,  que  le  raj^ti  dé 
ce  cercle  varie  avec  «a  distance  au  plàtt  dès  icj^,  c'est-à- 
dife ,  avee  i^  Si  donc  on  posé  poitr  scm  éqttatttki  ^ 
j^«M^  ^«  sasà*^  a  detta  4tre  regardé  oomme  «ne  imé*^ 
tion  de  z,  et  vice  versé j  d'où  il.  suit 

*'  +  J'*  =  *W,  ou  «=4(*"+y')> 

4>  désignant  une  fonction  inverse  de  ^. 
L'élimination  de  4  Qpnduit  à  l'équation 

pjr  —  gx  =  o, 

i{ai  €^pfittte  le  oarattèrë  des  surface*  ertgendi^éefe  eoiftfne 
on  vient  de  le  Voir,  dont  la  8|>lière  d'est  qn*un  <âis  par- 
ticulier, et  qu'on  nomiùe  Burfaceê  de  réi^olution.  Pour 
les  considérer  sous  le  point  de  vue  le  plus  général ,  il 
faudrait  supposer  dans  une  situation  quelconque,  l'axQ 
autour  duquel  tourne  la  courbe  génératrice. 

H  n'est  encore  entré  qu'une  fonction  arbitraire  dans 
l'expression  des  familles  de  surfaces  que  nous  venons 
d'examiner  ;  il  y  en  aurait  eu  un  plus  grand  lîomlire ,  si 
Pon  avait  laissé  plus  de  conditions  à  remplir  dans  le 
mouvement  ou  là  nature  des  lignes  génératrices;  mais 
on  ne  peut  Qu'indiquer  ici  ce  sujet.  Cependant  nous 
aurons  bientôt  Poccasioil  de  faire  ôôntoaitre  encore 
une  classe  de  sfui^faëes  rémàf^tkablefâ  :  ce  sont  toutes 
celles  qui,  cotDmé  leé  (ij^liitdréf  et  les^  éôllês,  peuvent, 
sans  déchirure  ni  duplicature ,  s'étendre  sur  iin  plan, 
et  que  poui^  cette  raison,  on  nomme  êurfaoeg  déve*- 
Idppablê»  (i6i). 
Enfin ,  il  fi^ûdrftf t  aii^si  «iotiff 6f  lé  pr^oèdè  à  i/Ulifê 


faut  parUcutariaer,  diaprés  une  conditioiitifkHiiié&v,!» 
forme  dta  foBclîoiiti  ai'bitraires  conlenue»'  «Up^  jl^à 
équations  primitives  des  familles  de'  surfaces  ;  mais 
comme  son  principal  usage  se  rapporte  au  Câ1<5u1  ïtiié* 
gral  I  je  l'exposerai  à  la  suite  de  Tiatégratioti  des  jéfuar 
tions  différentielles  partielles.  ^.  •  !)         , 

i44*  Considérons  màSntenàht  ks  diverses  ùian^'es-de 
passer  d'un  point  à  un  autre  sur  une^rface  quelconque. 

Lorsque  x  varie  seul  et  devient  «  +  hf  on  passe  du 
point  il/,  y^.  36^1  au   point  ni,    situé  sur  .la  section  fio.36. 
QMm ,  faite  par  :iiir  plan  parallèle  k  celui  ^es  xz ,  et 
mené  par  le  point  M  :  l'ordonnée  m' m  de  cette  sec- 
tion ,  a  pour  développement  la  série 

d»  I    *  dar*i.a       dar  1.2.3 

Si  c'est  j^  qiit  se  cha^e  en  ^  +  i&,  et  que  x  demeure 
oonstant,  on  passera  au  point  n  situé  sur  la  section 
PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  y^ ,  meûé 
encore  par  le  point  M,  et  le  développement  de  l'ordonr^ 
née  n'nde  cette  section,  sera 

En  faisant  vafief  x  et  y  en  même  temps»  on  passera  du 
point  il/ à  un  point  quelconque  iV,  et  cela  de  deux  ma-* 
i^ièfes  différentes,  savoir,  en  substituant ^H^i^  àtilién 
de  j^  dans  le  premier  développement  «i^ dessus,  ou 
ISm  x-^h  AU  lieu  d«  AT  dans  le  second.  Pai?  l'une"  dé 
ces  opérations,  on  pasie  de  Fordonttée  fntri  k  fordo»* 
ué&JN^Nf  dans  la  section  jDmA^  et  par  Fautre,  on  passe 
itn'n  à  N'a,,  dana  la  section  qnN,  11  est  évident  que 
ces  deux  Meti^ni  doivent  se  rencontrer  au  point  iV,  sans. 


qnoî  )a  sturfàceproposée'Oe  serait  pas  oontiniie  ;  il  faot 
donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  n^'  39  et  4^ 

soieat  identiques  :  l'équation  -r-r-  =  -pr* ,  à  laquelle 

tient  cette  circonstance ,  n'est  donc'<}ue  l'expression  de^ 
la  loi  de  continuité. 

Ayant  à  considérer  particulièremei^t  la  série 

+  etc., 

qui  exprime  le  développement  de  la  yaleur  de  z  ,„ 
correspondante  à  a?+-^  et  à  ^+A,  pour  abréger,  je  la. 
représenterai  par  1       •       . 

g  4- joA  J^.qk+i  (r/r*  +  ^èhk  + 1^)  +  etc., 
en  posant 


d«__  à% **'£_  d*z  _        d*a 

di~^'    d^~^'    di-'^''''     diÇ~*'    dj?^"' 

et  je  ferai  observer  que  le  rapport 


déterminant  la  direction  de  MN'  par  rapport  aux  axesi 
des  *  et  des  y ,  fait  connaître  celle  du  plan  M'MNI^y 
mené  perpendiculairement  au  plan  ABC  y  et  coupant 
suivant  MN  la  surface  proposée. 

145*  Il  suit  des  considérations  précédentes,  et  de  ce 
qui  a  été  dit  n^  i36,  que  si  utrz  o  représente  l'équation 
d'une  surface  courbe,  les  équations  difiérentiellei 


'^ii'.àudz au  ^^duàz 

dx      dad*"^  dy       âz  ây         ' 

appartiendront  respectivement  aux  deux  sectionis  QMm 
et  PMn  ;  la  coordonnée  y  n'entrera  dans  la  première 
que  comme  une  constante  arbitraires^  qui  détermine  la 
position  du  plan  cbupant  :  il  en  sera  de  même  de  la 
coordonnée  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  dz  de  l'une  de  ces  équations  avec  celui  de 
l'autre ,  puisque  ices  deux  différentielles  ne  sont  que  par- 
tiefles  (i35).  - 

La' différentielle  totale,  ou  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre,  ayant  pour  expression 

^  ^  di^^  "^  5;  ^  ~ ^^^  +  ^^«^^ 

àz-^pdx  est  la'  différentielle  de. l'ordonnée  de  la  sec- 
tion paraUèle  au  plan  des  xz,  semblablement  dsi-=:i:qdy 
est  celle  de  l'ordonnée  de  la  section  parallèle  au  plan 
des  yz. 

Si  l'on  demandait  la  différentielle  de  l'ordonnée  de  la 
section  faite  par  un  plan  quelconque  M!MNJN'  perpen- 
diculaire à  celui  des  xy^  l'équation  de  ce  plan^  de 
même  que  celle  de  sa  commune  section  MlP y  étant  de 
la  forme  j^=iMf+/5  (^'*^'  ^76)>  établirait  une  dé- 
pendance entre  les  coordonnées  a;  et^;  il  ne  serait  plus 
permis  de  faire  varier  l'une  sans  l'autre ,  et  2  ne  pour- 
rait changer  qued^une  seule  manière;  il  faudrait  alors 
employer  la  différentielle  totale  dj5=/>dj;-f-ydjr,  en 
observant  que  l'équation  du  plan  coupant  donne 
^y  =  wdx  y  d'oi  il  suit 

dz  =  (  jo  H-'  (tq)  dx, 

•  -  — 

Cet  exemple  ofire  l'explication  géométrique  de  ce 


\ 


[ 
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f 

qu'on  lit  daiis  le  n^  4^^  relativement  h  Vemploi  des  diffé- 
rentielles totales.  En  supposant  toujours  une  dépén- 
d^ace  entra  les  deux  variables^  on  £xe  la  direction  dans 
laquelle  on  passe  d'uu  point  à  un  autre  sur  la  surface 
proposée  ^  car  si  la  secUon  ^iV  n'était  pas  faite  par 
yn  plan  perpendiculaire  à  celui  des  xy^  et  qu'elle 
eût  en  conséquence  ^r  ce  dernier,  upe  courbe  pour 
projection ,  la  drcnte  MN*  serait  la  tangente  de  cett^ 
courbe  au  point  iM',  et  la  projection  de  la  droite  qui 
toucherait,  au  point  M^  la  section  MTi  £aite  danâU 
surface  proposée» 

146.  La  preniière.  remarque  qui  6«  p^éseotQ,  ifeit 
que  la  limite  du  rapport 

domiaut  la  tangente  t^igonconétrique  de  Tangle  que  faîtv 
avec  sa  prolectioa  M'IS^\  la  droite  qui  touche  au  point 
M  la  section  formée  dans  la  surface  par  le  plan 
M'MNN'  (58),  m^3ure  l'inclipaisoa  de  cette  section  par 
rapport  au  plan  im^y^  et  indique  par  conséqueut  la 
p^nte  de  la  surface  *  dan§  la  directioa  MN.  Or^^  pour 
passer  à  la  li«iitei  il  fajut  substituer  aux  accroîssemiçns 

NN'-^MM'    et    iirivr=?  \/W^^+W^, 
les.  différei^tieUe^  oonespo^d^tnt^ 

d«s=(^+ct^)d*,    V^'a^p^+dj.»  ==  ix\/T^  {jL^S), 
d'où  il  résHltera  pour  la  limite  ehurttliée» 

\/ 1+  tf* 
Cela  po4é,e»  pmal  demande»  quelle  doit  Aire  la  st« 


tuatioa  du  plan  oo|ipa»i  JSfJfNJ^f'  pour  qae  l'expression 
ci-dés|aa,  qui  ^f ^ri^  aïoo  l'angW  ^H^n^  do^t  la  tan- 
gente r=«,  soit  un  maximumi  Pour  résoudre  oc  p]^pi)l^e. 
\  î^n\  4iffçrç»tfer  çeUç  wemç  expression  par  rapport 
»  ^;  ftt  égrfçP  k  résultat  «i  î^rQ  (loi)  j  on  trouvera 


f-^/»*    _ 


C'+^T 


=  o,     d'où     ^r  — /?#  =  o , 


a 


et  si  Ton  H|et  peur  «  aa  ^esr  -^,  on  £»rmûra  Véquiii* 
tien  difTéreptielIe 

qui,  .conjointement  avec  celle  de  la  snrfeee, 

ûa-=z  pàx '^  qày , 

• 

fec^  QQnnfgLtre  la  direction  dans  laquelle  doivent  se  suc- 
céder les  points  consécutifs  pour  descendre  du  point  M 
au  plan  des  iy  par  les  arcs  les  plus  inclinés,  ou  la  ligne 
de  plus  grande  pente  qui  conduit  de  ce  point  au  plan 
des  xy.  Cette  ligne  qui,  généralement ,  9<ar$i  courl)^,  se 
pté^lç  Wttvent  d^ns  Iq«  art?  dç  construction, 

i47-  Venons  maintenant  aux  osoulations  des  surfaces; 
canoe*vtHis-en  deii^:  passant  pav  un  méoie  point  ay^nt 
p^r  coordonnées  »^  y^  %y  et  qu'en  ehanfio^iit  «  ^ 

'4*^9  y  en  y^^^i  Péquation  de  la  premièra  aurfdf!^ 
dénué 

s+^*  +  Ç^  4»  i  {Rh^^nSSit^  7**)  ^  «ti^  ; 

leur  distance  pour  le  second  point  que  Fon  considéra  » 
*era,  dans  le  sens  de  Tordonnée  m, 


ao8  TtLAJrà  iLÂlfAMTAIEB  ' 

.+  etc. , 

série  qu'on  peut  rendre  convergente  ;  en  prenant  heik 
très  petits^  et  qui  diminuera  de  plus  en  plus  de  TaleuTj 
lorsqu'elle  perdra  les  termes  de  sa  première,  de  sa  se-' 
conde,  etc.,  lignes. 

En  raisonnant  ici  comme  on  l'a  fait  par  rapport  aux 
courbes  dans  le  n®  76 ,  on  se  convaincra  (q[u'une  troi*- 
siëme  surface  pour  laquelle  ces  termes  ne  disparaîtraient 
pas  ;  passerait  nécessairement  en  dehors  des  deux  autres^ 
dans  tous  les  points  qui  environnent  leur  point  commun* 

Lorsqu'on  aura 

p^P  —  Oy      q—Q  —  o, 

les  deux  premières  surfaces  proposées  se  toucheront ,  et 
leur  contact  sera  du  premier  ordre;  il  sera  du  second^ 
si  l'on  a  en  mAme  temps 

r  — /î=o,     «— -iSssso,     /— Tbao, 
et  ainsi  de  suite. 

148.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'équation  de  lâ 
seconde  surface  renferme  un  certain  nombre  de  cons^ 
tantes  indéterminées  y  on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes pour  anéantir  les  premiers  termes  de  la  dis- 
tance  des  deux  surfaces,  et  établir  ainsi  entre  elles  le 
contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  c'est-à-dire, 
une  osculation» 

En  représentant  par  x ,  y' y  2',  les  coordonnées  de  la 
seconde  surface,  la  première  condition  à  établir,  c'est 
qu'en  changeant  dans. son  équation,  que ^e représenterai 
par  F*  z=,Oy  «'  et  y  en  *  et  j',  on  en  tire 


.'=,, 
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afin  que  les  deux  surfaces    aient  un  pomt  commui^^ 
Remplaçant  ensuite  les  lettres   . 

p,  q,  r,  s,  ty  etc.,     P,   Ç,  R,  5,   T,  etc., 
par  les  coeffiteiens  dlffet^éntîels  qu'elles    désignent,  les 
conditions  posées  dans  le  n°  précédent  deviendront^ 
pour  un  contact  du  premier  ordre > 

d/ As        d« da 

de  plus ,  pour  un  contact  du  second  y 

dV_a^^  _Ë!fl  — i!l  d V  _ d^g 
dar'*~d«*'  d^'dy^^  d^djf  '  dy~d7*  ' 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  établit  que  les  difiPérentielleft 
partielles  du  pi^mier  ordre,  puis  celles  du  second 
ordre ,  etc. ,  de  l'équation  /^'==o,  sont  satisfaites  quand 
on  y  change  x  y  y',  z  et  leurs  différentielles  >  en  or , 
y^  z  et  leurs  différentielles. 

149.  Appliquons  d'abord  ce  qui  précède  au  plan,  en 
prenant  pour  J^'=:o  ,  l'équation 

z'  =  Ax  +By  +  D  (  Trig,  176)  ; 
comme  il  n'y  a  ici  que  trois  constantes,  on  ne  peut  sa- 
tisfaire qu'aux  trois  conditions  du  contact  du  premier 
ordre.  La  première  donne 

/  =  i5  =  jix  +  By  +  Z> , 

et  les  deux  autres 

d^' ,_^  àz      Az^  _^  d« 

d«'     '  Ax^     Ay'  Ay 

En  yertu  de  celles-ci ,  il  vient  d'abord 

et  retranchant  cette  équation  de  celle    du   plan,  on 
Cale.  diff.  i4 


^tO  trait!  iLéMXNTAIHS 

obtient 

telle  est  l'équation  du  plan  'tangent  à  la  première  surface, 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  âe,  yetz. 

On  déterminerait  encore  ce  plan  par  la  condition 
qu* il  doit  contenir  les  tangehtes  de  toutes  les  sec* 
tions  qu'on  pourrait  faire  daos  la  surface^  par  le  point 
M'y  car.  pour  ces  tangentes  ;  on  a 

àz  =z  (^p  +  Mq)  àx  (i45), 
et  y  lorsqu'on  fait  éj  :=±:ttdxt  l'équation  du  pla^  donne 

dz  =  Aix  4-  BAy  —{A-^  mB)Ait, 
résultat  qui  sera  identique  avec  le  précédent,  quel  que 

soit  «^  si   Az:^Pj  et   B  :=:iq. 

i5o»  La  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent,  me- 
née par  le  point  où  il  touche  la  surface  proposée,  â'ap- 
pelle  normale^  et  ses  équations  sont,  d'après  celle  du 
plan  tangent, 

y—y+q(.^-^)^oiTrig.  182)  C). 

La  distance  du  point  considéré  sur  la  surface  courbe, 
à  un  point  quelconque  pris  sur  la  normale^  sera 

d'après  les  équations  ci-dessus;  et  ai  l'on  fait  /=o,   le 
résultat 

#111     II      I  •<Ji— e 


{*)  N0D8  les  retroayerons  plus  loin  (157),  par  uac  considération 
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doimera  la  longuevr  de  la  partie  ^e  ia  iioniiale  eom- 
prise  entre  la  surface  proposée  et  le  plan  des  xy. 

iSi.Les  conditions  d^an  contact  du  second  ordre 
étant  au  nombre  de  six  (i48) ,  ne  peuvent  pas  toujours 
être  remplies  par  la  sphère ,  puisque  son  équation  géné- 
rale ne  renferme  que  quatre  constantes,  savoir^  les 
trois  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  {Trig,  i84)  • 
dte  ne  saurait  donc  avoir  dans  tous  les  sens ,  la  même 
courbure  que  fa  surface  proposée.  Pour  mesurer  eette 
ODurbare,  \\  iaut  employer  deux  cercles  osculateurs 
différées ,  qu'Euler  a  déterminés  le  premier,  mais  aux-^ 
quels  Monge  est  ensuite  parvenu  par  des  considérations 
très  élégantes,  que  je  vais  exposer. 

On  a  vu,  dans  le  n**  80,  que  les  points  de  la  déve- 
loppée ,  ou  les  centres  de  courbure  d'une  courbe ,  sont 
les  limites  des  intersections  des  normales;  étendons 
cette  définition  aux  surfaces,  en  cbercbant  les  limites 
des  intersections  de  leurs  normales  consécutives ,  et 
pour  cela  repraions  les  équations 

x'  —  x-^-p  [z —  s)  =  o  (a)  , 

trouvées  dans  le  n*  précéd.  Les  quantités  *,  y  ^  si^pyq^ 
relatives  au  point  que  l'on  considère  sur  la  surface 
proposée,  sont  constantes  pour  la  même  normale,  mais 
elles  changent  de  valetir  lorsqu'on  passe  à  une  seconde 
normale  ;  or,  ce  passage  pouvant  s'effeetjtier  dans  une 
iBfimté  de  directûmB,  savoir,  du  point  donné  à  chacun 
des  points  enyironiifttis,  il  faut  faire  varier  en  même 
temps  «,  y  et  ij;  et  puisque  l'on  ne  cherche  que  le 
point  d'intersection  de  la  première  normale  avec  la  dê- 
ooode,  on  regardera  comme  constantes,  les  coordon- 
nées x',  y'  et  /,  affectées  à  ce  point. 

14.. 
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En  différentiant  ainsi  les  équations  (a)  et  {b)f  et 
posant 

on  trouvera 

—  àx  *-/)*da7  —  pqdy.  4"  («'  —  ^)  (''d jr-f-«<î J')  =  o  (c), 
— dy — q'^y — P^dx  +(z — is)  («dar-l- ^dj^)  =  o  (d). 

Mais  les  équations  (a)  et  (b)  donnant  les  valeurs  de 
x' — X  et  de  y — y,  lorsque  celle  de  z — s  sera  connue^  il 
faut,  pour  que  la  question  proposée  ait  une  solution,  que 
les  deux  équations  (c)  et  {d)  s'accordent  daos  la  détermi- 
nation de  cette  dernière  quantité,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

dx  "{-p^dx  +pqdy dy  +  q^d^+pqdx 

rdx  +  sd^  sdx  +  idj^         ' 

ce  qui  établit  une  relation  entre  d*  et  dy,  et  montre 

que  la  seconde   normale  ne  rencontre  la    première , 

qu'autant  que  le  point  d'où  elle  part  est  dans  la  di« 

dy 
rection  marquée  par  la  valeur  de  -f^.  Or,  en  faisant 

QX 

dj^  =  mdxy 

dans  l'équation  précédente,  et  ordonnant  par  rapport 
&  m,  on  obtient  le  résultat 

[(1  +  q-)s  —pqi]  m-  +  [(i  +  q')r-{l  +/>»)/]». 
—  i{^+P^)s  —  pqr-\=o (^), 

qui  donne  pour  m  deux  valeurs  ;  il  n'y  a  donc,  en  géné- 
ral, à  pbaque  point  d'une  surface,  que  deux  directions^ 
dans  lesquelles  deux  normales  consécutives  se  coupent^ 
et  soient  par  conséquent  dans  le  même  plan. 

Un  simple  changement  de  coordonnées  suffit  pour 
mettre  en  évidence  la  relation  que  ces  directions  ont 
entra   elles ,  sur  la    surface    proposée.   Il  est   visible 


D8    CALCUL   DIFFÂBENTIEL.  2l3 

d'abord  qu'on  peut  faire  coïncider  le  plan  des  xy  avec 
le  plan  tangent  au  point  que  l'on  considère,  et  placen 
Forigine  des  coordonnées  à  ce  point ,  sans ,  pour  cela , 
déranger  la  position  respective  de  la  surface  proposée, 
et  de  ses  normales  ;  mais  alors  ar=  o  ,  y  =  o ,  a  :=  o , 
et,  dans  Péquàtîon  du  plan  tangent,  z  doit  être  nul 
quels  que  soient  x'  et  y\  ce  qui  exige  que  /)  =  o, 
^  =  o,  et  réduit  l'équation  {e)  à 

sm^  +  (r — /)  m— s  =  o  ,   ou  m*  -} wi-  —  i  =  o, 

S 

£n  nommant  rn^  et  m'  les  racines  de  celle-ci ,  on  a 

tn'm'  ^  I  =  o; 

et  comme  à  présent  toutes  les  droites  qui  touchent ,  au. 
point  jlf,  fig,  3^  ,1a  surface  proposée, ^se  confondent  fig.37. 
avec  leur  projection  sur  le  plan  des  xy ,  m  et  m"  re- 
présenteront les  tangentes  des  angles  que  font,  avec 
l'axe  des  x^  les  droites  indiquant  les  directions  sur  les-^ 
quelles  on  trouve  les  normales  qui  se  coupent  ;  ainsi , 
ces  directions  seront  perpendiculaires  entre  elles  (*). 

i52.  On  voit  aussi  qu'en  menant  par  Taxe  des  z^  qui 
coïncide  à  présent  avec  la  normale  MG,  et  par  chacune 
des  tangentes  MN'  et  Mn',  correspondantes  aux  valeurs 
jfi!  et  m!\  des  plans ,  ils  couperont  la  surface  proposée 
suivant  deux  courbes,  dont  les  cercles  osculateurs  seront 
aussi  ceux  de  la  surface ,  puisqu'elles  auront  deux  nor- 
males communes  avec  cette  surface,  tandis  que  les 
autres  courbes  ne  sauraient  en  avoir  qu'une. 

C'est  par  les  rayons  de  ces  cercles  qu'on  mesure  les 

(*)  m  resterait  indéterminée  si  Ton  avait  en  outre  5=sO|  ** —  f — ,0 
ce  qai  a  lien  pour  la  sphère ,  dont  toutes  les  normales  passent  pat 
#on  centre,  que  Ton  suppose  ici  dans  Taxe  des  z- 


a.4 


N 
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courbures  de  la  surface  proposée;  or,  lec<r  expression 
est  éTidonment  celle  de  la  distance 


entre  l'intersection  des  nornuJas  et  le  poînt  qne  l'on 
considère  sur  cette  surface.  Par  la  substitution  des  ya<* 
leurs  de  *— «'  et  de  y-^y ,  tirées  des  équations  («) 
et  {b)y  on  trouve 

oh  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  pour  z — 2%  sa  valeur 

tirée  de  l'une  des  équations  (c)  et  (d)  ;  mais  on  arrive 

à  une  valeur  indépendante  de  m^  en  éliminant  d'abord 

dv 

-r^  de  ces  deux  équations ,  ce  qui  donne 

posant  ensuite 


—  i' 


(«-/)|/i +/,•+,«=/>,  d'où  ''-»--.    ,    ,,      . 

pnis  Substituant  cette  valeur  de  2' —  z,  dans  Téquatlon 
précédente,  faisant  disparaître  les  dénominateurs  et 
ordonnant  par  rapport  à  i",  on  obtient 

(rt-<»)«r«+  [(i  ■+p*)t—  2/»sr«+(i  +^)ry  \/T+pTq' 

équation  dont  les  racines  exprimeront  les  rayons  "àes 
deux  cercles  osculateurs. 

Les  valeurs  de  m,  données  en  fonction  dex^jr,  z, 
changeant  avec  ces  variables  ^  pour  chaque  point  de  h 
surface  proposée ,  il  en  résuhe  les  équations  différen* 

tielles 

dy  =  mfdx  ,     dy  =  m''dx , 


quidéiemiineDl  Isur  le  plan  des  a;^  ,  deux  cpuribes  9^^ 
saat  par  le  puant  Jtf',/^.  36,  ^  qui  «wt  l^sipi^oieçtipiis  pie.  36. 
de  cdles  qu'il  faut  suivre  «ir .  la  surface ,  pour  reix- 
contrer  des  i^orluales  qui  iS9  loupent. 

Chaque  pein*  M  de  la  mcfi^qe  pr<Qpo$ée  ^e  Irouive  sur 
deux  sde  eea  courbes  ;  odiie .  qui  néppod  à  la  plu^  petite 
des  valeurs  de.^^  est  la  %r^  de  plm.giV^n(U  courbure , 
t'autce  «8t  la  ligne  de.  jnoindrf  icourbu^' 

Quand  les  yakursde  ^.  ont  le  mémeugn^f  les  deux 
oeurbuces  de  la  iSur£Me  ^ont  tounuées  da»^  I0  niéxue 
Bms,  et  en  sens  Dwitraire ,  ai  jcés  nraleiirs  «ont  de  signes 
différens.  ■ 

£n£Q,si  l'ondiminear^^',  set  n»,  entre  réq4Niiîf»u 
de  la  surface  proposée ,  et  les.  équationà  (b) ,  (ç) ,  (d)  , 
(#),  .(i5i) ,  on  aura,  pat  les.  coordonnées* ,  y  y  *', 
Féquatîon  de  la  surface  qui  est  le  lieu  de  txkfâ  le»  centres 
de  courbure  de  la  proposée,  -et  qui,  en  général,  sera 
composée  de  deux  nappes ,  dont  l'une  contiendra  tous 
les  centres  de  la  pliis  grande  courbure,  et  l'autre  ceux 
de  la  plus  petite  (*). 

Des  points,  singuliers  des  surfaces  courbes  j 
des  maximums  et  minimums  des  fonctions 
de  plusieurs  variables. 

i53.  Les  surfaces  courbes  offrent,  dans  leur  cours, 
non-seulement  des  points  singuliers  en  nombre  limité  et 
distincts ,  mais  ces  points  j  forment  aussi  quelquefois 
des  suites  continues,  qu'on» pourrait  nommer  lignes 
singulières;  les  uns  et  les  autres  correspondent  à  des 
valeurs  particulières  des  coeffîciens  différentiels  de  l'or- 

,(*)  On  trouvera ,  à  Ja  pag€  58o  du  I«^  toI.  du  Traite  in-40,  la 
formule  poor  détermiuer  par  ces  courbures ,  celle  d^une  section 
faite  dans  ta  surface ,  par  un  plan  quelconque. 


ai6  Titilla  iLéBfENTAJRE'.,' 

donnée  de  la  surface,  analogues  à  celles  qui.  nous  ont 
conduit  à  la  détermination  des  points  :  singuliers  des 
courbes.  Mais  pour  se  Caire  une  idée  de  la  forme  d'une 
surface ,  il  ne  suffit  pas  d'en  chercher  des  points  isolés  ; 
il  faut  f  comme  pour  la  construire  ,  imaginer  un  en- 
^mble  de  sections  faites  par  des  plans  ou  des  surfaces 
assujetties  à  une  loi  cci^stant0  et  déterminée. 

Cest  aiùsi  qu'on  peut  Teconnaitre  en  quel  point  d'une 
surface  y  son  ordonnée  est  un  maximum  on  un  mini- 
mum, c'est-à-dire  9  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qui  Pentourent  immédiatement,  dans  quelque 
direction  qu'on  les  prenne  ;  car  il  doit  y  avoir  alors 
un  maximum  ou  un  minimum  ^sùr  toutes  les  sections 
que  forment^  dans  la  surface  proposée,  les  divers  plans 
passant  par  cette  ordonnée.  Or,  en  posant  pour  l'une 
de  cei  sections 

•  dy  =3  adx , 

le  coefficient  di£Férentiel  de  z  considéré  comme  l'or- 
donnée de  cette  section,  sera  exprimé  par 

dz  ,   '    P  •4"<«3' 


■t4-J- 


(i46), 


V^dx^  +  dy""        V/i+*' 

et  devra  être  nul  ou  infini  (loi)^   indépendamment 
d'aucune  valeur  de  «,  pour  qu'il  y  ait  maxim,um  ou 
minimum j  quelle  que  soit  la  situation  du  plan  coupant. 
Les  conditions  du  premier  cas  seront  donc 

dz  dz 

3^  =  °'    4^=*' 

et  par  leur  moyen ,  on  déterminera  les  abscisses  du 
point  cherché;  mais,  comme  dans  les  courbes,  on  ne 
pourra  pas  conclure  de  ces  seules  conditions,  qu'il  y 
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ait  maximum  ou  minimum  :  tout  ce  qu'il  s'ensuit  né- 
cessairementy  c^est  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à 
celui  des  xy,  puisque  son  équation  se  réduit  alors  à 
«'— «  =  o  (149). 

Si  la   surface  proposée  est   la  sphère  donnée  pair 
l'équation 

x^  +  y*  +  z*=a^, 


on  aura 


=  — -  =— -^^ 


âf  z 

d'où  *=o,       yzzzo'j 

et  l'on  verra,  par  l'esLpression 

x=\/a'  —  x'—J\ 

que  toutes  les  valeurs  de  z  qui  répondent  à  des  abscisses 
différentes  de  zéro,  sont  <^a. 

i54-  En  n'ayant  égard  qu'à  la  marche  des  valeurs  de 
l'ordonnée  z ,  on  rencontre  aussi  des  maximum^  et  des 
minimums  qui  rendent  infinis  les  coeffîciens  différentiels 
p  et  q\  en  voici  un  exemple. 

Si  dans  l'équation 

z  =  b  +  ix-  +  y^)^, 

on  fait  :p  et  j^  nuls ,  on  aura  z  =  &  ,  et  dès  qu'on  pren- 
dra x  et  y  différens  de  zéro ,  on  rendra  z^  b.  Cette 
valeyir  est  donc  bien  un  minimum;  mais  en  supposant 
aussi  X  et  y  nuls  dans  les  expressions 

nx  2y 


P  = 


a    7       îf  A    > 


on  trouve  J.  Pour  en  connaître  la  vraie  valetir ,  il  faut 
d'abord  poser  y  =  mx ,  ce  qui  les  change  en 
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P= — r s:»    !?== 


s  y 


»ar3  (  1+ //i*)^  3^^  C I  + 1»*»)^ 

et  montra  qu'elles  sont    réellement  infinies,  lorsque 
:t  =  o  et  que  m  est  assignable ,  d'où  il  résulte  yrsso. 

A  la  Térité^  si  l'on  clierohe  la  forme  de  cette 
partie  de  la  surface,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  le 
point  qui  répond  à  :p  =  o ,  y  =  o ,  est  une  espèce  de  bec 
ou  de  rebronssement .,  au-delà  duquel  la  surface  ne 
s'étend  pas,  et  semblable  à  cel|ii  que  produirait  la 
piG.i4*  courbe  EM ,  fig.  i4;  en  tournant  autour  de  la  ligne 
PM.  On  verra  aussi  qixt  p  et  q  se  présentent  sous  la 
forme  |,  parce  que  la  position  du  plan  tangent  à  ce 
point  est  indéterminée ,  puisque  tout  plan  qui  passe 
par  V^xe  des  z,  touche  et  coupe  la  surface. 

11  existe  aussi,  dans  les  surfaces  courbas,  des  suites  de 
points ,  ou  des  lignes  dans  lesquelles  elles  retournent  sur 
elles-mêmes,  qui  sont  nommées  arêtes  de  rehroussementj 
et  dont  on  verra  bientôt  un  exemple*,  d'autres  lignes 
où  les  courbures  changent  de  côté;  celles-ci  sont  des 
lignes  d'inflexion j  qui  peuvent  se  reconnaître  p^r  le 
changement  de  signe  des  rayons  de  courbure*,  mais  tous 
ces  détails  sortant  des  limites  que  j*ai  dû  me  prescrire , 
je  vais  passer  à  la  recherche  purement  analytique  des 
maximums  et  des  minimums  des  fouctiosns  de  deux  va* 
riables. 

i55.  Il  est  évident  que  la  dii&*ence 

u  ~uz=zî{x  +  h,  y  +  h)'^i{x,y)y 

entre  deux  valeurs  successives  d'une  fonction,  lorsque 
\t&  accroiasemens  demeurent  trës  petits,  mais  so^kt 
d'ailleurs  quelconques ,  doit  rester  toujours  positive  si 


etc. 
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la  preimière  yaleor  de  2«  est  un  minimum  j  ou  Bu^atiye 
dans  le  cas  contraire. 

Pour  examiner  les  conséquences  de  cette  condition , 
il  faut  en  général  développer  la  différence  indiquée  ci« 
dessus ,  suivant  les  puissances  ascendantes  des  quantités 
het  k*j  mais  en  nous  bornant  ici  au  casob  les  coeffi- 
ciens  différentiels  ne  deviennent  pas  infinis ,  nous  pour  '* 
rçixs  faire  usage  de  la  série  du  n°  4'  ;  ^^  i^uv  abréger, 
tious  désignerons  par 

B^   C,  D,  E,  F,  etc.,    • 

les  fonctions 

Au      â^u       A^u        à^u        à^u 
H'    dy'     dï*'    ixAy'     5? 

"Posant  ensuite  k:=itih ,  il  viendra 

-f-  etc. , 

série  dans  laquelle  le  terme  affecté  de  la  première  puis- 
sance de  h,  pourra  devenir  supérieur  à  la  somme  de 
tous  les  autres  ;  et  comme  il  changerait  de  signe  en 
même  temps  que  h,  il  faudra  qu'il  s'évanouisse  lors  du 
maximum  ou  du  minimum ^  ce  qui  fournît  l'équation 

iB  +  Crf  .-=  o , 

qui,  devant  subsister  dans  toutes  les  relations  de  k  avec 
h,  doit  se  vérifier  indépendamment  de  «  :  on  aura  donc 

jj  __         .^  du  du 

/ï=:=o,      6  =  0,      ou      -r-=:0,     -r-  =  0, 

Qx  ay 


/ 
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ainsi  qu'on  l'a  déduit  des  considérations  géométriques 
(i53). 

Ces  conditions  étant  remplies  par  les  taleurs  de  x  et 
de  y  déterminées  en  conséquence ,  il  faut  encore  que  les 
coeffîciens  Dy  JS  et  F,  ne  s'éyanoulssent  pas' en  même 
temps ,  et  de  plus ,  que  le  signe  de  la  quantité  qui  forme 
la  seconde  ligne  du  développement  ci-dessus,  soit  in- 
dépendant des  valeurs  de  u.  En  donnant  à  cette  ligne 
la  forme 


FhWD       2E 
i.2\iP"*"  F 


«  +  *»*)'••   («)> 


on  voit  que  son  signe  restera  le  même  si  le  polj^^nome 

F^  F     ~ 

n'en  change  pour  aucune  valeur  de  «  ;  et  c'est  ce  qui 
arrivera,  si, étant  égalé  à  zéro,  il  n'admet  pour  «  que 
des  valeurs  imaginaires  ou  des  valeurs  ^ales  :  or,  ces 
valeur  $ ,  exprimées  en  général  par 


serqnt  imaginaires  lorsque  E^  ^  FD ,  et  égales  si 
£*  =  FD. 

Sans  ces  conditions ,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mL 
nimum;  et  comme  elles  exigent  d'abord  que  F  et  D 
aient  le  même  signe,  lorsqu'elles  seront  remplies,  celui 
de  la  quantité  (a)  ne  dépendra  plus  que  du  signe  du 
coefficient  F 'y  on  aura  donc  un  minimum  s'il  est  positif, 
et  un  m>aximum  s'il  est  négatif. 

Euler,  dans  ses  Institutiones  Calculi  differendçdis  ^ 
n'indique  qu'une  seule  condition,  savoir,  que  Pet  F 
soient  de  même  signe;   Lagrange   montra  le  premier 
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qu'elle  n'était  pas  suffisante  y  et  donna  sur  oe  sujet  une 
diéorie  à  laquelle  îl  ne  manquait  plus  que  l'examen  du 
cas  où  £^=jFD  ,  discuté  depuis  par  M.  Français  (*). 

Si  les  coefiËuîiens  du  second  ordre  s'anéantissaient  en 
même  temps  que  ceux  du  premier  ^  il  n'y  aurait  maxi*. 
mum  on  minimum  qu'autant  que  les  coefficiens  du 
troisième  ordre  disparaîtraient  aussi,  et  que  les  termes 
du  quatrième  formeraient  une  quantité  dont  le  signe 
ne  dépendrait  aucunemeat  de  a ,  c'est-à-dire^  que  le 
polynôme  en  «t,  qui  monterait  alors  au  4*  degré  ^  étant 
considéré  comme  une  équation  de  ce  degré ,  n'aurait 
que  des  racines  imaginaires  ou  des  racines  égales. 

i56.  Pour^  exemple  analytique ,  fai  choisi  la  ques- 
tion suivante ,  analogue  k  celle  du  n^  io3.  Partager  la 
quantité  a  en  trois  parties^  x,  y,  a — x — y,  telles 
que  le  produit  x"'y"(a— x — ^y)'*  soit  un  maximum* 

On  a  alors 

u  =:  x^y\a — X'^yy, 

j^  =  x«"'j'"(a— jf— ^'/-'{ma— ma?— /»j^— j[>ar}  =  o, 
du 

les  facteurs  ma-^^mx^^my — px  et  na-^nx — ny — pj^^ 
étant  égalés  à  zéro  ,  fournissent  les  équations 

»*(a— X  —  j^) — px=zo,     n(a  —  x--y) — pyz=o, 

qui,  par  l'élimination  de  a  — jp  —  j,  conduisent  à 

mpy — npx  =  • ,     d  ou    j^  =  —  ; 

m 


(♦j  Vtyftz  le  Traiu'  in-4o,  1H«  roi. ,  page  63i. 


^ 
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et  l'on  trouve  ensuite 

ma  na  pa 

Pour  savoir  si  œs  yalears  appartieunent  ea  efiPet  à  un 
maximum^  on  les  substituera  dans  les  expressions  gé^ 
nérales  de 

en  fietisant ,  pour  abréger ,  m'^n  +  p:=^q,  on  trontera 

z,=_(„+„(=)-(^y  (ç)- 

Les  quantités!)  et  F  sont  toutes  deux  négatives,  et  l'on 
s'assurera  sans  peine  qu'elles  remplissent  la  condition 
E^^DFj  lorsque  les  exposans  myn,p,  sont  positif; 
ainsi  on  a  obtenu  le  maximum  demandé. 

iSy.  Comme  application  géométrique  ;  je  prendrai 
la  détermination  de  la  plus  courte  distance  entre  un 
plan  et  un  ,  point  do;^nés. 

Soient  Xy  y  y  z  f  les  coordonnées  du  plan^  qui  sont 
les  inconnues  du  problème  ,  x' y  y\  z,  celles  du  point 
qui  sont  données  ;  la  distance  entre  le  point  et  le  plan 
sera  exprimée  par 


>— 1 


qui  devra  être  considéré  comme  une  fonction  des  deux 
variables  x  et  y  y  à  cause  de  la  dépendance  qu'éta- 
blit entre  celles-ci  et  l'ordonnée  « ,  l'équation  du  plan 
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donné.  Si  on  la  représente  par  zzzz^Ax^By-^D^ 
que  l'on  différentie  u  dans  cette  hypothèse  (i 36), on  aura 
ïz-=:  Aix '\'Bày\  et  suppriroant    les  dénominateurs 

des  Talçurs  de  j-  et  de  -p ,  on  trouyera 

éqnatîoiu  qui  sont  précisément  celles  de  la  perpen*» 
diottlaire  au  plan  donné. 

S'il  touche,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  Xy  y^  z, 
une .  surface  courbe  pour  laquelle  dis  =  pix  --f*  qày , 
comme  alors  A:=:p  ^  B  =z  q ,  les  équations  ci-dessus 
deviendront  celles  de  la  normale  à  cette  surface  (i5o). 

De  Vapplication  du  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à  double  courbure  ^  et  des  surfaces 
dés^eloppables. 

i58.  On  sait  ÇTrig,  lojS)  que  deux  équations  prî- 
oiitÎTes  entre  trois  variables ,  se  représentent  par  une 
ligne  considérée  d^ns  l'espace  ^  tandis  qu'une  seule 
équation  entre  trois  variables  appartient  à  une  surface. 
Lorsqu'on  veut  appliquer  le  Calcul  diflFérentiel  aux 
courbes  à  double  courbure,  on  peut  les  regarder 
comme  les  limites  de  polygones  dont  trois  côtés  con- 
sécutifs ne  sauraient  être  dans  le  même  pl^n.  Le  pro* 
longement  de  l'un  de  ces  côtés  donne  la  tangente  de 
mAme  que  dans  les  courbes  planes. 

Ainsi  la  tangente  MT  de  la  courbe  MX^fig.  38»  fig.38, 
est  la  droite  qui  passe  par  les  points  dont  les  coor- 
données sont 

**  J'i  «>       x  +  dx^       y  +  àyj       «+d«, 
et  l'on   aura  pour  les  équations    de  ses    projections 


11 


sur  les  plans  des  xy  et  des  xz ,  h 

âz 

qui  appartiennent  éyîdemment  aux  lignes  iRf' 7^  et  M"T', 
tangentes  aux  projections  M'JH  et  M^X"  de  la  courbe 
proposée  (68).  Il  ne  reste  plus  qu'à  mettre  dans  ces  équa- 
tions, au  lieu  des  coordonnées  y,  2  et  de  leurs  dif- 
férentielles,  les  valeurs  tirées  des  équations  des  pro- 
jections de  la  courbe  proposée. 

iSg.  Deux  tangentes  consécutives  TM  eltm^  déter-       j 
minent  le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutié , 
et  qu'on  nomme  plan  osculateur*  On  peut  trouver  sou       '  ^ 
équation  en  le  regardant  comme  passant  par  trois  points 
consécutifs  de  la  courbe  proposée  :  soit  donc 

z  —  Ax  +  By+  D 

son  équation  ^  il  faudra  qu'on  ait  d'abord 

zz=zAx+By'i'Dy 

puisqu'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y  et  z]  et  pour  que  les  deux  points  suivans 
s'y  trouvent  aussi ,  il  faudra  de  plus  que  la  difiPérentielle 
première  et  la  différentielle  seconde  de  son  équation , 
aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de 
la  courbe  proposée. 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  dx,  dy, 
ou  dz  pour  constante  (i33);  mais  il  sera  plus  symé- 
trique de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  même 
temps,  et  il  viendra 

dz=:Adx  +  Bdy, 
d^z=Ad*x  +  Bd*y^ 


x: 


«Poà  l!on  tirera 

j jUd'y— dj^d'g  „ d J? J*g  —  dxà*x 

~"  A«?d*y— dj^d'ar  '  ~"  d*d*^--^d^p  ' 

puis  retranchant  l'équation 

de 

mettant  ensuite  pour  -^  et  -5  leurs  TàleUrs^  faisant 
disparaître  les  dénominateurs ,  et  passant  tous  les 
termes  dans  nn  seul  meRd)re9  on  trouvera 

(*'— *)(aj^d»a  — d^dV)  +  {y—jr)  (dzd*«  -d*d»«) 
+  (/—  «)  (dj:d*j^  —  djd**)  =  o, 

résultat  remarquable  par  sa  forme. 

£n  y  substituant  pour  depx  quelconques  des  trois 
coordonnées  x,  y^  «,  leurs  valeurs,  tirées  des  équations 
de  la  courbe  proposée  >  on  aura  l'équation  du  plan  os- 
cillateur, particularisée  par  la  coordonnée  restante. 

Ici  s'ofire  Toccasion  de  vérifier  ce  qu'on  lit  à  la  fîïl 
da  n^  i3:2;  car,  si  en  regardant  d'abord  y  fXz  comme 
des  fonctions  de  Xy  on  fait 

» 

d^=/>dar,    d"j'=srdAr%      da=/dar,     d*a=r/d**, 

et  qu'ensuite  on  suppose  les  trois  variables  fonction^ 
d'une  quatrième  ty  on  aura  par  le  n^  iSi, 

dV  =  srd«*+/>d*Ar,         d*«  =  sr'd^+/d»*, 

valeurs  dont  la  substitution  dans  l'équation  du  plan  os- 
calateur,  faisant  disparaître  d'^ ,  conduit  au  même  ré- 
sultat que  si  l'on  eût  fait  àx  constant 

i6o.  On  observera  en  passant,  que  la  différentielle 
de  l'arc  de  la  courbe  a  pour  expression 

ySF+dT+d?, 

CaU.  diff,  i5 

\ 
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puisque  c'est  celle  de  la  distance  des^nts  ÛMk  U» 
cordonnées  respectÎTCs  sont 

i6i.  La  série  des  tangentes  d'uilë  ooaHie  à  dcmUe 
courbure:  ou^  ce  qui  rcTient  au  méme^  la  suite  de  ses 
plans  osculateurs,  lôrs^u  on  les  mène  par  des  points 
peu  éloignés ,  forme  Wii  pdl^Mre  bomposé  de  plans 
angulaires ,  accolés  les  uns  aux  autres  par  mn  côté 
commun ,  et  qui  peuTent  se  ramener  au  même  plan  M 
se  développery  eu  les  faisant  tourner  autour  de  ce  eÂtét 
F16  3o.  ^'^**  ^  *1^®  représente  la  figure  Sg.  Si,,  pour  plus,  de 
siâit^Iitïîtèy  Ptitt  u'jr  considère  en  premier  lieu  que  les 
lignes  tirées  en  p(éin ,  on  Tchrà  bieh  cominént  les  côtés 
du  polygone  MM^M^Mi  etc.,  plrdlotigés  daâé  h  tttème 
iens^  forment  leë  «ngléè 

fMiT,,   r.A^.î;,  TM'i^ij  îs^^t*,  etc., 

situés  dVbord  dans  des  plan»  difi&*êns^  et  qui  te  nt 
mènent  rar  un  seul,  tsn  tournant  autour  d4l  lîginft 

irfir,,      HA,      ^3*^3,      étt. 

Considérant  ensuite  leurs  prolongemens  dans  le  sens 
opposé  >  parties  qui  sont  ponctuées ,  et  qui  croisent  la 
diréctioii  des  autres ,  en  passatit  soit  aù-deàsns ,  soit  au- 
dessous  ^  od  en  Voit  nàttire  une  Sëc6hdë  nappe  du  po- 
lyèdre, laquelle  renoontlre  la  prèliiiète  luttant  léi  côtés 
du  polygone,  qui  devient  ainsi  une  ligne  de  rebrefts- 
sèment  sur  ce  polyèdre* 

Il  est  bon  d'observer  que  cbaque  côté  de  ce  polygi^ne 
peut  être  envisagé  comme  l'intersection  de  deux  faces 
îcohtTguëâ  àù  po\yhàTb ,  et  clhàcun  de  ses  angles ,  comme 
'  celle  de  trois  Ikèés  consécutives  du  même  polyèdre. 

Cda  posé,  siroaVOn^il  qite  tefe  joints  pris  sur  la 


^ 
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éOdlM  ffèfméy  pàér  i!6t^êr  tk  pbtygoné;  m  t^pi 
prochent  de  pTtks  léii  plis;  të  ^li^&3rë  tendra  sans  oissé 
téH  i;h  èdi*^  obiitiiiih,  qUi  en  àérà  la  limlU^  comme 
teé  t^Vihirès  hi  les  cônes  kônt  celles  des  prismes  cit  des 
p^'râdiîdë) ,  et  sa  ligne  flb  k*ébrbussement  sb  changera 
dans  là  icbui^be  pi^o^osSe,  qdi  eèt  àiissi  nokméë  ra^/!^ 
^  rebroussement  de  la  surface  formée  par  ses  tangentes* 
Telle  ëdt  Pôrfginè  là  plUs  itmplé  dèà  surfaces  devetepi- 
pâfiles^  âtifiohcée^  ââtis  lé  ii^  k4^.  .  ^ 

lifHiftfdti  â  lèi  é^tiàiionâ  dé  U  èoûrbé  pk^posée  1 
«elhe  dé  lâ  Stirfâëë  dé  s^es  tatigèhtâ  ^^obtiëhi  facilement; 
eari  si  âarhl  fei  éc[tlàtîoûff  dé  là  tangente, 

<m.  cbalige  »,  ^^  «1  en  «,  /B/  y,  afin  de  ponroir  supprimer 
les  acoens  affectés  aux  coordonnées  cotanliiteâr  db  cette 
droite,  et  qu^on  représente  par 

les  équations  dék  ^roféctions  de  la  courbé  proposée , 
et  leurs  différentielles  ^  en  sorte  que  les  éqttsitioiri  dé  iS 
tangente  derieniieiit 

cette  droite  n'est  plus  ^^ticularhée  que  par  la  yaleur 
dei».  Si  dobc  on  èliitlifiè  ë^  ëe  qnf  est  tdùjoùrsrpb^^iblë 
quand  les  fonctions  ^  et  4  ^^t  ëbtiirèté^i  Pêquatiôn  i*é- 
«aUiâte  mi»i  ^  et  le,  <|)prfiieiidra  à  Pëfasémblè  des 

i5«. 
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tanjjentes  de  la  courbe  proposée ,  et  sera  par  consjqueiit 
réqùatîon  de  la  surface  qu'elles  forment. 

Il  est  évident  qu'on  pourra  reconnaître  par  cette 
équation ,  si  la  courbe  donnée  est  plane  ou  à  douUe 
cour1>ùre,  puisque  dans  le  premier  cas^  la  surface  dont 
on  rient  de  parler  sera  un  plan  ^  et  dans  le  second  une 
surface  co.urbe.    ..  • 

Quand  les  forities  des  fonctions  ^  et  4  oe  sont; pair 
données,  l'élimination  ne  peut  s'effectuer  qu'en  diffé* 
4rentiant  ^  et  l'on  parvient  alors  au  caractère  général  des 
surfaces .  déreloppables.  Il  faut  d'abord  observer  que 
l'équation  (a) ,  établissant  une  relation  entre x^  y  et  a» 
fait  voir  que  la  dernière  de  ces  quantités  est  une  fonction 
des  deux  autres;  \e  différentie  donc  sous  ce  point  de 
vae,  et  successivement  par  rapport  à  «  et  par  rapport 
à  j^ ,  les  équations  (a)  et  (&).  Pour  abréger,  je  pose 

après  les  réductions,  il  viait 

q=  (*— )-'4'»J 

mettant  alors  dans  les  valeurs  ie  p  et  3e  q,  eefles  de 
(*—*)*'  et  de  (* — flt)a*,  tirées  des  deux  premières équa» 
tiens,  p  et  9  seront  exprimés  en  «  seulement,  par  des 
fonctions  arbitraires  de  cette  quantité  :  on  aura  donc 

w  désignant  une  fonction  dépendante  de  ^  et  de  4  ^ 
aussi  arbitraire  que  celles-ci. 
Maintenant  y  si  l'on  fait,  conunedans  le  n^  i5i. 
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qu^on,    différentîe  succe^îvejrueu^*  pi^r .  rapport .  ii .  « .  ifll 
pwr  rapport  à  ^,  l'équatipa  ^^  =r  i^;(9}  ^ipo  .ohtioiicinq 

•■       .    .    r===wXy>i-   »^V(î>r  "•'•'"""'^ 

et  éliminant  la  fonction  9-',  on  aura  ei^fîn  l'équation 
différeptieUe\  partielle  dix  s^coi{d  oràre 


r#  —  *•  =  o ,    ou 


d^a  d«;5  _  /  d^Y 


qni ,  ec^prime  le  caractère,  g^éral  des  sûrCaces  àét^k!^ 
pables,  décourert  par  £uler. 

Il  faut  d'abord  remarquer  que  Péquation  (f)àfet 


qu  une  senJe  courbure ,  et  qu a  proprement 
parler,  l'une  des  deux  valeurs  de  3"  devieùt  ipfinîe  daiî^ 
ce  ca*s.  La  ligne  de  courbure  qui' s^y  rapporté,  ésï 
précisément  tme  des  tangetiteâ  géhétâti^iceà  j  celle  qiu 
passe  par  le  point  que  Ion  cousidere. ^ 

Le  plan  .^oi*  touoli&  4a  etorbe^  aee  p)nnt/  p^serf^ 
la  menue  droite  ^  à  tous  les  points  de  Jaquelle  «'étend  j^ 
ocHvtact  entre  le  plan  et  la  surface  proposée ,  ce  qui  est 
aisé  à  Toir^  puisque^  ce»  plati  n^est  àutrb  que  la  limite 
de»  p|a^  it^eoé^  pAT  d^HK  (tfi)igeoli93  consécutives;    .'  «  ^ 

GBtte  propriété^  p^cticUKènejailx  surfaces /déVelop*» 
pables  et  résultant  de  ce  qu'elles  soi\t  composée  d» 
ligues  droites  qui  sç  coupes/tiiâett^  àideuxi  les  distingue 
de  toutes  les  autres^  sur£a(j«s>  sur  lesquelles  le  ctotaci 
avec  un  plaii  n'a  lieu^en  général>  qiie.dans.iun.seiil 

point.  .  :- .:  '•.—   ..        .  •;:.   :  rni 

iGâ,  Mener  une  normale  à  utié^çoùrbe  considérée 
dans  l'espace,  est  un  problème'  indéterminé^   cor  il 
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-  .  .        •  I      •  )  »         . 

/  » 

existe  un  noml^e  infini  de  droites  qui,  pft^nt  par  Iç 
point  doifné>  sont  en  même  temps  perpendi€ul|iire8  ^  la 
lang^e^;  reusèmble  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiciilaîre  à  cette  tangente ,  et  qui  se  nomme  plan 
normal.  En  dojE^n^au  équat^o^l  de.l»  ^gente  (i58) 
UL  forme 


-«=^(Vtt«o.  yw'j'=s^(*''-^, 


on  Toi)t«qne  l'éqifaîion  d^  fipn  nomuil  eat     ~ 

j  *  * 

'  ix''-x)à»+  (yr-j')4y+(«'^«)d»=o  (0- 

.  'Côm^iaérçits,  maintepisnt  le.  pl^»  çojajwjl  PfK7 VB»pPiW( 
oonjéçutif  j  i^  ç^^^i<^pnt  qji'U  çopppa.cie^iq#'pniHfB(^ 
de  âétermiVer,  çt  qf^f) ,  «ui^  oette.  ii),tçr^tà|Oi)^  les  ^c-. 

devenu  *+d*;î|ç^^^4opçalp^  , 

r 

èÀ- posant  pour  abréger.  .   '  * 

j?"    :  .  ^   ;»  •  .  .•     '^  .  ..I    /  •  > 

et  le  système  des  équatiw^  (i)  et  (a)  exprimei'à  k  droite 
d<^t  ît  tfs^t.  Sa  on  le  combine  àtec  les  équations  de  la 
«mrbe  proposée;  pour  éliminer  x,  yetzi  it  restera  une 
seule  ëqùatton  appartenante  à  lit  surface  qui  est  la  Kmtte 
des  isitersectîons  sutscessire^ des  plans  normaux;  cbthme 
lit:détveloppèe  d^  courbes  planes  est  celle  des  intersec-' 
lions  consécutives  de  leurs  normales  (8o). 
^, Cette  s,m:façç^.qst  (^yi^ejpmçi^t  d^çlopjjifljiîp ;   Ç^r, 


« 


I  ^    JI-    1 

I 
I 


qeile^a  second  a^«f  l^tçoU^mi»  fifroa^  lantof  d^qft 
d#^^  le.^tBt99ii,  ^  ni^  ^  F'^Âa  ^x»  y«iHdM 

<!*  ft>  d«fwdi?cpS 

laiBoonde  étai^b  diffi^enti^le  4.Q  la  première  par 
rapport  km,  montre  qu'on  peat  dififérentier  celle-ci 
par  rapport  kxéty  sans  fkîre  Tarter  «,  puisque  les' 
termes  qui  r^uh^Rasent  |^e  çej(tç.f9iictioii  ^  anei^^ient  nuls 
en  Tertn  de  la  seconde  équation.  La  première  dqn- 
B«ira  ^D0  «seulement  '  ' 

â'o&  il  faut  conclure  comme  dans  le  n^  cité;  que 

p  =  'M)  (*)• 

-.        .       ♦        -  ■    • 

P  Sî ,  d^ni  l'é^^ft^'oa  (|T( ,  oi^,clianjç  x  ci»  »,  y  ^  x ,.  «  ej^  jr , 
et  oâ'on  faate   '    \ 

on  pooira  poser 

et  il  Tiendra 

C^  épùttom  ^  qoi  dérivent  de  ceHe  du,  pftaa ,  s  ?=  ,^4-i^+ m , 
^HPAlaqneUff  pn  2^  rendu»  deux  des  oonsc^ntes,  Conctions  de  la 
troisième,  a|^rtènuie|pfr  à  k  suite  de»  ioiiN«c(iens  d*an  plan  as- 


a3a  nMvi  itâttSKTAEsm 

i63.  Noos  sommes  maintenant  en  état  de  déterminer 
les  courbures  9  onflêxioru,  d'une  courbe  k  double  cour- 
bure. La  première,  celle  qui  subsisterait  encore  quand 
on  développerait  la  surface  de  ses  tangentes  ou  de  ses 
plans  osculateursy  est  celle  du  cercle  qui  est  la  limite  de 
tous  les  cercles  passant  par  trois  points  consécutifs  de 
cette  courbe,  et  contenu  par  conséquent  dans  le  plan 
osculateun  Son  centre,  qui  estéridemment  l'intersection 
de  ce  plan  avec  les  deux  plans  normaux  consécutifs , 
fierai  donné  en  joignant  l'équation  du  n^  iSg,  au  jys-. 
tëme  des  équations  (i)  ^1^  (p)  du  n®  précédent. 
:  Au  moyen  de  ces  équations ,  on  déterminer^  les  râ- 
leurs de 

I 

pour  les  substituer  dans  Texpression 


T-^ 


qui  sera  eelle  du  rajon  cbercbé,  que  je  /représenterai 
par  IL 

Si  l'on  pose  d'abord  pour  abr^er 

sujetti  à  M  monroir  d'une  manière  quelconque  dant  l'espace;  tel  est 
1  énonce  le  pins  concis  de  la  formation  des  surfaces  dëveloppables. 

En  joignant  aux  équations  (l'j  et  fi")  la  différentielle  de  la  se- 
conde, prise  seulement  par  rapport  &  m,  afin  de  passer  an  point 
commun  à  deux  intersections  successiret  des  {^ns  générateurs , 
on  aura  pour  ce  point ,  •       ;  . 

et  si  l'on  élimine  m  entre  les  équations  (1*^,  (a'Q  et  (3*9,  onobtien- 
dra  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable  (i6i). 

La  famille  des  surfaces  développables  né  renferme  pas  toutes 
celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouTement  d'une  «Iroite;  il  y  m 
en  outre  les  surfaces  gauches  ou  réglées:  voyez,  sur  ce  sujet,  le 
Traité  10-40»  1. 1 ,  pagf  606,  et  t,  III ,  pù(ft6Ci6...> .       .    > 


Dx  GAI4COL  mvràBMHrÉUs,  a33 

Azà*x  —  d^d'a  =  F, 
djrd»«  — d«iV===^> 

en  indiquant  chacune  de  ces  éxpressiçns  par  la  lettre 
qui  ne  s'y  trouve  point,  l'équation  du  plan  oscula* 
teur  (iSg)  deviendra 

X(*'~  ,)  +  r  (/-  y)  +  Z  (*'-  «)  =  o  ; 

et  en  la  combinant  avec  celle  du  premier  plan  nor- 
mal ,  n*  précédent ,  on  en  tirera  d'abord  les  valeurs  de 
/— *  et  de  y— ^^  en  / — z,  qu'on  mettra  dans  l'équa- 
tion du  second,  plan  normal,  qui  donnera 

a'_^  =  _Z_ d«% 

oà 

+  (xdjK— ydx)d»2 , 

puis 

, (rdi.>-jgd^)d^^ 

*""* _ , 

'•      ,        _  {Zdx  —  Jgdg^ds^ 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u*,  on 
trouvera 

.     [(Xdj^--rdx)*+(^d:r-.Xdflj)»+(rdz-.^dy)']ds^ 

Cela  fait|  bn  s'âssurera  aisément  que 
Xàx  +  Ydy  H- ^Az  :=?z  à , 

et  en  ajoutant  le  quarré  de  cette  expression  au  premiei^ 
facteur  du  numérateur  de  u^,  on  «ira  ^ 


On  yerra  aassî,  en  ^efopf^iit  la  Tâlevrde  2>,  qu'elle 
ae  requît  J^  JÇ*  +  y*  -^r  ^'  :  f  A  pfetiçndru  doup  jpiji: 
deraiîer  résultat 


a^ 


L'intersection  de  deux  plans  normatif  oonsécuti&y 
étant  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  aui  passe  par 
les  trois  points  pris  sur  la  courbe,  proposée  ^  en  est  Faxe  » 
et  chacun  de'^s  points  peut  servir  à  décrire  lecçrcle,^ 
en  prenant  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à  ceux 
du  oerde;  mais  pa/ra^  tous  qçs  rayons,  on  distingue 
sous  le  nom  de  rayon  4i  courbure  absolu,  celui  qui 
est  dans  le  plan  même  du  cercle ,  et  que  nous  yenona 
de  trouver. 

Les  valeurs  de  x\  y'  et  il^  Çs^oi^t  çonnaH^  la  position 
du  centre  de  courbure  ;  et  en  éliminant  x  y  y  ^X.  z  ^kjSK, 
obtiendra  les  équations  de  1%  courbe  formée  par 
tous  ces  centres-,  mais  cette  courbe-  n'-est- point  la  dé- 
veloppée de  la  proppsée*;  lorsque  celle-ci  n'est  pas 
plane  (*). 

La  formule  précédente  donnant ,  comme  cad  particu- 
le,  ^^  çoo^hur^  d^  tH|ffc1^$Q(4;^d'iin$  m^S»  «bd'uA 
plan  quelconque,  se  rattache  à  ce  qu'on  a  vqt  mts  kt 
courl]pre,  (Jt<es  surfaces  (i5^).  Je  ^le  boi^n^rai  ic^  ^  cas 
oii  le  plan  coupant  passe  par  la  nornaale  à  la  %vxh/a^ 
proposée;  je  prendrai  le  plan  tangent  pour  celui  desxy, 
et  pour  origine  de^  ooordionnées  le  point  ok  Von  cherche 
la  courbure.  Par  cette  b^pothès^  0)n  a^^^z  =  o  et  aussi 

j  ^.j    .,!'»■'  rii't,  . — ....■:;:.■  -i  1  .■},  it>i'j   . — rr-rrrf-rrr-trr-r» 
('*')  Ployez  pages  ûnB  et  63o  ^a  h»  ^oL  dm  TwU  mr4*^ 


d^^=c  o  ^  k  cause  guQ  fe  plan  coupajit  ét^^t  pfrg(^^i-> 
ci^aipe  sur  le  p^aij  tangent,  rinter^clion  d^i;^  j^ri^eiÇ 
ETec  la  surfaçfs ,  se  |j>rojette. en  ligne,^rQiite  ^^f  \e^^^^i^nà» 
Fixant  ensuite  dx  ponstant ,  il  ef^  résyl^ 

mais  si  Pôi^  pé^e  en'  général  Ax  =^x -;f- 0,4^,  oj^^ 
dédùii;a,  d^s  rhjpothçse  actuelle  , 

suivant  la  aatalioâ  dû  n?  i&i ,  où  èy^szmàx  \  et  dç 
Ib  tksvixe    '•.  ■'.'■. 

*  '  '  *  . 

(#ttfii  exp;res^îf>¥idépan^ti^.^,,çli*|ïie»  de  Yaloir 
^^  1%  djfiçcjî^p,4ft  l4%f,  çoj]^pftntf,  $t:  pent ,  êaconsér 

!fl.  ^lîftftt  ^  ^9^  «ft  diPççi^iqlle  relftttvÀ  à  i» ,  m 
trouTe      ♦  -        '  ^ 

ce  qui  se  réciuit -a.         .  . 

. .  '  .     .      *    .    •  '  •      '       '       ■  ••■ 

àtligi  les  talebrs  dé  m  sont  ici  les  mêmes  qu'au  n.^  i5i. 
De  plus,  PéKmi nation  de  m  conduirait  entre  u,  r,  Sj  •  i^ 
à  ce  que  deyiendtaît  Pèquation  (J^)  (i5a) ,  si  on  y 
disait jDr=o ,  q=io ,  <^==w,  ei^  s^rte  que  les,  dçux  ys^leurs 
de  ^  appartiennent^  ia^x  s^ectioiys  iy)rmaljes.  de  plus 
grande  et  de  moindre  courbure. 


t64*  I^  seconde  courbure,  ou  la  seconde  flexion  des 
courbes  qui  ne  sont  pas  planes,  est  la  courbure  des 
surfaces  dé"veIoppables  forniée$  par  leurs  tangentes  ,  el 
indiquée  "par  les  angles  compris  entre  les  plans  oscula- 
teurs ,  comme  leur  première  flexion  l'est  paroles  angles 
compris  entre  leurs  tangentes.  Or,  les  droites  qui*sont 
les  intersections  des  plans  normaux,  étant  perpen- 
diculaires aux  plans  osculateurs ,  comprennent  ^tre 
elles  le  même  angle  que  ces  derniers;  de  plus,  comme 
elles  forment,  par  leurs  rencontres  jl'arfete  de  rÂrous- 
sement  de  la  surface  des  plans  normaux ,  elles  sont 
aussi  les  tangentes  de  cette  arête ,  qui  font ,  par  consé- 
quent, entxe  elles  des  angl^  égaiiXià  ceux  des  plansiosçu* 
lateurs  correspondans;  ainsi  la  seconde  flexhnidA  la 
courbe  proposée  est  égale  à  la  première  flexion  de 
r arête  de  rebroussement  des  plans'  normaux.  Cette  re- 
lation remarquée  par  M.  Fourier,  est  réciproque  entre 
les  deux  courbes ,  puisque  les  tangentes  delà  proposée 
comprennent  évidemment  enfre  elles  des  angles  égaux 
à  ceux  que  forment  ses  plans  nformaux ,  qui  sont  les 
plans  osculatei^rs  de  l'arête  ^erebroussement  delà  sur* 
face  déreloppable  qu'ils  composent.         ^       '        "*' 

Ce  serait  ici  le. lieu  de  parlecdes^  points  sînguUe^  que 
peuvent  présenter  les  courbes  à  double  courbure^  mais 
cette  discussion  me  mènerait  trop  loin;  je  me  conten- 
terai de  faire  observer-  qu'elles  sont  susceptibles  de 
deux  sortes  d'inflexions  :  l'une  qui  se  rapporte,  h  ^ax 
première  courbure,  se  manifeste  comme  dans  les  çoujrbes 
planes,  par  le  cbangement  de  signe  de  lelir.  i:aj9n  de 
courbure  absolu  ;  l'autre,  par  .xîelui  du  raypn  de 
courbure  de  la  surface  de  leurs  tangentes,  ou  de  l'arête 
dé  rebroussement  de  la  surface  de  leurs  plans  normaux. 


/ 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


DE 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL 


ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


SECONDE  PARTIE. 

CALCUL    INTÉGRAL. 

De  Vintégratum  des  fonctions  rationnelles 
dune  seule  variable. 

» 

i65.  Le  Calcul  intégral  est  l'inverse  du  Calcul 
différentiel;  il  a  pour  but  de  remonter  des  coei^cieos 
différentiels  aux  fonctions  dont  ils  dérivent.  L'expo- 
sition des  principes  de  ce  Calcul  présenle  des  divi- 
sions analogues  à  celles'  qu'offre  le  Calcul  différentiel. 
Il  peut  arriver  que  la  composition  des  coeificiens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  cherchée,  soit  donnée  immédia- 
tement par ,  les  variables  indépendantes ,  ou  qu'on  ait 
seulement  une  .  équation  entre  quelques-uns  de  ces 
ooeffîciens  et  une  ou  plusieurs  des  variables  :  le  pre- 
mier cas  étant  le  plus  simple;  c'est  celui  qu'il  convient 
de  traiter  d'abord. 
Cale.  irUigr. 


-/ 


238  f  âÀîH  itbAÎfAuià      . 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  da  premier  ordre 
d'une  fonction  de  »  ^  est  donné  en  «,  on  a 

^  =  X,    ou    iyz=Xàs; 

la  fonction  dtetfcfaée  Ht  èSialb  odk  dont  là  diflérëntiettk 
est  Jèdi ,  ht  OU  l'indiqué  coîûmè  ci-de«oiia  : 

jrrs/Xd*, 

la  cartfblérUti^ue  /  éUnt  l'Iilyttik  B»  h  diictél-ubqae 
d  C). 

Gela  posé,  les  diverses  formes  que  peut  avoir  la  fonc- 
tion donnée  X  se  classent  ainsi  qu'il  suit  :  fonctions 
rationnelles  y 

fonctions  irrationnelles , 

fonctions  transcendantes , 

K^jin^    K^j  sinr),  etc. 
k66.  Qfh  toit  d'ai)ord  que  pour  effectuer  rintégra- 


•••• 


(^}  ténx  ^ni  ont  écrit  les  premiers  sar  le  Calcui  intégrai,  ont 
employé  la  lettre  /  cotnhtel'mitiklè  du  mol  fbAiihè,  pàtce  ^f 
stÛTânt  hé  idées  de  Leibnitt,  iH  difi^reiitiélleé  rèprëiëdUât  M 
accroissemehs  infiniment  petits  des  Tariabtes  (Sf ,  H  sîensnit  cp^ottfe 
Tariable  qnelconcpie  est  la  somme  da  nombre  infini  d^accroissemeni 
qûVllé  a  reçus  dcpais  son  origine  jnsqn^an  moment  où  on  1^  con- 
êidèrè;  et  t'ekt  potir  ceh  qu'on  à  donné  i  la  (fonction  '^uéi^ài  ap^ 
pdee^rimittpey  lé  ndtn  d^lMégraie ,  cétiiiAe  étant  le  tônltaioé 
Tagrégarîon  àè  lontet  les  dificientielles  :  cm  terra  plni  loin  qii'dh 
est,  en  tonte  rignenr,  la  limita  de  lenn  sommes:  ees  dénoint- 
natîons  étant  bien  entendues  ,  on  peux  te  servir  indifféremaicnt  de 
rnne  on  de  l'antre. 


tîèÉ^  î»  ftut  Mïiets»  les  ^g}^  iqtti  ônl  séfrî  à  dififefen- 
«èf  5  Dr,  )pii*  1&  ^fèUlîèf^^è  ôëé  f«gte*>  on  a 

et  si  l'on  intègre  le  p^mîer  meoiblre,  en  y  supprimant 
la  caractéristique  d,  bn  troure 

ce  qui  revient  & 

/a»+/dv— /d«.  ===/(di*  +  d^  -  df^) , 
d'oit  il  résulte  que 

APàx+  Qdx—Rax)  =±î  JPâa  +JlQdx  —fRdx , 

cW-à-dite  iqué  flhïègf-dié  dé  ta  s&mihe  de  plusieurs 
finciiôTié  âifireTttUgtteB  ^  êét  é^aU  à  laUomme  désinU^ 
gratés  de  chàëûnè  dé  èlts  fàîtùtiona. 

De  niénaè,  d.âiit=àdu  (ii)  dôhiie  àW^zfaAu,  et 
par  conséquent  faàuh±àfàu,  tfoù  /aXd>è==:a/Jtd*  i  IW 
|wut  defeic  faire  sortk  dti  sigtle  /  la  coiUtante  a» 

î6ji  Là  diiërentleUe  de  4^  +3  étant  m4j^-'à^^ 

on  en  conctui^à  que  tihtêgràlé  de  àa^âi'  ë^t  ^^^  Jl  ff  t 

car  en  comparant  o:W«  arec  mA^'^^àx,  on  a 

Il  résulte  de  cet  exemple  ^  qiie  io^«qae 

n  «^  I 

c'est-à-dire,  que  pour  intégrer  la  différeatielle  monôme 
vi*dxjilfautaugrnenter  Vexpoeantde  ta  variable  'd'une 
unité  y  puis  dipiéér  par  te  hàwel  exposant  et  par  £&. 

Û  <!»)bftt«<f1^  B  éét  dèttlêuf éë  érWléalW>  tjotiitfie  Oit 
devait  ij  attendre  (^). 


i68.  Avant  d'tdler  plus  loin ,  il  est  à  propos  d'exa« 
miner  un  cas  particalier,  dan«  lequel  la  règle  ci-dessus 
est  en  défaut;  c'est  celui  où  7»=-—  t.  Il  vient  alors 

ax^       «       a        — 

mais  si  Pon  fait  attention  que 

à^  =  (uT^àx  = =  od.lx  (2g) , 

on  reconnaîtra  bientôt  que 

et  que  l'exception  que  présente  ici  la  règle  du  n*  pré- 
cédent ,  tient  à  l'impossibilité  d'exprimer  la  transcen- 
dante \x  en  un  nombre  fini  de  ter lùes  algébriques. 

Néanmoins  >  un  simple  changement  de  forme  dans  la 
constante  B ,  suffit  pour  rattacher  ce  cas  particulier  à  la 

Cl 

formule  générale  ;  car  si  Ton  écrit  —  — - — (-  ^9  au 

lieu  de  ^  )  ce  qui  est  permis  ;  puisque  cette  constate 
est  arbitraire!  la  formule  générale  est  alors 

et  devient  |  quand  n  =  —  i  :  niais  si  l'on  y  applique 
le  procédé  du  n^  g5 ,  en  prenant  7»  pour  variable ,  on 
obtiendra  la  vraie  valeur 

:y=:a\x  +  B, 

la  même  que  ci-dessus. 
169.  L'expression 

d^  =  ax^dx  +  bx*dx  —  cx^ix 

qui  représente  une  différentielle  rationnelle  et  entière^ 
quelconque  d'ailleurs  ^  conduit  à 


>=? 


ax 


SB  eÀlfOÙh  lilTioAAI». 


a'4i 


,in-«-i 


"T"  •        I        •  •  •  •   "f"  ^  S 


diaprés  les  règles  des  n^  i66  et  167. 

Je  n'ajoute  qu'âne  constante  arbitraire  ^  car  il  est  aisé 
de  Toir  que  si  Pon  en  ajoutait  une  pour  chaque  monôme^ 
elles  n'équivaudraient  toutes  ensemble  qu'à  une  seule  » 
qui  serait  égalé  à  leur  somme. 

170.  Si  l'oii  AfdÀt  dy  =  (ax  +  b)^àx ,  un  Aéte* 
lopperait  la  puissance  indiquée  y  et  Pon  intégrerait 
chaque  monôme  qui  résulterait  de  cette  opération;  mais 
il  est  bon  d'obserfer  î^u'on  peut  arriver  au  résultat  sans 
effectuer  le  développement.  Il  suffit  de  faire  oar-f"^^'» 

ce  qui  donne  «=    _    /dir = — \  substituant  dans  l'ex*» 


a 


;"dK 


pression  dé  dy,  on  trouve  dy = 1  et  par  oonséqueut 

-f- A.  Mettant  pour  s  sa  valeur,  on  aura 


rm4-i 


donc,  lorsque 


(aôe  4-  W*"^» 

Pour  d^  =(«*■+ ft)'"*""'d«,  la  transformation 
réussit  encore;  car  en  posant  ax^'^bz=zMf  il  en  ré- 
sulte ncu^^dx  =  dx,  d'où 


dz     ,         «"oj 
*"^'d*  =  — ,  djy= et  j^  = 


d^ 

na'     "  na 

ce  qui  donne ,  lorsque 


rWfl 


7ia(m-{-i) 


+  «, 


d^  =  (a**  +  ft)"«*"''d* ,     ^ 


_  (flJT»  +  ^)'"-*-' 


+/?• 


ius(n»+  i) 

171.  Je  passe  aux  fonctions  fractionnaires  ;  et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plus  simple^  je  suppose  qu'on 
Cale,  intègr.  ^  16 


a4a  «KAn<i  hâMasTàitz 


aitd^ts; — -rj^-  EJ^  &ifant  «n+^^'i  <>&  tIO(n« 


,=_-,      d.=  -, 
«t  par  otmiiqiieiit 

Jéreloppant  la  puiuaiioe  (»—*)"   nmlUplîant  le  ré- 
«idbtt  pftT  (I*)  et  âÏTÎMat  apiip  par  **,  on  ann  uw  niite 

PrcnoBB pour eunpie  leortofc  i»  =  3  etn^a; 
il  Tton^ 

•'  a4«'  a*  \ 

en  appliquant  à  <^acnn  de  œt  monômes  la  règle  géné- 
rale (167) ,  il  en  résultera 

Oa  remsttni  ensuite  pour  s  la  valeur,  et  l'on  aura  enGn, 
lorMiiie 

,  On  construirait  sans  peine  la  formule  générale;  et 
si  l'on  avait 

Airix-\-B)>iiJrCMx 

^3  =  -^-  {«  +  »■ ' 

l'écrirait  comme  il  suit , 


Af'ii    .  :bm^     ,     CM- 
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^nis  on  opérerai  t  sur  cfaaqtie  terme  en  particulier,  comme 
je  yiens  de  le  faire  sur  le  premier. 

172.  Les  différentielles  fracttomiaires  et  ratipnnelles 
^Mmt  en  général  de  la  forme  ' 

(^**«+i?jc»  +  Gr^. . .  ;)d» 


jf:^*{*Bf^^  J^C^i ..;».  ^f 


'■  j;,.f 


que,  pour  abréger ,  je  représenterai  par  -— -,  Il  &ut 

d'abord  obserref  que.  l'exposant  de  x  dans  le  numéra- 
teur peut  être  supposé  moindre  quQ  dans  le  dénomi* 
nateur  ;  car  si  cela  n*était  pas  ^  en.diyisant  V  par  /^  et 
nommant  Q  le  quotient  de  cette  division  et  £  le  reste, 

il  Tiendrait  y -^==/(Çdj^+Y-^;  mais  Q  étant 

une  fonction  rationnelle  et  entière,  fQà«  s'obtien- 
drait par  l'application  immédiate  de  la  règle  du  n''  167, 

et  il  ne  resterait  plus  à  trouver  que  1^^,  dans  la- 
quelle la  fonction  R  est,  par  rapport  à  x,  d'un  degré 
moins   élevé  que  la  fonction  PT.  La  forme  la   plus 

générale  que  puisse  avoir  la  fraction  — ^^  sera  donc 

La  métbode  générale  pour  intégrer  les  di£Pérentielles 
exprimées  par' des  fractions  rationnelles,  consiste  è 
les  décomposer  en  d'autres  dont  les  dénominateurs 
soient  plus  simples,  qu'on  désigne  sous  le  nom  àe  frac- 
tions partieUeè,  et  qu'on  obtient  comme  il  suit 

En  égalant  à  zéro  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée,  on  formera  l'équation 

jf»  +  ^  V-»  4- /î  V^» +  7^=0, 

,16.. 


\ 
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et  ooaceyant  qu'on  ait  déterminé  les  diverses  racines  i^ 
cette  équation ,  on  les  r^résentera  par 

a^dy    a!^    oT,    etc. , 

en  supposant  qu'elles  soient  toutes  inégales;  par  ce 
moyen,  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus,  ou 
le  dénominateur  de  la  fraction  proposée,  sera  mis  sous 
la  forme  d'un  produit  de  n  facteurs 

* — tt,    X  —  a',    * — a',    X — cPy    etc. 

*Cela  fait,  on  regardera  la  fraction  proposée  comme 
'la  somme  des  fractions 

mx  N'àx         JTAx 


^      "Z.     "Zf  *      _       n  f    etc. , 


Af— a         X— a  X — a 

ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  du  dénominateur 
de  la  proposée,  etpour  numérateurs  des  constantes  in** 
déterminées. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  la  différentielle 
à  inti^rer  soit 

(•Jx'  +  Bx+C)dx 
s?+A'x^+ffx+V^ 
et  qu'on  ait  trouvé 

x^  +  uiV  +  i?'*  +  C==(«— a)(«— a')(jir— a*). 
En  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 

Nàx       N'ix       JSfAx 


x^a'    x—a"    x^a"' 


et  en  les  ajoutant  il  i^iendra 

le  dénominateur  sera  le  même  que  œkii  de  la  proposée, 
et  le  numérateur  sera  nécessairement  une  fonction  du 


i 

J 
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cfegré  inférieul*  k  celai  du  numérateur,  c'est-à-dire ,  du 
second  degré.  En  déTeloppant,  on  a  en  effet 

Cette  fonction  étant  comparée  avec  le  numérateur  de 
la  fraction  proposée ,  donne  les  trob  éqiiattons 

—  N{a'+  a")  -^NXa  +  a")-—  N"{a  +  af)  =  B  , 

qui  ne  sont  que  du  premier  degré ,  par  rapport  aux^ 
indéterminées  N,  N'^etN". 

Pour  les  résoudre |. il  suffit  de  multiplier  la  première  >- 
par  a^f  la  secondé  par  a ,  et  d'ajouter  les  produits . 
avec  la- troisième;  on  trouve  de  cette  manière^ 

jta^  +  Ba+  C=  2V[a*  —  (a'  +  ar)a  +  aV]' 

=  iV(a— «')(«— O, 

d'après  les  lois  de  la  composition  des  équations,  et  par 
conséquent , 

^^__  Aà'-hBa  +  C  ' 

où  le  numérateur  es.i  cequ^  depUnt  celui  de  la, fraction, 
proposée  j  quand  on  y  change  s,  en  a^  et  le  dénomina-^ 
teur^  le  produit  des  différences  entre  /a  racine. 9i  et  toutes, 
les  autres* 
Suivant  cette  loi,  on  aura,  sanscalcur, 

^„_Aa'*+Ba'A-C        ^„ _  Ja'"+Ba'-ir  C 
~  Ca'—a)[a'—ay  ~  (a*— o)(a'— «')' 

et  il  ne  serait  pas  difficile  èe\  ^as^urek*  qu'elle*  convient* 
au  cas  général  ;  mais  nous  y  parviendrons  bientôt  en-^ 

Qore  plus  facilement  

Gela  posé,  puisque 


on  fera  d  abord  x — a  =«,  el  l'on  aura = , 

dont  l'intégrale  est  N\st^  ou  iVl(s — a).  On  trouvera  de- 
même  que  f 

et  l'on  aura  par  conséquent 


/; 


=  Ai  («—  a)  +  iVl  (*  —  a')  +  iV*l(« — a')  +  comt^^ 

173.  L'intégration  des  {ractionâ^  rationnelles  n'a  donc 
aijicune  difficulbâ,  lorsqq'elles -sont  décomposées  comme 
on  Tient  de  le  yoir ,  en  fractions  partielles ,  dont  les 
dénominateurs  sont  des  binômes  du  premier  degré  i 
mais  cette  forme  n'est  possible  que  pour  les  facteurs 
qui  sont  simples^  dans  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée.  En  effet ,  la  supposition  de  a'=za^  dans 
l'exemple  du  n®  précédent,  rend  infinies  lés  valeurs  de 
N,  N\  et  cela  tient  à  ce  î^ue  ^  dans^  Pènsemble  des 
fractions  partielles    '' 


.v,-.v 


xr^a 

la  sohime  des  indéterminées  iV-f-iV'seçotnportentGomme 
une  seule  ^  il  ne  s'en  trouir^  plus  un  noiiJ>re  suJBQisai^t. 

On  obvie  à  cet  inconvénient ,  en  substituant  à  ces, 
deux  fractions,  qui  n'en  font  plu^  qu'ui^e ,  1%,  su.i- 
vante , 


\ 


•  »       ».      t 
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et  en  là  i^nbaoàt  au  tnème  déamûiifflettr  atee  la  Jart* 
iwère,  5,  on  obtient  encore  un  nombre  a^éaiuH> 

tioits  i^al  à  celui  des  itiocmnaea^  N,  IV^  et  iV^ 

L'intégratbn  dé  la  »6ifyeUe  fhraiori'ii'<^i%d'idltMm 
atteune  difficfahé,  pnisqii'eu  faisàiit  >— ass*^  on 
isetombe  sur  des  modotnea,  c(»nni€<  dans  le  denM'ef 
exem]^  dn  ti^  171^  dont  cdni-^d  n^est  qn'iai  oaa  {m^ 
ticnlier. 

En  général,  si  le  déiiôaaitnatétir  /^  je  la  l^acition 
proposée  contenait  le  facteur  (jp-^a)»»^  jj  :f|^,^|| 

prendre  pour  ce  facteur^  une  fraction  partielle  de  la. 
forme 

qu'on  intégrerait  en  posant 

«  — a  =  s,       d'où       »=:a-f.«,      d*=d«. 
Mais  le  résultat  de  celte  substitution ,  étant  de  la  form^ 
(M+  M,*  4-  ^»a>:.  .-f  9ti^,9!^^t 

i^evtent  à 

MA»   ^    Mrds  ,   MJiZ        .Mn^Az 


et  monire  qn!on  peut  substituer  &  la  pi*enrière  fraetiÔB^ 
le»  suivantes 

MAx  M.dsF  M^x  ,  M^^Ax 

dont  les  numérateurs  sont  des  constantes^  et  qW  ^in* 
tigrent  aussi  par  le  procédé  du  n*  171. 
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174,  Cette  dernière  forme  et  celle  qui  répond  ai^ 
facteurs  inégaux  (17a), sont  les  plus  simples  dans  les- 
qacUes  .on  puisse  décoropioser  les  fcftcjtîoûs  ratÎQnqellea; 
à  intégrer,  et  donnent  lieu  à  une  ppératiop  subsidiaire 
qui  se  diyîseen  deux  parties.  La  première,  qui  con- 
siste à  déterminer  lesjaçtpuirs  du  dénominateur  ^,  dé- 
pend, coinine  nous  l'avons^déj^,  dit,  de  la  résolution  de 
Véq^ation  f^=o  (172);  1^  seconde  partie,qui  est  la  dér. 
t^rminatipn  des  numérateurs,  des  fractions  partielles  « 
s'effectue  paç  plusiieurs  prpçédés,  dont  yoîci,  Iç  pliis. 

élémentaire* 

Ayaçt  mis  k  part. un  factei^'  simple  *  —  a  du  dé^o- 
mipatewr,  on  pose  . 

r=(*-a)Q  et  ^=5^;:::^+^, 

P  étant  unp  fonction  de  *;,  provenant  de  la  réduction, 

*  au  même  dénominateur  de  to^tes  les  fractions  autres 

•  \'' 

Que  —- ,  qui  entrent  dans  k  fHrt>pQ9ée;  ce  sera  par 

conséquent  une  fonction  entière,  p^r' rapport  à  x.  Mais 
en  réduisant  au  même  dénominateur)  les  deux  membres 
de  la  dernière  équation  ppséç  pirde3sus,  on  a^ra 

V=lSq^{x  —  a)Py    d*où     P  —  ——^, 

et  puisqyié.  P  est  unç  fonction  entière  de  Xj  il  faudra 
que  U  —  NQ  soit  divisible  par  * — ^ ,  ce  qui  ne  peut 
&?f<Âx  lieu,  suivant  lelhéorème  fondamental  de  la  com- 
position des  équations,  à  moins  que  le  polynôme 
U'-^NQ.  ne  s'évanouisse  lorsqu'on  y  change  x  en  ct^ 

Si  donc  on  désigne  par  u  çt  par  q  ce  que  deviennei\t 
17  et  Ç ,  après  cette  substitution  qui  ne  cbanpe  ricjn  \ 
A^,  puisque  c'est  une  constante,  on  aura 
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M-— JVi7  =  0,     et      A"=:r-, 

expression  dont  la  yaleur  sera  toujours  finie;  car  son 
numérateur  et  son  dénominateur  ne  sauraient  devenir 
mh,  puisque  fa  fraction  étant  réduite  à  sa  plus,  simple 
expression,  le  facteur  x  —  a  ne  fera  point  partie  de  U^ 
et  n'entrer^  pas  non  plus  dans  Q ,  puisqu'il  pe  se  trouve 
qu'une  fois  dans  F":  il  sera  donc  toujours  possible.d'ob- 
tenir  la:  fraction  partielle  correspondante  à  un  &cteuf 
de  cette  sorte. 

Si  Ton  met  au  lieo  de  17  ce  qu'il  représente  (17a)  , 
et  qu'on  observe  que 

Ç  =(x— «0  (J^  — «")  («  — O  etc. , 
on  obtient 


""î""   (a— «0  («—<»")(<»  — O  etc.     ' 

expression  qui  rentre  dan  s  la  loi  annoncée  plus  baut  (172). 

175.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
a|ux  facteurs  égaux»  Soit  f^z=z  Q  (jp— r^)"»;  posons 

(173),  forme  que  la  détermination  des  inconnues  va  jus- 
tifier. En  réduisant  au  même  dénominateur,  il  viendra 

(* — a)^  ' 

et  comme  P  doit  être  une  fonction  entière,  il  faudra  que 
le  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  m  fois  de 
suite  par  ^  «r-ra  :  ce  numérateur  s'évanouira  donc  lors- 
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qu'on  y  changera  «  en  a.  On  volt  d'abord  quil  se- 
réduit  dans  ce  cas  à.  27-—  Q2V  ;  mais  pour  que  17—  ÇN 
•oit  divisible  par  x^^a,  il  faut,  en  conaeryant  les  mêmes 
dénominatioBs  que  dans  le  n^  précédent^  qu'on  ait 

a— flriV=o  ou  1V==-. 
^  q 

Cette  valeur  changera    U  -!-  ÇAT  en    U Q  ^, 

qui  y  se  divisant  alors  par  »*^a^  9Bra  de  la  fearme 
Ui(x^-^)y  Ui  désignant  l^quotient  ^  et  la  suppression  dtt. 
facteur  ««^a^  dans  les  deux  tënnes  de  P,  donnera 


Maintenant  pour  obtenir  iVi  »  on  fera  :p---a'=ro,  et  en^ 
nommant  Ux^  ce  que  devient  Uy^  par  le  change- 
ment de  xena^ort  aura  Wi  -^^-^  jIV,==:  o ,  ou  A^i  =  — • 

Mettant  ensuite  au  lieu  de  2V,  sa  valeur  dans  17| —  Q^i, . 
il  en  résultera  la  quantité  Ur. ^'  Qi  qui;  s^évanouis» 

sant  lorsque  x — a=::o^  sera  divisible  par  «<— a,  et 
par  conséquent  P  se  réduira  à 

-  {x^ay^ 


U%  représentant  le  quotient  de  la  division  de  Ux-^-^Q^ 

p^r  JT— -â^.EpQ!(MQitinuant  la-4néiae  notation  y  on  trmi- 

yera  encore  w»— ûriVli  =  o  i  *d*o&'  iV4=  -^  ,  et  ainsi  des, 

autres,  sans  tomber  jamais  sur  des  valeurs  infinies» 
1 76.  Le  Calcul  diffib*entièl  facilite  beaucoup  les  op^ 


ratio&S'  précédentesé  Eneffet,  si  l'on  âifil^etitie^iicces-i 
siTçment  n —  i  fois  l'équation  .    ' 


U^QZrf+N,{x—à)  +  Kix—ay , 

etqu'oif  &99e  ensuite  iP-~-a=:Q,  dans  cette- équation, 
çt  dans  celles  qu'on  en  aura  déduites,  il  tiendra 

ac/^=:iVdQ  +N^Qdx, 

i'Uzs  Nd*Q  +  a/Vid  Qdx  +  aiV.Qdar% 

PU~m^Q+3Nii'Qdx  +  6pfidQâx'^6N3'Qàx\ 

etc., 

équations  qui  déterminent  chacune  des  inconnues  A^, 
^i>  ^A>  etc.  y  par  celles  qui  la  précèdent  ;  bien  entendu 
qu'après  les  différentiationis ,  il  faudra  changer  x  en  a. 
Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Q^ 
dans  ce  cas,  est  de  diviser  7^  par  {x — a)"**;  cependant 
on  peut  y  parvenir  par  la  différentiation  ;  car,  puisqu'on 
a  F=iQ(x — a)"*,  en  différentîant  un  nombre  m  de  fois 
chacun  des  membres  de  cette  équation,  et  faisant  ensuite 
«  —  a  =o ,  on  trouvera  dP^V=^m{m — i) . .  .a .  i .  Çd*** 

(5,) ,  «t  par  conséquent  1>  =  -~—-^. 

On  parviendra  à  l'expressronndes  différentielles  de  Ç 
dans  l'hypothèse  deof— a=  6,  en'  prenant  successive- 
ment celles  de  Ifordre  m+ 1,'  hi  +  ï*^  etc. ,  de  l'équation 
^=Q(x— a)"*  ;  car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  la  remarque 
du  n**  5*7,  que  dans  ce  cas  ,,d'"*^*/^=d"**'*  ÇCar  -r-  flf)**» 
par  exemple,  se  réduit  à  (/»-(-  *)'»,•  •  .2.  i-dQd*"*"***. 
11  suit  de  là ,  qu'on  pourra  exprimer  les  indéterminées 
/V,,  iVa,  A^3 ,  etc.,  à  l'aide  des  différentielles  du  numé-. 
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patevr  V  et  de  celles  du  dénominateor  f^  de  la-  fraow 
tîon  proposée  (^). 

177.  Le  fond  du  calcul  ne  clis^ngeraît  pas.»  quand 
même  quelques-unes  des  racines  ck,  a\  a",  etc. ,  ne  se- 
raient pas  réelles  ;  les  imaginaires  qui  s'introduiraient 
alors,  dans  les  numérateurs  des  fractions  pdrtielfes,  dis- 
paralti:<aienipar  des  réductions  au  même  dénominateur  ;- 
mais  il  est  peut-être  plus  simple  d'éditer  ces  formes, 
en  ne  décomposant  le  dénominateur  F'  qu'en  facteurs 
réels;  ce  qui  est  toujours  possible,  parce  que  les  facteurs 
imaginaires  d'ua  pol/nome  quelconque ,  se  groupent 
deux  àideuxen  facteurs,  réels  du  second  degré.  (^Comr, 
plément  des  JSUmena  d'Algèbre,) 

Ces  facteurs  peuvent  en  général  être  représentés  par 

et  pour  obtenir  les  fractions  partielles  correspondantes,, 
il  ne    faut  que  modifier  très  peu  les .  procédés .  des. 

Dans  le  cas  d'un  facteur  simple ,  on  pose 
U_         M!3ç^N  F 

/^'^  ^."— 2*ir  +  •*  +  A*       Q / 
d*où  l'on  tire 

U=  Q(il[fA^4.^)  +  P(ar»  —  a«*  +  «»  +  /8%. 
et  raisonnant  comme  dans  le  np  t74>,puisque/'  doit 

M  I    ■      n       !■  I  ■         I    ■  I        »^-^— ■  ^  ^^— — 

O  Voyez  \%  Traitié  in-4S  ^  ity  pag«  19  \yoy,  anssi,  dans  les  Acta. 
acad*  Petropolitanœ f  a/i.  1780, pars  i^,  p.  3a,commeot  Euler, 
au  moyen  d'un  développement  analogue  à  celui  de  u'^  dan&  le  n^  ga , 
détermine  le^  numérateurs  des  fractions  partielles ,  lesquels  sont  les 

coefficiens  des  puissances  négatÎTes  de  h ,  <]uand  on  cbauge  P  en  yr* 

V* 


\ 


I 


I 


loQJôarsétre  une  fonction  entière  dé  «^^  il  faut  que  la 
quantité  V —  Ç  (-Wk  +  N) ,  soit  divisible  pair .  • .  i . . 
x^-^amx-i-ét^+fi*  :  elle  doit  donc  renfermer  au  nombre 
de  ses  facteurs ,  ceux  de  ce  dernier ,  et  s'éyanouir 
par  conséquent  dans  les  mêmes  circonstances.  Mais  les 
racines  ^e  «*— a**  +  «*  -f  i8*=  o,  sont 

Taletirs  qui,  substituées  successivement  dans..  •••.•• 
V —  Q(Mx'\'N) ,  doivent  faire  évanouir  cette  quantité. . 

Soient  donc  u±:  li^ — i ,  et  q±i  /  V^— i,  ceque  de- 
Tiesnent  17  et  Q,  après  cette  substitution  ;  on  aura 

équation  double,  à  cause  du  signe  ±:  dont  sont  affectés 
plusieurs  de  ses  termes ,  et  qui  est  équivalente  à  celles 
qu'on  formerait ,  en  égalant  séparément  à  zéro  la  par- 
tie réelle  et  la  partie  imaginaire.  D'après  cette  consi- 
dération, on  aura 

U—^qA-r-  qf)M—  qN=  0  , 
U—  {q'A  +  q^)M—ci'Nz=:  o ,      . 

équations  qui  donneront  les  valeurs  de  M  et  de  N. 

178.  Si  le  facteur  «•  —  2i»ar-|-it*-f-/8»,  que,  pour 
abr^er,  je  représenterai  par  R,  se  trouve  plusieurs 
fois  dans  le  dénominateur  /^,  et  qu'on  ait 

V—  Q(x*  —  2ax  +  «•  +/3*)"»  =  QJ?", 
on  prendra  dans  ce  cas  (i  76) , 

Ms-^N     Mrx-^N^     M^x  +  N^  P 

Rr    "^    /î"-*    "*"    /?"■"*    "^'q' 

■■Il  I  II  |«  I  I  ■       I  Mil  II      !■ 

(*)  En  d éveloppant  les  puissances  (mrhfi  V^--^)"'  «^  (*— /^  V^--')'"» 
00  verra  qae  les  expressions  telles  qae  ^ar"*-f«Bx**-C7^-f-ctc.y 
doivent  en  efièt  prendre  la  forrae  supposée. 


a54  TMÀjtà  hubtÊ»TÂXBM 

rédaÎMBt  aa  même  dénoonnafteari  et  Ufimt  h  Talenl^ 
de  Pf  ii  Tiendra 

^      IT— QCJIf:r+iV+(ilf.-«+l^i)fl+(îllf.H-lV»)«*+.  • .] 
p= ^ _P- . . 

En  raisonnant  dans  œ  cas  comme  dans  leapréoéden^ 
on  conclura  que  le  numérateur  de  cette  expression  doit 

s'évanouir  par  la  supposition  de  s  =  ce  zb  ^  ^ — i ,  qui 
rend  aussi  A  =  o  ;  et  gardant  les  mêmes  dénominations 
que  ci-dessus ,  on  aura ,  après  cette  opération , 

œ  qui  donnera,  pour  déterminer  Jlf  et  iV.,  les  mêmes, 
équations  que  dans  le  n^  précédent.  Ayant  trouyé  les 
Taleurs  de  ces  quantités,  on  les  substituera  dans  le 
numérateur  de  P;  et  les  termes  C^*— Q(ilfjr+2V)  Aese* 
nant  divisibles  parJR,  ou  «• — 2«a:-4-**+/^>  l'expres- 
sion entière  le  deviendra  aussi.  Nommant  donc  Ê^i|.le 
quotient  de  U—Q^Mx-^N)  par  «*— 3ump+«»+/9»> 
on  sera  conduit  à 

En  remettant ,  dans  ce  nouveau  numérateur,  poi|r  s,  les 

valeurs  «±:iBl/-<"i ,  puis  égalant  le  résultat  à  aéro,  Mi 
et  Nx  serons ..  déterminées  oonmie  Pont  été  plus 
haut  M  et  iV,  et  l'on  continuera  d'opérer  deia  même 
manière,  pour  parvenir  aux  valeurs  des  lettres  iHfa, 
iVt,  Ma,  i\^3>  etc. 

1 79.  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'on  a 
traité  dans  le  n®  i^Sj  et  le  Calcul  différentiel  s'applique 
de  la  même  manière,  à  l'un  et  à  l'autre,  au  moyen  de 
l'équation 


+PR'', 

et  de  ses  différentielles ^  dans  lesquelles,  jusqu'à  Pordre 
m— I  mdusiTementy  celles  du  terme  P^*"  s'évanouissent 
lorsqu'on  fait  JRaso.  On  obtiendra  de  cette  manière  les 
équations 

U=z(Mx+N)  Q , 

AUzz(^Mx+N)dÇi+MQdx+  CM,x+N^)  QdR, 
ela, 

diacune  desquelles  deriendra  double ,  lorsqu'on  mettra 
pour  X  les  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de 
l'équation  Jtt  =  o ,  ou  x^'^^olx  +  oL*+fi^  =  o.  En 
égalant  séparément  à  zéro,  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire,  on  obtiendra  un  nombre  suffisant  d'équa* 
Uons;  pour  déterminer  JU,  iV,  M^,  Ni,  etc. 
n  hvLÏ  encore  remarquer  que  de 

on  tirepa 

d«f'=  Qd-.iP-,    d'où    Q^^, 

lorsqu'on  supposera 

R  ou  4?*— •2tf« -|- !«•-+. /8*=o. 

On  trouvera  àQ,  à^Q,  etc. ,  dans  la  même  hypothèse» 
en  prenant  les  différentielles  des  ordres  m+ 1 ,  m-f-  2,  etc. 
de  l'équation 

et  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèse 
reudnuls. 

i8o.  Pour  intégrer  la  fraction 

{Mx  +  N)dx 


:r»— aii»+«**  +  /8 


a  ' 


2^6  tKÀiTi  ^iJmentairb 

on  observera  que 

on  fera 

*  —  «  =  «, 
et  il  Tiendra 

en  posant 

Mais 

(ilfg  +  iy)dg_   Mzdz  N'iz 

la  )Nremiëre  partie  du  second  membre  de  l'équation 
ci-dessus  est  intégrable;  car,  en  faisant  a^-^fi*  :=zui 

on  a  2diK= — ,  ce  qui  donne 

/Mzdz       M  riu       -,  -  I  ,         ,  « .  /  ^  ,     .^ 
-ï-r-- ===—/—==  Jlf.  -  Iw  ===  il/1 /r»  +  iô'. 

Quant  à  la  seconde  partie  >  si  l'on  y  fait  s=^Uf  on  la 

change  en 

JTdg  _ir   Au 

* 

dtt 
mais  on  a  Yu,  n®  36,  que  — : — r  est  la  difiérentielle  de 

l'arc  dont  la  tang  =  u  :  donc 


y  2^:7  =  7"  *™  ('""S  =  «)  +  con»*- 


/ 

=  —  arc(  tang  =  -  j  +  const 
En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  obtiendra 


fl 


/ 

DX  CALCUL  IirTi0RA».  ^5*] 

+  consL 
Il  est  bon  de  remarquer  que  Parc  dont  la  tangente  est  -^ 

a  pour  sînus  — .  pour  cosinus  -=  (Trùr.  aq)  : 

car  cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l'in- 
tégrale proposée  sous  plusieurs  formes ,  en  désignant 
l'arc  par  son  sinus  ou  par  son  cosinus. 

Lorsqu'on  remet  pour  2  sa  yaleur,  on  trouve 

M\  i/«»— 2«f+-*+/9M — î^  arc^tang =—^^  +  comt. 

Venons  maintenant  à  la  différentielle 

{Mx  +  N)àx 

on  fera  d'abord  «— «sa«  et  Mm-^N^rzIT^  parce 

moyen  on  n  aura  plus  a  trouver  que  I  %»^a%\m    t 

qui  peut  s'écrire  ainsi: 

La  première  partie  est  intégrable  immédiatement; 
et  cela  se  Toit  en  faisant  jK*-f>/8*sau,  puisqu'on  a 

,        du 
gd%  =  — , 
a 

d'o&  l'on  tire 

J  («•  +  ^)«  ~  a  J  M-  •"  a(i— m)' 
Ca/c.  intégr.  17 


Quant  à  h  «econde  paF|îe,  el)e  ert  eomp^  4«ns 
u&e  classe  de  fonnules  dont  nous  nous  xiceuperons 
bientôt ,  et  au  n^ye»  desquelles  on  ramène  son  înté- 

jradon  k  peUe  de  la  formrfe  Tjqil^^  (  WP  )  >  ^^^ 
l'pW^#W4  4^  dteominatetir  est  moindre  d*une  unité  ^ 

JT^^Ti'  ^'*1^  obtenue. 

En  rapprocbast  les  «éwltaM  pr4aéd«M  »  âi|  IWMI^ 
quera  sans  doute  que  les  difiUrentielks  qui  fie  prff 
sentent  sobs  ia  forme  de  fractions  ii^tionnelles,  feiivtnt 
toujours  s'intégrer ,  soi|  /^Igpbf iqu^ijnei^t ,  soit  par  le 
moyen  des  logarithme»  op  des  arps  de  cercle. 

f|3i«  Je  Tais  doi^ner  mai^tapant  une  application  de  q» 
qui  précède.  Soi>  la  fraction 

les  facteurs  de  son  ^^BÛn^àt^^ur  â;><^t  faciles  àdécou- 

Lefacteur**  —  i,  se  décompose  en*'-^i  et  **  +  .i, 
ou  X—  I ,  x+ 1  et  *•  + 1  :  on  a  donc 

«ablf  m¥m  li  «Wt  Oî?*  173)  ;   , 

^d^  ^dy  Cdx 

x—i'^  a+iy'^x+i 

gdar      gd:g       i^dx       (Gjr  +  i^d# 


En  réduisant  aa  même  dénominati^pr^  et  «lomparant  le 

résultat  avec -B-r—r-^-^r — 3,    on    déterminerait  les 

numérateurs  inconnus;  nuis  je  vais  faire  usage  des  autres 
procédés  indiqués  ci-dessus. 
Pour  œlA;  je  ooosidfere  séparément  les  q[u«tr«  faetemrs 

x—i,    (x+iy,    a?*    et    **4-x, 

qui  forment  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

If 
▲u  premier  répond  une  fraction  de  la  forme » 

les  quantités  1/"==  i  et  Q=j^(*  + 1)*(**  -f-  i),  lors- 
qu'on 7  £ait  9=1,  donnent  u^=i,  ^  =  9  :  on  a  donc 

(174)  ^=ô9  6^  P^^^  ^^  première  fraotitm  partielle 


8*  — I* 

J'ûbs^rrerai  qii'on  aurait  trouvé  immédiatement  la 

Tuleur  de  ^  ^  en  difôrentiant  le  dénominateur • 

^  j^f^  ,^yffk,^3?^  et  ftiaant  ensuite  s  =  i  (176). 

Au  facteur  (^+1)*  répondent  deux  fractions  par- 
tielles de  la  forme 

ayant  alor*  Q=]k^(*— i)(«'H-0,  je  £Btis  *+i=o, 
d'oà  jvc=^-i9 q^Bi^yfX  "ssjz  ainsi  la  seeonde  frao- 

ti<m  partielle  est  7  ^  4,  «y* 

Mettant   dans    U  —  NQ,  au  lieu    de  iV  sa  va- 

lenr  7,  pour  obtenir  l'expression  de  C/j  (176),  j'ai 
4 

«7- 


s+i  4(*+0 

_  — jT^  +  2x^  —  3ar^  +  4j»  — 4jr  +  4 

4  ' 

Joà  il  yîent  —  =  -g=g5  on  a  Jonc  pour  la  troisième 

Q      i  ■ 
fraction  partielle  %  — ; — . 

Pour  appliquer  ici  le  Calcul  différentiel ,  on  formerait 
(l'je)  Téquation     * 

qu'il  8u£5rait  de  différentier  une  fois  ;  et  posant  en* 
suite  X  =—  1 ,  il  viendrait 

Q  étant  afi — ar*  +  «<  —  x^,  la  première  de  ces  équa- 
tions donnerait  N=  {y  et  la  seconde  if,  =  |. 
Le  facteur  x^  fournit  les  trois  fractions  partielles 

qu'on  détermine  au  moyen  de  l'équation 

et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  ob* 
servant  que  Qr=ar^  +  «^  —  jf-— i,  et  faisant  jr=:o^ 
dans  Qy  dQ  et  à^Qy  on  obtient 

iV= — I,    JV,  =  1,    JY^Œ  — I  : 

on  a  donc ?  +  -t • 

af^       **       X 

Il  ne  reste  plus  à  trouver  que  la  fraction  pastielle 


correspondante  au  facteur  x^-^-i ,  et  dont  la  forme 

Mx  +  iV 
est  • — .  On  pourrait  la  conclure  en  retranchant  de 

la  proposée  toutes  les  précédentes;  mais  je  vais  y  par- 
venir directement  par  les  formules  du  n®  l'j'jf.  On  a 
d'abord  Q=si^ix—i)  {x+iy=:x^  +  x^  —  x^  —x^ ; 
puis  le  facteur  or*^  -f  i  ^  étant  égale  à  zéro ,  donne 

*  =  ±:ï/— I,  «=0,  /8=i  ,  d'où  l'on  tire 

q±Lq'\^ — 1=±:— aiaV/— I ,     m=  i,  et  m'=o; 
les  équations  qui  déterminent  M  et  N  deyieûnent 
I  +  !lM  +  2iV=  o ,     aAf —  2iV=:  o  ; 

et  Ton  trouve  par  conséquent  Af  =  iV=  —  ^. 

ix 
Voilà  donc  la  fraction  proposée  ^  -^ 


décomposée  dans  les  suivstntes  : 

i     àx  i       dx  9     djg 

^  1.^ ^      t(x+x)dx 

X^        X^    '     X       '4     **  +  x     " 

L'intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  au- 
cune difficulté  I  et  l'on  «^tiendra  pour  résidtat 


8    "^         ^      4*+ï 

—  g  1  (**+i)  —  -7  arc(tang  =  *)  +  cotm*. 
La  réunion  de  tous  les  termes  aljjébrjques.  produira  la 

2  «MM  ^X  -^  SjP* 

fraction    >  >r     i_  %    >  e*  cçlle  des  termes   logarith^ 


dm  TftAJfÉ  '  isfaRUfOUBS  ' 

iHiqMs  éomiera 

on  aura  Jonc 

/dx                  a— 2* — Sx*  .  i»A* — x\ 
I .  É  É  .  ■  ■    h        I     ■    >      1 1      ta        *— r     III     .1 Il         ■   aJb  —  f  I     I  !■      ■  1 

De  Fintégration  desjbnfitians  irtntàonnelles . 

182.  Les  fonctions  irrationnelles  doivent  être  regar^ 
dées  comme  intégrées,  toutes  les  fois  que^  par  quelque 
transformation ,  «m  \té  a  rendues  rationneDes ,  ou.  du 
moins  lorsqu'on  les  a  ramenées  à  une  suite  de  monômes 
irrationnels  \  car  alors  on  peut  y  appliquer  immédiate- 
ment les  règles  préoédenteâ. 

Soit  pour  exempier  i-*^ •- — j^ — ►^-^  :  u  est  é?i- 

i  +  ^/î- 
àiaDL%tp£eBKfBXÊKÊ%rmi:;éy  lontes  letfcidkafilicnumdiqiiée^ 

^effectuent .  et  l'on  a  — -^  .     > '\  divisant  par 

I  +  «*^  il  vient 

dont  IRntégrala  eii 

6 

. et  reniettant  pour  2  sa  valeur  yXf  <m  o&lient 


s  ^ 

+  6  arc  (t*lig=*  V^s) +ca7w^. 

i8S»  lid  ^rbirière  espèce  de  fondioBs  irrationnelles 
doût  je  fft^  m'otéuper  est  ééile  qiii  ne  i^enilerme  que 

le  radical  y^j4+Bit+Cs;^,'étqm.  ne  saurait  avoir  que 


iM^fa 


l'une  ou  l'autre  des  fofmes  Xdx\^A  +  £x  +  C»%  et 

— ■        -^ J^  étant  une  fonction  rationnelfe'  de 

^A  +  Bx+Cx* 

X.  Il  faut  d'abord  remarquer  que  l'Une  dé  ces  formes 

tentrë  dans  l'autre^  cdr  l'on  peut  écrire  la  première 

nimw  4i»'il  sinty  *'        ' 

^,    V^+Bx+dx'yiX/J+Sx+C:^' 

_:xt^+^J?4-^^')djr 

€t  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction 
Rationnelle. 

Ayant  d'indiquer  lès  moyeîxà^  déf  rendre  Rationnelle  ^ 

par  rapporta  »,  l^expression  yA^Bai+Cx^f  je 
mettrai  Ja  quantité  A  +  Bx'^  Cx*,  sots  la  formé 

et  faisaût  pour  abréger 

r—0j^    di^Mr     Ë.  —  A 
— ^'    C —       C  — 

#  ■ •*  * 

il  en  rtAdléra  {/A+B^  +  Cx*=yi/m^fix'^lF. 
Cela  posé,  si  Von  prend 

\/«  + /9x +  **  =  «  —  * , 


a64  TRAITA  ilJMXHTATBX 

en  élevant  aa  quarré^  il  Tiendra  ce-f-/3«=^*— *3jris,  oe 
qui  donnera  *  =  — - —  ,  d'où 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs ,  on  changera  la  dîfiPé- 

JCtix 

rentielle    -  . .  ;  en  une  autre  de  la  forme  Zâ». 

Z  étant  une  fonction  rationnelle  de  « , ,  et  réelle  tant 
que  C  sera  positif;  mais  si  C  était  négatif  ^  y  devien- 
drait imaginaire ,  et  la  transformée  pourrait  le  devenir 

aussi.  

Dans  ce  cas  9  on  aurait  y^j4  +  Bx*-^  Cx* ,  et  £adsant 

il  viendrait  y  ï/« 4-/3* — *'•  La  quantité  x^-^fix — «, 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier dt^ré;  si  on  les  représente  par  «—a  et  *  — a', 
il  est  évident  que 

•  +/8*  — **=  —  (** — fix—M)  =  (x-^a)(a'—x). 

Faisant  ensuite  V^(«— a)(a — jp)='(jir  —  a)z,  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équation  j^ 
elle  deviendra  divisible  par  «  —  a,  et  l'on  aura,..^ 
a'— *  =  (*-7fl{)«',  d'oà  l'on  tirera 

valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  difiërentielle 
proposée. 


ra'—a)z    j 2(a>-a>dg 


i84*  Je  prends  d'abord  pour  exemple  la  différentielle 

f  JfiL  première  des   transformations 


âx 


précédentes  donnera    .^     — r ,    dont   Pintégrale   est 

i.l(^-L.22j)  -^  const.    Remettant  pour  z  sa  valeur 
y        __..-__ 

4ç4"V^<»  +  ^*  +  **>  ®^  P^^*"  •*  '^  ®*  y   '®^  quantités 
qu'ils  représentent,  il  viendra 

+  const. ,     , 
résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

pour  réunir  ensuite ,  ayee  la  constante  arbitraire,  le 
terme  constant  ~=  I  -^=- 

uX 

i85.  Soit  pour  second  exemple      ■   ^    —  ;  en 

^  ^     y^A+Bx-^Cx^ 

fvisaiit  usage  de  la  dernière  transformation  do  n®  l83y 
on  aura  -rr-i — r  »  dont  Pinté^ale  est 

—  -  arc  (tang  =  «)  +  coTi^f. 

y 

Substituant  au  Heu  de  is,  sa  valeur      ^  .■.,  . —  ,    tirée 
de  l'équation 


et  niétunt  |/?  pôtxf  y>  M  obtfeudfft 


a  et  a'  étant  les  racine»  de  Féquation 

Si    IW    preùd    Jz=zC=t   et  JjdtiO,    là   âîJ[&* 
rentielle  proposée   deyient,  dans  ce  ôas  particûlieii^ 

'  V  » —  ,  et  ta'  fofmuie  pi^oédentr  donne  toor  son 

intégrale  —  2.apc  Itang  t=       J-{- const, ,  car  a 

et  a^  étant  alors  les  racines  de  ^  -—  i  sc=  oy  il  font 
pfendre  ai=  -^  t  et  </~t±:  if ,  pour^  nte  pas  tombdi^  dsos 
l'imaginaire. 

Je  yais  montrer  que  ce  résultat  revient  k  Parc  dont 

le  sinus=«,  et  dont  on  sait  que       -  exprime  la 

différentielle  (36).  Pour  cela,  j«  rappellerai  que 

d'bi  fl  6ttit  qt(e  Pkrc  ddubfe  dé  ceftrî  qui  esC  itiJiqàé 
dans  la  formule  précédente  a  pour  tangiente -— , 

X 

et  que  par  conséquent  il  est  le  comptément  de  l'arc 
dont  — 7==:i»  serait  la  tangente  et  x  le  sinus  {Trig.  g). 

Nommant  donc  0  ce  dernier ,  on  aura 


f. 


Ax  w 


ei  ottDipraïuit  Parc  -^  -  àgx»  k  <»tici<âtfle  «ribitrtiirer^ 

il  Tiendra  /     ^  =  «  -(-  const* 

J  v/i— *» 

En  'général^  SdJks  Xxfas  lès  cas  o&  Ton  obtient  deux 

intégrales  diverses  en  apparence  ^  pour  la  même  diffé- 

i^ëirtiette^tacliSëfieiicenepeuf  por^rquesur  !a  cons^ 

tttntë  ai»BftrsÂre;  ear  si  deost  fonctions  W  ti  X  5<mt 

tclte»  que  àXi^d1^,6tL  dX^^r=zd{X-^Fy  =^  0 , 

il  faut  nécessairement  que  X-— f^=iî  ôonêfÂ 

ifS6.  On  peut  ramener  immédiatement  la  différen- 
tielle — .'  = —  .. , ..t^^it^    à    œHb 

yA  +  Bx  —  Cx^      y{/u  +  fix  —  x* 

.                  yS 
d'un  a»c  dé  derclé;  car  en  faisant  d'a}x>rd  x =  «, 


on  aura  —  ;  posant  ensuite  «t-^^/S*  =^ 

-  -'  dtf- 

et  zz=:gUf  on  trouvera  —     .-       ,  dont  rintégr%le  est 

- .  arcCsm  =  u)  ^-eonst. 

Ax 
187.  L'inté&ratioii  ^  la  fbrmdte' --r====i  peut  aussi 

s'efifectuier  au  moyen  dès  logarithmes^et  conduit  alors,  par 
des  expression^  imaginaires ,  &  une  relation  très  remar- 
quable entre  Farc^  le  sinus  et  le  cosinus. 

En  comparant  eett0  formula- avec —  j 

V^A+Bx+Cx^ 

on  trouve  ^  =  i,  jB=^o,  C=  —  1 ,  et  Pintëgrale  géhé- 

hdef  detmr  (  f  84> 
|/— 1 


a68  TBAVtà  tLhaXfTàJBM 

dx 
Si  l'on  représente  par  z  l'arc  dont est  la  difiPé' 

yi — ** 
rentielle^  on  aura  donc 

«=—7=1  (x  V'—^  +  V I— Jf")  +  comU 
V/— I 

Slais  si  l'on  yeut  que  cet  arc  soit  nul  en  même  temps  que 
X  9  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  ;  car,  en  fai- 
sant s=:o  ^  le  second  membre  se  réduit  à  cette  cons- 
tante, à  cause  que  1 1  =0  (*}. 
Gela  posé,  en  observant    que  x  étant  le  sinus  de 

l'arc  a,   ^  i— a?*  en   est   le   cosinus^  l'équation   ci- 
dessus  deyiendra 

2  V^— I  =  1  (cos  %  +  y — I  sin«)  \ 
et  si  l'on  suppose  z  négatif ,  comme 

sin  ( —  «)  =  —  sinz,     cos  (—2)  =  cos  z, 

i^")  Il  peot  n^étre  pas  înatile  d«  montrer  que   cette  int^raks 
s'obtient  immédiatement  en  posant 

d'où  il  soit  

pais  en  différentiant,  et  divisant  par  i^ 

0=  («— ar  V^)d«— «dxV/^, 

d'où  Ton  conclnt 

dx àt 

et  par  conséquent 

s  — i=  1  (l/i-sr*  +  xV—i)  +  cornu 


on  aura  encore 

— «V^ — I  =l(oo8s — l/^sin*), 
en  sorte  que 


Pk*enant  dans  chaque  memlnro ,  fiu  lieu  des  loga- 
rithmes,  les  nombres  correspondans ,  il  Tiendra 

è^^^^  =  cosjs  ±i/ — I  sin «y 

équation  qui  peut  se  vérifier  en  y  substituant  au  lieu  de 
FexponentîeUe;du  cosinus  et  du  sinus  ^  leurs  dévelop*- 
pemens  tirés  des  n^'  27  et  S^. 
Si  Fon  considère  à  part  les  équations 

^^""*  =  oos«4-K  — I  sinS| 
«""»^"'=  cos  «  —  V/— ï  sîn  «, 

pour  les  ajouter^  on  en  tirera 

COS  «  =  — — — : 

et  en  retranchant  la  seconde  de  la  première,  il  en  ré-^ 
sultera 


^•K-i  «.^-«K-i 


sm  %  =  , 

Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sym- 
boles algébriques  9  représentant ,  sous  jine  forme  abré- 
gée ,  les  séries  du  n°  87;  mais  quoiqu'on  ne  puisse  leur 
assigner  de  valeur  sous  aucune  forme  finie,  ils  ne  s*en 
prêtent  pas  moins  aU  calcul  avec  la  plus  grande  facilité, 
et  manifestent  toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les 
lignes  trigonométriques  qu'ils  expriment. 

En  mettant  va  au  lieu  de  %^  dans  l'équation 


^jo  nufltift  itàmanvAiMM 

«^*^*^'  =  co8«ih  v/ — isins, 
elle  deyioat 

é=^*^""*  =  C08  nz  ±  V^— X  8În  ns  ; 
mais  on  a  «uMi 

donc 

(cos  «  dz  K  —  I  sîn  2)"  =  cos  nz  ±:  V/— i  sin  nz» 

Cea  Àination0  conduisent  à  des  résultats  très  impof'- 
tans  {*)j  ici  je  m'ari^terai  snr  l'usage  <}u'on  en 
peut  faire  pour  découirrur  )es  facteujB  de  la  fonction 
«"qia%  parce  que  cette  recherche  est  nécessaire  dans 

l'intégration  àe  la  formule  -rr . 

188.  La  fonction  x"=pa*  se  transforme  en  a*(jf*:^i)^ 
lorsqu'on  fait  «  ::r  oy  ;  et  pour  en  connaître  les  foctenrs, 
il  suffit  de  résoudre  Féquation 

^;ï:i  =  o, 
qui  rerient  à 

L'expression 

jf  =  CQss -f- V^^-i  sin2 

satisfait  à  cette  équation ,  par  une  détermination  très 
simple  de  Pare  z-^  cor  Pon  a 

y^z^(cQsz+^-^xsinzYz^co8ns  +  y^^sinnzi 

et  conmie^  en  dé^nant  par  w  la  demi^-ciroonférenoe , 
et  par  m  un  nombre  entier  quelconque ,  9  yient 

C^)  Voyed  la  note  J?,  à  la  fin  (U- l'outrage. 


J 


selon  que  m  est  an  nombfe  pair  mi  ««tpaip,  on  n'aura 
qu'à  supposer  ns=smiFf  pour  obtenir  ^"  s=t  d:  i . 

Afin  de  distinguer  plus  partiddiëreineiit  le  cas  où  le 
nombre  m  est  pair,  de  celui  où  il  est  Impair,  on  écrit 
^pr  le  premier  ;^m  au  lieu  de  77»,  (et  pour  le  second 
im+i ,  et  Von  Éait 

nz  =  nmx ,     et     nzcs  (27»  «^  i}w, 

Dan9  la  première  hypothèse ,  il  yient 

2/îtsr    ,     .  / .     2I7ÎW 

71  7» 

et  dans  la  seconde, 

169.  Au  moyen  du  noodipe  indéterminé  m,  on  obtient 
par  ce  qui  précède  toutes  les  yalenrs  dont  ^  ml  iSiK- 
ceptible^  car  la  première  expression,  en  7  faisait 

2«*  .  .  •-«-  .   2îr 
v=cos— +  K  — >8*ï^ — J 

71  7}* 

5^=seo83^+ i/«^  1  si»— ; 


n  n 


77»=] 


j^=vD0?^ 2^4.^/— ismi .12.. 

7»  r*        ' 

(27* — 2)ir  ,    ./ .    (271— 2)ir 

•^7^  7* 

i**.  Passé  ce  terme,  on  ne  retrouye  plus  de  nouvelles 
Taleara  >  waif  seuleffiei^t  les  précédait tie#i  qui  r^ienpent 
dans  le  même  ordre*  En  effet,  si  l'on  suppose  n-^=.my 
il  rient  seulement  ^  =  cos  2sr  ;=  1 ,  et  l'on  retombe  9ur 


/^ 
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la  première  valeur ,  qui  se  reproduira  toutes  les  fois 
qu'on  prendra  pour  m  un  multiple  de  n»  Faisant  éhsuite 
II»  =  n  -f- 1  y  il  Tient  l'aro 

(2/1 +  2)»  ,  a^r 

— — —  =  2^  -|-  — , 
n  n  ' 

dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  les  mêmes  que  ceux  de 

2îr  . 

Farc  —  (Trig.  22);  ce  qui  ramène  à  la  deuxième  Ta- 

leur  9  et  ainsi  des  autres. 

2®.  Le  tableau  ci-dessus  senïble  ne  présenter  qu'âne 
seule  Taleur  réelle ,  la  première  ;  mais  on  en  trouTC  une 
seconde  lorsque  n  est  pair  y  parce  qu'on  passe  alors  par 

I»  =  - ,  qui  donne    j^=  cos ir  +  V^ — i  sinsr  =1—1. 

3®.  Les  Taleurs  imaginaires  du  même  tableau  se 
groupent  deux  à  deux,  saToir,  la  dernière  aTec  la 
première^  l'aTantrdemière  aTec  la  seconde 9  et  ainsi  de 
suite  9  parce  que 

(2» — 2)îr    •  2ir    (2/1 — IW  4» 

^ ^  =  2jr ,  i^ a:C==2jr— ",  etc., 

et  qu'en  général 

cos(2sr — a)=cosa,  sin(2sr— a)=a— sîna  ÇTrig.  ag). 

Ainsi  9  quand  n  est  un  nombre  impair  «  n— - 1  étant  pair, 
toutes  les  racines  imaginaires  depuis    m=i  jusqu'à 

m  =  7»—  I .  se  réunissent  en couples  de  la  forme 

2 

J^  =cos--— ihK— ism— --, 
n  n 

m 

OÙ  il  suffit  d'étendre  les  Taleurs.  de  m  jusqn'^.  •  .  • . 
n  —  I 


'• 


/ 


( 


\ 


Quand  n  est  un  nombre  pair,  il  se  ^forme  senlemeat 

couples,  parce  que  la  racine  qui  répond  à  -,  et  qui 

est  réelle  y  occupé  le  milieu  de  celles  qui  sont  imagi- 
naires. 
On  arrire  à  des  conséquence»  semblable  pour  l'équii- 

tîon  j^'*4"ï=0j  o^  * 

/^rrrCOS^ ^ ^.4.  V^—I  Sin —- y 

■a  , 

formule  dans  laquelle 

i»=o ,     donne  r=cos  -  +  v/— i  sin  -  j 

n  n 

m'=.  \ ,  y =cos f-  y  —  i  sin —  : 


WKH-W— —  I  , 


(271 — 3)«r  ,   ./ .    (an— 4V 

=cos^ '—  +  y  — I  sm  ^ ; 

n  71        ' 

(2/1 — i)gr  ,     'y .    (2/1 — iW 

^=cosi ^  +  K  —  I  sin  i— ^. 


m=7i — 2 ,  y 

/»  '  n 


n  :  n 


Au-delà  de  ce  terme,  on  ne  retrouTC  plus  que  les 
mêmes  valeurs,  comme  dans  le  cas  précédent,  et  par 
la  luéine  raison;  Il  ne  peut  y  en  avoir  une  réellç  que  jsi 
iiest  impaire,  et  alors  elle  répoada  . 


m = qui  donne  j^  =  cos  sr  +  l/ — i  sinîrz=— i . 

Comme  elle  occupe  le  milieu  du  tableau,  les  racines 
imaginaires  qui  en  sont  également  éloignées,  se  réu- 

nissent  en couples  de  la  forme 

y  =  cos  ^ ^ ±:  y —  I  sm ^^ • — ^,    • 

n  n         ^ 

Cale,  intégr,  18 


oli    il  suffît  de  pobsser    le9    valeurs    de  m    jusque 
^  iir     I-    .1 .  ^Ifailjt  aller  Juaqu'i  i»  =  -    quand  n   est 

2  ^ 

^ire,  parce  qu'il  n'y  a  plus  que  de$  raciuef  imaginaires. 
Si  l'on  trouvait  quelque  difficulté  à  compretid.rc  ces 
énpneés ,  <9i  les  édairoîrait  sar-leH^hampy  ^ea  donnant 
à    7\  des  valeurs  particuliëres*. 

190.  li  esA  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède ,  les 
lacteùrs  réels  des  quantités  j'"  qi  î. 
D'abord  la  formule 

2/7Wr_.    ^/ .     277i9r 

yc=cos rtv— ism 

donne  pour  facteur  du  premier  degré  de  la  quantité 
y*  —  1 ,  les  deUiX  expressions  imaginaires 


c 


2i7z«r\      ,  y. — •  .    amw 


cos  — -T  J  —  y  — I  SI 


sm 


n 
y  —  cos  — -j  +  V/— I  sm— jr-  ; 

et  en  les  multipliant ,  on  obtient  l'expression 

y -«2^ cos  ^ ^i^ 


'  n 


"qui  comprend' tous  lès  faéteurt  réels  dii  Second  degï^ 

On  trouve  de  méibe  que  les  facteurs  du  second  degré 
de  la  quantité  ^"  +1,  sont 

y 2^C0S^ —  +  l. 

.  ■  >  -.  >     .  n 

■■'  Il  faut  Qfb$«rvelriqtte''eq^  fovinules  coi^ipremiieiit  aussi 
les  facteurs  réels  du  |u*emier  degré,  mais  ils  s'y  pré- 
sentent comme  doubles  ;  car  si  l'on  fait  1»  ==  o  dans  la 
première,  «Me  devient 


el  SI  n  était  paire,€n  prenant  i»r=- ,  on  trouverait  encore 

J''  +  2J^  +  I  ==  f  J+ 0% 

résultat  q[tie  donqe  au«sî  la  seconde  formule  lorsque  n 
est  impaire ,   et  qu'on  y    fait    m  =  ^  .>  ^ . 

igi.  Les.  fonotioB»  4e  la-  foivie  x^"-— spx*^  -(-  ^ 
peuvent  êtrç  tr^titée^  comme  oçljçs  qui  pe  renferment 
que  deux  termes. En  les  résolvant  à  la  manière  des  équa- 
tions du  second  degré  >  on  en  tirera  les  /acteurs 

qui  seront  réels ,  tant  que  p*  surpassera  ç,  et  auxquels 
on  donner^  la  forme 

en  prenant  successivement  pour  a*  les  valeurs  de    ' 

abstraction  faîte  de  leurs  signes  :  ce  cas  rentre  donc 
dans  les  précédons. 

liorsqn'on  aura  p^K^q^  on  fera  jp=*",  S'=iS*»,  *==j3j^, 
et  il  vien4i^A 

mais  la  condition />*<  y  ou  a*"  K^fi^*  donnant  oL^<^iy , 
la  quantité  zz  sera  une  fraction,  et  pourra  par  consé- 
quent être  prise  pour  un  cosinus.  Soit  donc  i"  l'arc  cor- 
respondant; la  fonction  proposée  ^erièndra 

et  il  ne  s'agira  plus  qae  de  résoudre  l'^uation 

y^» aj/-*  COS  ^+ I  =îiO. 

i8-. 


'%'j6  '  ImATti^ ÛLiMStiTAttÈ 

On  en  tire  d'abord 

puis  prenant  .  \ 

y  =  Cos«±:V/ — xsinii?, 
il  Tient  (187) 

y^  rrï  cos'n«  db  V^— i  sin  712 , 

fet  eii  comparant  avec  Pautre  valeur  de  j'",  On  obtient 

cos  n%  ?=  cos  J^ ,         sin  nz  =  sin  <^. 

On  satisfait  en  général  à  ces  relations,  en  supposant 
7ijs=  2/7tT  +^;  7n  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
puisque 

cos  (a/iwr  +  i")  =:  cos  ^j         sin  (âmw*  +  /)  =  sin  /^: 

on  aura  donc 

et  les  facteurs  du  premier  degré  de  la  fonction 

ya»  _  2 j.»  cos /*  +  J  7 
serpnt  par  conséquent  compris  dans  la  formule 

cos ±:  K — I  sm ! —  U 

Si  l'on  avait  «**  +  apar"  +  y  =^  o  ^  oïi  ferait  encore 

**■-.• 

—  =  cos  S'y  mais  on  prendrait  / 

ô"  ''•  -, 

j^*»- —  ny  cos  (r  —  ^)  +  1 5 

puisque  cos  («r  —  /J  =±3  -^  cos  ^;  il  ytendi^ait  ensuite 

cos  n%  £:::>COS  (ît  -r-  V5  7     si»  »«  =  ^i^  («r  *^  /)  , 

€ft  par  conséquent 


sa  cAUsiri.  vurvaBuan'^  ^^ 

.         »    ».  '      *  1  >  '  i .  '         )  .     , 

•      ■  \ 

'De  Tintégration  des  différentielles  binômes^ 

192.  Ces  .diSërentielles  sont  répKésejitéjés  par  la  for*. 
mule  •  '•-.       ,-  •   •'» 

dont  on  ne  diminue  point  la  généralité ,  en  supposante 
que  77»  et  7».  soient  des  nombres  entiers. 

-     '  i  E        - 

Si  l'on  ayait^  par  exemple^  jr*djif(a+  àx^y  >  ^^  ferait: 

■■  ^  •        •  i»' 
»=z®,  d'où  il  résulterait. 6iç^dis(a  +  ^«^)'«    On    peut: 
aussi  regarder  n  comme  essentiellement  positive,  parce 

que,  dans  le  cas  où. l'on. aurait  x^^^àxÇa.+  ôa?""")'  ,  on^ 

I  '  ^ 

supposerait  *=  -^ ,  et  ?1  viendrait  -«•  a~"*   ^dz(a  +  ijs")». , 


r. 


La  formule  A?"'^Mjif  (ojc^  +  àar")^,  revient  encore  à  la-, 
précédente ,  en  divisant  par  x^,  sous  la  parenthçse  j  car  ' 
on  obtient 


,...  • 


x^'-'dxZxXa  +  6a?»-^)3î==  x'^T^^dx  {a  +  ^ar"-'"jî; 


Podr  ,chercW.da»s,qt^ela!Cft8^a;"":*dàr(a-f•^x'»)^   peut^ 
devenir  rationnelle,  on  fait  arh^Jp*=«*,en  Wte  que 


(*)  Les  formules  des  n««^  190  et.  191    contiennent  împlictement 
les  tfaéoièmes/de  Cotes  et  ;de  Maiur)e^  et  retti[)lac«  ntirvec  avantage 
^ces  théorèmes ^ qui  ne  sont  plus  maintenant  qu^iK  objet  de  pure  cu- 
riosité'j  je  n'ai  pas  cru  par  cette  faison  devoir  les . insérée.  î(;i  :  on  |e^, 
fifovTt  dans  le  Traité  in^4S  ^*  1 9  (>aS^i^^< 


â 

(a+  bx^y  ^sssF  *^  puis  on  trouve 


.  I^'V     »'••.'>'  .',  »  "I  ^1 


et  la  différentielle  proposée  devenant  par  là 


7l6 


■-■ .^(^•"  . 


on  Toit  alors  qu'elle  sera  rationnelle  toutes  les  fois  q^Ue  — . 
sera  un  nombre  entier.  ' 

L'expressipn  a^dx(a  +  bx^y  satisfait  à  cette  condi- 
ti^Uj  puisque  mzzzQ,  7»=a3,  — =3,  et  se  transforme  «n, 

7Z 


36  \    b    )  ^ 


La  différentielle  «'"'"Mjf(a+ôy*^»  eststtsoeptible  d'une 
^utre  forme  y  en  rendant  négatif  Texposant  de  x  dans 
la  parenthèse^  ou  éil  divisant  par  x*  la  quantité 
a  +  bx*  ;  il  vient  ainsi' 

Gela  fait,  si  l'on  change  n  en,  — /i,  qen  b,  ben  a,  m 
çn  i»  +  *^danslittrâh8toiaë0«n4;ObMitt8rplus.haut, 
on  en  déduira  i  expression 

—  ^  i5^t«-?  da  (  -^ )  , 

na  \    a  .  y 

•' 

qui  sera  ratiomiellë  sî — |-^est  uû  nopnibrè  entier. 

n       q  '  ' 


ts$9tsîor.m9Aion  employée  par  Eutor. 
C'est  à  ce  cas  que  se  rapporte  la  différentielW 

x^dx(a+bx')\ 
pour  laquelle 

7$      3f;'    q      y     n      gi      i 

193.  Puisqu'il  n'est  pas  possible  d'intégrer  en  gé*~ 

*  '     •  >«  • 

néral  la  fbifYmite  yi'*'~'djr*(a-4-^^)S  l'idéequi  se  pré-«^ 
séiifé  ^stbord  e^  de  'Çherelier  à  la  réduire  aux  cas  lés^, 
plus  simplet  qur'elle  peut  rénfèmier^ 

On  y  parvient  assez  facHêmf'Ql,  at^  moyen  de  Vi/j- 
^^ra/io/^/HErpar^^W,  procédéfécqud.qui  sert  à  ramener 
une  intégrale  à  une  autre.  Il  se  tire  de  rintéd^tiop  il/e». 
deux  mctt^frea  de  l'équation 

à.up  =  uàif  4"  vda  (n)  , 
qui  conduit  à 

up  =r  fuifij^fydu  >    d'oi    fudi^  :=:  itp  —  fpdu. 

On  voit  pSp'Ia  que  si,  dans  la  dîfférentîeîle  Xdx ,  la 
fonction  X  j^ûi  se  décoal|>oscf  en  dedl  •  fîlct«Un»"jP»  * 
Q^  et  que  l'on  sache  intégrer  la  dlfféreiltreiléf  Qdx,  éH 
nommant  u  son  intégrale,  ei  fàiia^t  hhaiR,  02^ aura'  . 


ce  qui  ramëiiê  la  difficullëli  înfégrêr  yVdi^. 


x 


194.  Pour  abréger  un. peu  les  rén^lu^j  daxM  Fafr^- 

F. 

cation  do  ce  qui  précède  a  la  formule  af"*^*dar(ia +**")*>. 

l'écrirai  D  au  lieu  de  ~ ,  et  il  faudra  supposer  que  p  est 

.      ^. 
un  nombre  fractionnaire  quelconque  :  on  aura  alors  la. 

formule 

Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  celte, 
différentielle  en  facteurs ,  je  choisis  celle  qui  tend  à 
diminuer  l'exposant  de  x  hors  de  la  parenthèse»  et  quî^ 
s'opère  en  écrivant  ainsi , 

la  formula  proposée^  Par  ce  moyett».  le  laic^eur . .... 
x^''^dx(a  +  bx^y  est  intégrahle^  quel  que  soit  p  (i  70)  ^ 
en  représentant  donc  ce  £&cieur.  pi)r  df^ .^  on  a 

i^  =  \,      ,     /t-,     et     Mrs*»"-». 
(p  +  l)nb  ,      ^ 

d'eu  il  résulte  •     -  '      * 


{p+i)nb        *   (p+i)nb 


pr 


/^'»-»-»dar(a+&ar»)i^»= 

nattant  cette  d^rni^re.  valeur  dan^  .l'éqiyatîba  précé- 
dente/ et  r4$ti(^nl^I^nt  le^  termes  .^ffiçptçs  4^  l'ijpitégrale 

7n 


'î   '• 


d'oeil  ron  tire  (^i . .  • . .  .fi^'àx(^a  +  bx^y= 

b(pn'j-m)       -■       • 

Il  est  aîsé  de  voïr  que  puisqu'on  peut'  ramener,  par 
cette  formule^  Vintégratioti  de  fx^'"^dx{a+bx^y  à 
celle  de  fx'^''^''^âx(,a  -f-  bx")P ,  on  ramènera  au^si 
celte  dernière  à  celle  de  fx^'^''^*^*dx{a  +  bx^y,  ça 
éoriyant  I7^r?v7»  à  likpbce' de  m^  dans  l'équation  (/^);  puis 
changeant  encore  1»  en!  /» — ^n  dans  cette  jnéme.équa-' 
tion,  elle  fera  connaître  /»™^*'^'"'djç(a  +  ^**)''y  a» 
inoyen  de  /«"*""^'^""'djr(a  +  é^y,  et  ainsi  dé  suite. 

En -général  9  un  nombre  r  de  f^uctîoiis  conduit 
|i  /i"'"'^'^'"'Aç(a-4-ix"y ,    et  la  dernière  formule  est 

/ar"*-C'-0'»-»d*(a  +  bx'^y  ^ , 

x^-'Ha+bjx^y^'--^  a(TO— r7i)/^'«-'*-»d:t(a  +  bx'^y 

o[pn+m—ir-r'l)nl 

Il  est  évident;  >  par  cette  formule ,  que  si  m  eht 
un  multiple  de.  n,  l'fntégration  de  la  dîfierentielle 
x^T^à^  {a  +  6jt"  y,  s'effectuera  algébriquement ,  puis- 
qu'al6rs  l'anéantissement  du  coefficient  m — rn  fera 
disparaître  la  dernito^e  intégrale  /ar?*7'''*^*dar(a -|-  ijc^^* 
Ce  -jçésultat  s'acci^rde  arec,  celui  du  n^  193*. 

*'ï§5.  On  peut  obtenir  aussi  iine  réduction  par  la-» 
quelle  l'elpdsant  de  là  parenthèse  soi t  diminué  de- 
l'unité  j  *  pôuir  cela  ,  îl  isuffit  d'observer  que  ' 

/ar«-:'A!r(a-f  ia7»)P.=?  /«r^»cU(a  Tf  bx^y^'Ça  +  i^«) . 
=ra/i"-*dx(a-|-iar")P-»  +  i/i'"+»-»d*(a;+  bjif'y,, 

et  que  la  formula  (^),,  en  y  cl\^ngeant  m.ep.  m-^n^ 
et  p  en  p  —  i ,  donne 


t. 
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b(pn  -+-  wi) 

Substituant  cette  yaleur  daos  l'équatîon'  précédeate,. 
on  aura  Ç5) ........•.•..., ...  ,far'"dx{a  +  bj(^)P  î= 

Atoc  cette  formulé  i  oti  dtera  s«ccies8tTeineQt  du 
nombre  p  tontes  les  unités  qn'il  pcmt  contenir,  sim^- 
plîficatîôn  q^îf  ytAnïe  à, celle  qiîe  pfpcsre  la  fornaule 
{A),§éni  dèpéiNlré  l'intégrale       '»'^  ' 

.  tn  étant  le  plus  grand  multiple  de  ti  contenu  dans  7n — 1.^ 
ét^  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans/?* 

'.5 

L*întégrale  fx^dxÇà  +  bx^y ,  par  "exen^pîe ,  sera  rar: 
menée  successivement,  par  la  fbrmule.(^,  à    ^ 

fx^ix(ii+bx^^\       fxàxia  H^  Ba^)^ ', 

5 

p  uis  la  formulée^  fera  dépendre  /idar(a+'  ^)*  ^^        ' 

Jicdx  (^  vf  £w?)  *  ,  et  celle-ci  ée    ftéia{a  +  bx^y . 

196.  Il  e^{  éVidënt  que  si  m  et  p  étaient  négatifs', 
les  formules  {A).  et.X-^)  ne  remplissent  pas  le-  bpt 
pour  lequel  .elles  ont  été  construites  :  elles  augmente- 
raient alors  .les  eXposans  de  x  bors  de  la  parenthèse,., 
et  oelui  de  la  parenthèse;  mais  en  les  renversant^  on. 
en  trouve  qui  s'îippliqueôt  au^  cas  dCmt-$  j^agit;  ' 

On  tiine  de  (^),   *    * 


aQn  -^  n) 


.  .1 1 


us  CAtJ&^L  tiiHàèAih.  '  283.  ' 

«t  mettant  -^m+n  au ^heu' de  m,  il  Vteift  (CJ 

/jr-"»-»clar(a  +  ffx^y  •»= 


am 


formule  qui  diminue  lés  exposans  Tiors  delà parentliëse. 
Pour  renverser  la  formule  {B). ,  on  prend 


-        1 

puis  on  écHt  -^pH-i  au  lieu  de  /?,  et  il  vietft  {A) 

formule  qui  atteint  le  but  proposé. 

Les  formules  {A),  {B),  (C),  (Z>),  deviennent  i il u-^ 
soires  „  lorsque  leur  dénominateur  s'évAnodit.  ^Geia  ar<^ 
rive  pour  la  formule  (/^),  par  exemple,  quand  712=  — np  :. 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  Qspèc/B  ^  ladiOerettlielle 
proposée  peut  se  ramener  à  un  monôme,  ou  bien  à  une- 
fraction  rationnelle  (*). 

/x^~'^ô.x 
■  ,  m  étant  un  non^bre  eptier  po^ . 

yi — *• 

sitif;  la  formule  (-<^),  en  y  iaisàntassi,  t= — i ,  n=2,      * 

/?=3  — I,:  dobtie    "•'  '  . 


(*)  Voyet  le  Traita'  in-4®>  ••  M,  {iagc.4u 


I 

L 


3^  traitA  iUftsuLTAmM 

et  mettant  m  aiu  lieu  de  m.r^.i,  il  vient 


'-'Vi— «*      m  —  irn^-'d*' 

Si  l'on  donne  successivement  à  m  différentes  valeurs , 
en  commengaht  par  les  nombres  impairs  ^  on  aura 


f. 


etc. 

On  tirera  de  là?  / 

xdx 


y  1 — x^  +  ^^'w^'  j 


V/i— or*  \7        5.7         3.5.7         1.3.6.7/ 

etc.  \ 

la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente* 

Passant  aux  valeurs  paires  de  //i ,  et  supposant  nv=^%^ 
m=i/^y  m-=z6y  etc.-,  on  trouve-  ^ 
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etc. 

Dans  ce  cas ,  toutes  les  intégrales  proposées  dépen- 
dront de 

àx 


A 


=  arc  ($in = jp)  -f-  const,  (36)  , 


f-, 


et  en  représentant  par  A  l'arc  indiqué^  on  aura 

/— ■ =  A  -f-  const  y 
{/i—x^ 

x^âx  I    ^"y— : :   .   ï   ^   . 

7i===— -«1/  i— jp*  +'-A  +  con8L9 
y/x—x^         a    "^  a 

/x^dx  /i  K  ,  1.5  .  .  1.3.5  \,/ ,  1.3.5  ^  . 

etc. 

198.  Je  yaîs  chercher  maintenant  les  formules  qt^i 
répctfjdent  aux  cas  où  m  est  négatÎTC.  On  a  alors ,  par 
la  formule  (C)  (196), 

l/TIH?"  m  m  J    y/T-Z^^ 

et  en  écrivant  —  m, au  lieu  de  —ira— 1 ,  il , vient 

/*      ix         |/i— «'         /ra— 2  /»        djp     


On  ne  peni  pa«  supposer  m=?f,  puisque  eette  «Valeur 
rend  le  cténoQiînateurnul;  il  faut  donc  cTierclieriz/>riori 

l'intégrale  de  *•  ■■ =•.    On   la  trouvera  facilenienl 

d'après  ce  ^ui  a  été  dit  n®  192  ;  on  fera  i— :ir*=>E%  d'où 
il  résultera 

*=  \/i— »',      d«  =  — =, 

l/i— «• 

et  par  conséquent 

dx  — d« 

équation  dont  le  second  membre  a  pour  intégrale 
remettant  au  lieu  de  x  sa  valeur ,  on  aura 


Vi— l/i— xV 


multipliant  par  i+^/i— x%  les  deux  termes   delà 
fraction  coi];ipri6e  sous  le  signe  1^  on  obtiendra 

on  aura  donc  enfin 


fJ^—^C-^^'* 


consU 


Maintenant^    si     l'on    suppose    d'abord    us  =  3  ^ 
m  =  5,  etc.,    il  viendra 


i 
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r    ix __^  y/i— j?*     3  r_àx__ 

ela 

Faisant  ensuite  m^n^,    /»  =  4>''*  =  6,   etc.,   on 
trouvera 


/; 


.a 


d*  V^i— «'    ,       ,    ^ 


x\^i—x*  * 


J  x^\/7^^^  3a^  V  x^\/v^x'* 

r     àx         _       [/i—x^       4  /^      djT 

J  jç^y/Zz::p~       ^^       sy^i^rz^/ 

.    etc. 

De  ces  de^x  Biiites d'é^juations,  on  tirera,  comme  dans 
le  n®  précédent,  une  classe  de  formules  intégrées  par 
logarithmes,  et  une  autre  classe  qui  sera  algébrique. 

igg.  La  différentielle  ar"*"'da;(£Mf' +  ôjc")'',  se  rame- 
nant à  la  formej:'""^'"""*d4f(a+6ar"""'')''  (192),  est  suscep- 
tible des  mêmes  réductions  que  celle-ci.  J'en  donnerai 

pour  exemple  l'expression  —  -  qui  se  présente 

y2cx  —  *• 

dans  la  Mécanique.  On  a  d'aj^ord 


Â 


x^dx  ^    .  - 1 


la  formule  {A)  (194)9  en  y  faisant 
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donne 

et  si  l'on  obsenre  que 

^pnis  qu'on  fasse  rentrer  les  puissances  fractionnaires 
de  X  sous  les  parenthèses ,  qu'on  changera  ensuite  en 
radicaux ,  on  aura  la  formule 

xfiàx 


I 


»d* 


l/àcar — «» 


aoo.  Les  trois  exemples  précédons  se  rapportent  aux 
formules  (^)  et  (C)  >  on  tire  des  résultats  non  moins 
utiles  de  la  formule  (2>)  (ig6)|  puisqu'elle  sert  à 
intégrer  la  différentielle 

qui  a  été  mbe  de  côté  dans  les  fractions  rationnelles 
(i8o);  car  si  l'on  fait 


m 


xz=Zf     a^=^fi*f     6=i|     m=i,     n=2,    p^=- 
la  formule  (D)  détient 

/d«(/8» +  «•)—  = 


(aw*  —  a)/8» 


d'où  il  résulte 


/: 
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.       2w>—  3    f*        àz 

La  réduction  indiquée  dans  cette  formule  s'arrête  a 
- ,  car  si  l'on  faisait  m  =  i  ^  le  diviseur  2171  -*-  2 


devenant  nul  >  lé  second  membre  serait  infini.  Il  est 
aisé  de  voir  que  cette  circonstance  est  du  même  genre 
que  celle  du  n°  168^  puisque  si  l'on  pouvait  passer  de 
i7&=i^am=o,  on  tomberait  sur  l'intégrale /clz ^=  s , 

est  nécessairement  transcendante  (i8q). 

% 

De  Vintégration  par  les  séries. 

201.  •  L'intégrale  fXàx  s'obtient  facilement  lors- 
qu'on a  déreloppé  la  fonction  X  en 'série,  parce  qu'on 
n'a  plus  à  intégrer  que  des  monômes  ,  auxquels  s'ap- 
plique immédiatement  la  règle  dii  n®  167.  En  e£Fet ,  soit 

X^Jx^  +^P*«+»  +  Cy»+»«  4-  Z>*"+^*  4-  etc.  ; . 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  ix  j  et  qu'on  intègre  séparément.cbaque  terme  du 
second,  on  trouvera 

Lorsqu'on  rencontrera  dans  le  développement  de  X 
un  terme  de  la  forme  — ^il  en  résultera  dai;i^s l'intégrale, 

X  • 

le  terme  ji\x  (168). 

202.  La  fonction  la  plus  simple  qu'on  puisse  réduire 
Cale,  intégr.  IQ 


20D  TBAlvi  àLhSXtUTAIXE 

«n  séri^,  est  — p — ,  ayant  poar  ^vel^ppemeol 


h 


-  —  --  +  -jr— ,--j  +  etc. , 
a       a*        cr        €à 

a  +  jc       a       %<i^       3a*       4^* 

/^  Ax 
mais  on  sait  d'ailleurs  que  /  — —  =l(a+»)  +00/»/.: 

on  aura  donc 

Pour  trouver  ce  qu'exprime  la  constante  >  il  n'y  a  qu'à 
faire  *=o;  il  vient,  dans  cejtte  suppo$Ition,^lâ|=a>ii5^.y 
€t  par  conséquent 

'^  /        jr\      X       Jf*         s?        x^ 

rè»ul^*  qonforJîx^  à.  ceilui  du.  n**  î?9^ 

Soit  lu  diffêrentî^Ue  -7-771)  quî^ pouvant  se. mettre 

djf 

sous  la  forme j,  appartient  1^  l'a^q  dpïjt,  1^  tan^ 

a* 
çente  =  ~  (36)  :  en  réduisant   ^      ^  en  série,  on  ob- 
tiendra 

et  Vintégratkm  donpera  ensuite 


^        3^         3^         ai^' 

-  —  5— ô  +  p— k  —  — -  +  etc.  +  const, 
a       ocr    •   5a^       -ja^       . 

Si  Ton  veut  tïrer  de  cette  équation  la  yaleur  du  plus 

petit  de«  arcs  doqntla  tangente  est  -,  U  faudra  suppri- 

mer  la  constantct  arbitcaîre,  puisque  Parc  cherclié  est 
nul  9  lorsque  x  ^zo,  et  Ton  aura 

/  X\  X  «^      ,     iC^  J|p7      , 

.rc(^tang=^-j=;=--^  +  g^,-^,  +  etc., 

résultat  ^mformf  à  celui  du  r®  38^ 

jc'^dir 
En  opérant  de  même  sur  ■  ^  ^    - ,  on  trouve 

a»-+-«»  ~  (pi  H-  Oa»       (w  +  /4  +  ï)à" 

2o3.  Le  but  de  l'intégration  par  les  sériefl-  ^^^  de 
se  procurer  des  valeurs  approchées  des  int^ra)^^'  qi^on 
ne  peut  obtenir  rigoureusement,  il  estimportantd'àvoîir 
plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  intégrale^  afin 
de  choisir  celle  que  rend  çonvergenla  la  valeur  par- 
ticulière qu'on  se  propose  de  donner  à  x.  Les  séries 
qui  procèdent   suivant  ks   puissance»  positives  d^  x 
dont  les  exposans  vont  ^«i  croissant ,  ou  les  séries  as- 
cendantes^^ne  QQwrevf^n%  en  géuécal^  que  d&nsle  cas  o& 
la  variable  x  demeure  Irèa  petite;  tandis  que  celfes 
qui  procèdent  par  des  puissanoes  négatives  de  x,  ou 
les  ^êri^  (jiesçenflwhtfiSj  eooffevgent  d*autia»l  plus  que 
cette  yf^Viï^e  est  pins  grande. 

ï9- 


*      r 
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Pour  parrenir  à  une  série  de  cette  espèce ,  dans 
l'exemple  ci-dessus ,  il  faudr^t  chan^r  l'ordre  des 
termes  du  binôme  a"  +  ^"  >  ou  -mettre  -.x  à  la  place 

*de  a  dans  le  déyeloppement  de  —pr-- j  on  aurait 
»  là",   a*"       a^* 


-^.^n         Z^'^Z^        7IS  +  ^'^•> 


»"-+-a»        «•       «'»       gr*       x^' 

et ,  après    avoir    multiplié  par    :f^àx  et   intégré,  il 
Tiendrait 

s^àx  '  I 


/ 


«— m— 1 


«"+a*  (re— /»  —  i)x 

a»  a'* 


ï— m— I 


-f-etc.  +  const. 
Cette  série  serait  Illusoire ,  si  quelqu'un  de  ses  dé- 
nominateurs/compris  dans  la  forme  in — "Tit-^r,  s'éva- 
nouissait, ce  qui  arriverait  si  m+i  était  un  multiple 
de  n\  dans  ce  cas,  la  différentielle  développée con tien- 

drait  un  terme  de  la  forme  aC'"0«  —  ,  dont  l'intégrale 

terait  â^'^'^k.  , 

Si  l'on  fait,  dans  le  résultat  ci-dessus,  7»:=o,  n=:2 
et  a  =  i ,  il  devient 

/dx  I    .     I  ï     ,     *       , 

àkX 
mais  quoique  l'expression  —r-\  soit  la  différentielle 

de  l'arc  dont  la  tangente  est  x^  il  n'en  faut  pas  condure 
que  la  série  précédente  soit  le  développement  èe  cet 
arc ,  puisqu'elle  donne  l'infini  lorsque  4^  =  0.  La 
considération  de  la  constante  arbitraire  lèvera  cette 
difficulté;  si  Pon  fait  attention  que  pour  connaître   la 
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waie  valeur  d'une  série ^  il  faut  toujours  partir  du  cas. 
où  elle  est  eoUTergente.  Or  la  série 

l'est  d'autant  plus,  que  x.  est  plus  grand,  et  elle  s'éva-^ 
nouît  lorsque  x.  est  infini  :  à  cette  limite ,  l'équation 

III 

arc  (taug  =  ar)  :?=  —  -, + 3J3—  5;^  +  etc.  +  comt. , 

se  change  en  arc  de  i^  =  '-z^conat,^  et  substituant  cette  - 
valeur  de  la  constante ,  on  obtient 

arc(lang=  ,)  =^  _  i  +  ^  _  gi^  +  etc. 

On  pourrait  intégrer  aussi   la  fonction  rationnelle- 

—^(172),  en  développant  en.  série.  Pèxpression  rp.y 

mais  ce  moyen  ne  conduirait  qu'à  des  résultats  fort 
compliqués  et  rarement  convergen s;  d'ailleurs  ces  cal- 
culs sontàpeu  près  inutiles^  puisqu'on  sait  ramener  cette  - 
différentielle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cercles,  dont 
on  obtient  les  valeurs  par  les  tables  trigonométriques. 

l 
5.04.  La  formule  fx^^^Ax{a  -f-  ô«")*    est    facile    à 

intégrer  par  le  développement  de- la, quanti  té  {a+bx^^  - 
en  série ,  et  il  vient  pour  résultat 

t  fn       qa  nh'^n 


agi  vAAiTi  IkLhasatAiMM 

,  S\  Ton  youlait  lAtenir  une  sérié  defoendaiité  peir  mpn 
port  à  X;  il  faudrait  donner  à  la  diffiêreatielte  proposée 


la   forme  a?      '      d*  (è +-««~")S  et  après  avoir  dé- 


I»» 


veloppé  (b  +  o«-»)^  multiplié  le  résultat  par  *"*"*^  »  ""dar 
et  intégré,  on  aurais 


m4- 


[mq  +  np 


qè  niq^{p^-^)n 

Tant  que  les  quantités  a  et  6  seront  positives  toutes, 
deux,  ou  que  q  sera  un  nombre  impair,  on  pourra 
se  servir  indifféremment  de  cette  série  ou  de  la  pré-r. 
cédente  ;  mais  lorsque  q  sera  pair,  la  première  formule 

deviendra  imaginaire  par  le  facteur  â^,  si  a^  est  néga- 
tif, et  la^m^e  chose  î^rrivera  à  la  seconde,  si  ^ 
est  négatif. 

aoSu  Soit     ■■      •    "■  j  expression  qui  est  la  différen-, 

tielle  de  l'arc  dont  le  sinus  =  x  (36)  ^  on  aura 

et  de  là 

/da?  I  àr^  4-1.3  a?5  ,  1.3.5*'   ,     *       ..       . 

l/i^ar»  2  3      2.4  5      21.4.0  7 

En  supprimant  la  constante  y  la  série  s'anéantira,  lors^ 


I  ♦ 


4{«e  s=o;  elle  donnera  par  conséquent  h  yalenr  du 
plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  =  x  >  comme  dans  le  • 
n°  38. 

Voici  encore  quelques  résultats  faciles  a  obtenir ,. 
d'après  ce  qui  précède  >  mais  qu'il  est  bon  de  connaitre. 

;    faisant    ^x  ^=^Uj. 


!"• 


V/jP— JWF  \/x.  |/t 


•a  a    ';^^—  )  mais  par  Ifii  série  précédente  >  il  vient 

/'   sdz^  /    .  iw^  ,    1.3  u^  ,   1.3. 5^7  .     .    \  . 


done 


/dx  /    .  I*  ,    1.3»*  ,   i.S.Sjt'   ,         \    y- 

y    - -     r  *    /  it\* 


or 


\        au/  2 


1*1  jp*      1. 1.3  a^ 


2a     si.44^^     2.4»68a^ 


R— ^ —  etci 


donc 


a  1 

. ^-        /2    1        l     2JP*  I.I     2«* 

fdxyiUix — j:»=(-ar* = r-7 — r-t 

•^      "^  \3  25.20      2.47«4a* 


9 


1.1.3    24r* 


ou 


/dafV^aajf— «*=(  s =-- 7  — 7— 

"^  \3      2  5.î*a       2.45V40» 

1.1.3     **  \        y , 


3*.  /  — donne .  après  la  réduction  dey  i+  x* 


en  série 9  et  l'intégration, 


/, 


àx                  13^  .  1.3*^      i.3.5jf'    .     ^ 
=*— --tH f-p- 7*2  —  +  etc. 


\  ,  -4-  const, 

àx  ,  I  1.3  1.3.5 


.      r     àx      _ 

'  '  J  V^i*^7""  *     a. a**     2.4*4^^      a.4«6«6j? 

—  etc.  +  const. 

Cette  série ,  qui  renferme  la  transcendante  \x ,  est  d'au- 
tant  plus  couTergente  que  x  est  plus  grande  ;  on  peut  en 
obtenir  une  autre  entièrement  algébrique^  et  d'autant 
plus  convergente  que  x  diffère  moins  de  l'unité.  PQur 
cela  9  il  faut  faire  x^n-j-Uf  ce  qui  donne 

développant  ('"!"■")    >  multipliant  chaque  terme  par 
u  *àu,  et  intégtant^  on  trouve 


/; 


\U 


V^aw-l-tt' 


1  /     ï      1  aw*    ,  1.3  2u*      1.3.5  2M*  ,        \  , 

— =(  2m" 5 7^~7 7-5  — 5+ etc.  y  +  comt. 

i/^V  23.2     2.45.4      2.4.67.0'        / 

(i.u    ,   I.3.W"        i.3.5.z^^    .     ^   \./ —    , 
I ô 7-^7 7-2E — 5+ etc.  WT.U+constr^ 
2.3.2     2.4*5.4     2.4.0.7.8  / 

et  puisque  ^  =  0;— 1  ;  les  termes  de  cette  série  sont 
d'autant  plus  petits  que  X'^i  est  peu  cons^idérable. 

ao6.  L'utilité  de  la  réduction  des  différentielles  en 
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série ,  étant  seulement  de  les  transformer  clans  nne  suite 
de  termes  dont  chacun  soit  intégrable  en  particulier, 
il  n'est  pas  toujours  nécessaire  que  les  termes,  de  ces. 
séries  soient  des  monômes. 
Si  l'on  a^  par  exemple, 

et  que  e  soit  une  quantité  fort  petite ,  le  déreloppemeot 

de    yi —  e*x*  donne  une  série  très  convergente,  parce 
que  dans  la  différentielle  proposée  x*  est  toujours  -^  i , 

à  cause  du  radical  yi — jt*;  on  trouve 

i/I^*^*=i «V—  i^«*ar*—  ilil^eV— etc. , 

2  2.4  2.4*^ 

et  il  Tient  à  intégrer  la  suite 

/àx      /       I    .  .      i.i  .  ,      1. 1.3  g  g       ^  \ 
y/i ar*\        ^  ^'4  2.4.6  /' 

traitée  au  n"  197*  En  substituant  au  lieu  de 

les  expressions  données  dans  le  n*^  cité,  il  en  résultera 


/ 


d«l/i  —  é^x^  . 
/ =  ^ 


4-  etç • , •  •  +  const. 


9^8  TTLAiri  iLàmafTÂix* 

On  traitennt  d'uD^  manière  atiatogne  ladiifêiientiellc 
ix dJi?  t 

en  réduisant  en  série  la  quantité 

I 


=  (a-4-«)  * 


et  quant  à  la  difiérentielle 

ix 

V/(2CX  — «")(/>  — «) 

qui  se  rencontre  dans  la  Mécanique ,  le  déyeloppe- 
ment  de 

ramènerait  à  l'intégration  de 

x^âx 


/i 


y^cx — jp* 

j06  Vintégration  des  fonctions  logaritfiMiqum 

et  exponentielles. 

207.  Soit  d'abord  la  dififérentielle  Pda;(lar)",  P 
étant  une  fonction  algébrique  die  or;  l'intégration  par 
parties  fournit  le  moyen  de  la  simplifier  en  diminuant 
l'exposant  de  Is. 

En  elTet;  si  dans  l'expression  généraIe/z"l'd«>on  ^eut 
intégrer  lefactetir  Pàx^  et  qu'on  pose  en  cônséqileiice 

Pàx  =  df>,     w  =  a»     et     diS  =  s^Ax , 

ia  formule  /«dvt=ai^  ^  fi^u  (igS)  donnera 

/a*Pdjr  =  ««v  —  nfi^'^Wdx    (i) , 


rémltftt  où  k  différentîfttion  a  dtmifttté  dhme  ufaité 
Pexposant  de   «,  si  toutefois  cet  exposant  «$t  positif. 

Le  contraire  aura  lieu  s'il  est  négatif  ;  alors  il  faudra 
changer  la  manière* d'opérer,  et  faire  tomber  Vintégra- 
tion  sur  le  facteur  «",  ce  <î«i  sfe  peut  en  observant  (jufr 

l'équation 

, ,     ,  ,         dz  r  Pàx 

d«  =  2  dx  donnant  d«  =  -7 ,  ou  a     /   — =-  = 

z  J      ^ 

/p  d» p_ I r_L- j£  /^v 

ao8.  Pour  la  différentielle  x^âx{\xyy  on  pose 

3t*d«  =  dp ,    d'où     i>  =  ^ — -— , 

m+i 

et  Téquation  (i)  conduit  à 

fx-*dx{\xy = î!!:!2^^  — ^  /ic^dicCk)»-». 

^  dans  cette  dernière  on  change  succe^sÎTement  n 
en  n —  i ,  en  ?t  — 2,  etc.,  on  trouvera 

eu. 

En  peursuivant  ces  réductions,  on  ôtera  de  l'exposant 
n,  s'il  est  fractionnaire,  toutes  les  unités  qu'il  contient; 
'  et  l'on  peut  aussi  par  leur  secours  construire  la  foriBBule 
générale 

/  «»d«(l«)»  =  — — 
(yy ÎL_  (lr)»-4."^"~'2  (1*)»-" 


{' 


io0  TKklti  iLiMXHTAnS 

qui  se- terminera  tontes  les  fois  que  n  sera  un  nombrt 
entier  positif» 

{In  prenant  7»=  i.  elnzrza,  on  trouve 


,m4*i 


77l-f-.  I    i  /7l-^  I  J 

/x«da:Cla:)»=— ^/(Ix)* ^  lx  +  ,— if^l 

•^  ^    ^       jn+hV    ^       m+i      ^{m+iyi 

+  const. 

Lorsque  77»=— :*i ,  la  formule  ci-dessus  cesse  d'être 
applicable;  mais  en  faisant  \xz=zuj  on  a 


/ 


—  (IxV  zrzfu^àu  =  -:-- V-  const. 

=  — r —  (Ix)***"*  +  ^nsU  : 

7i-J-  I  ^ 


et  la  même  transformation  rendrait  algébrique  la  difr. 

dx  ' 

férentielle  —  {7 ,  dans  laquelle  iE7  désignerait  une  fonc- 
tion algébrique  de  Ix. 

Lorsque  n  est  négatif  ou  fractionnaire  j  la  série  sépro^ 
longe  à  l'infini;  en  faisant  7£=—r|;  par  exemple,  il' 
vient 

/a:"»dx^_ 


x""*-»  f     i       ,  I  .1.3 


'^"*"M(lx)'        :t{m+i){\xy        4(77t+0*(l^)* 

1-3.5         ,     .    1    , 
^  y  -f-  etc.  l  +  oonat. 

9{m+xy(\xy  j 

aog.  Pour  diminuer  l'exposant  de  Ix ,.  lorsqu'il  est 
négatif,  il  faut  employer  la  formule  (2)  du  n^  207^ 
avec  laquelle  on  trouve 


/ 
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et  répétant  cette  réduction ,  en  changeant  n  en  tz-— i  y 
en  n — 2^  etc.,  on  obtiendra 

r 

x'^dx a:"*^'  (/re+i)a:'"-*-' 

(/i— i)(/i— 2X^3)  (Ix)»^ 

(lyi+i)"'"*    /*x^dx 

{_n — i)(/i— 2).  .  ..i7      Ijî 

en  supposant  que  n  soit  un  nombre  entier. 
Quand  m=  —  i,  la  formule  précédente  conduit  à 

/'  do;    I . 

résultat  qui   devient  illusoire  lorsque  n  =  i  ;  mais  la 

.         dx        .    ,  , 

difTérentielle  — p  qui  répond  à  ce  cas,  s'intègre  îmmé- 

diatement,  en  faisant  Ix^rzu ,  puisqu'elle  se  transforme 

dtt* 
en   — ,  et  l'on  a  pour  son  intégrale  l(lx)  +  consL 
u 

— I ,  de  laquelle  dépend. . . . 

/jc^dx 
jT-r^i  quand  n  est  un  nombre' entier,  parait  devoir 

constituer  une  transcendante  à  part.  On  la  ramène  à 
une  forme  plus  simple,  en  faisant  a:'"'*"'=:«j  car  il 

_           ^ ,            dz        ,             \z 
▼lent  alors  x^dxz=. — — ,  lx  = ■— ,  et  par  con- 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  en  série  de 


cette  dernière)  qui  se  rapporte  aussi  aux  fonctions  ei-» 
ponentieDeSy  en.  posant  lss=  »  ,  ce.  qui  donne  ff=^*; 

dA  5=  e^QU  et  I  y-  5»  I  . 

211.  Je  Tais  m'occuper  matntei^ant  de  l'int^atîon 
des  fonctions  exponentielles  ;  je  ferai  d'abord  reamv^ 
quer  que  Péquation  i.a'  ssi  a^àxta  (^27)  donne 

i  û* 

a*dx  =  .—  d .  a*,     d'oii    fia^ix  =  -r—  +  co/^t 

la  la 

On  tire  aussi  de  là  do:  =    *     ;  par  ce  moyen ,  là  dif* 

férentielle  Fdx  deTesanl  — rr — ,  «e  chance  en  —7--  > 

à'ic»  °  uia 

lorsqu'on  fait  a^  =  z^^  et  est  algébriqae  par  rapport  à  u 
lorsque  P^  est  une  fonction  aTjgébrique  de  a*.  On  trouve 

.     .               a*dr                   Au 
ainsi  que  — r==r  = . =-. 

212.  Passions  à  la  formula  fa^x''Ax,ie  laquelle  dé* 
-penàfPa^dXy  lorsque  P  est  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  x,  L*équation  (i)du  n^  207  donna 

•*  la  )a-'  * 

et  en  continuant  cette  réduction  de  n — i  hn — 2,  etc., 
on  parvient,  lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif,  à 

lai  la  "^    iQay 

(jaY  (la)»         J  ^ 

21 3.  Si  l'exposant  n  est  négatif,  Tapplication  de  la 
formule  (2)  du  n®  207,  conduit  à 


i 


/a^djc'  a*  la       /'a'dx- 

et  quand  l'exposant  n  est;  çntier,  oja  obtient 

/a'dx  a*  a*Ia 


a*  (la)»  a^(la)' 


(/» — 0(^j-i-2)(/i — 3)x"~^'  (/J-^l)(?i-^5l) , . .  1  « 

(la)"-* r  a^dj? 

(tï — 1)(» — 2).  .  .1  Jf 


X 


On   ne    saurait  pousser   la  réduction  au  -  delà  de 

/a*dx 
—  ;  car  r^uatioa 


X 


/a*àx g*'  la       ra^àx 

ne  donne  rîen  ^  lorsque  72  =  1. 

On  retombe  endore  dîans  cet  exemple  sur  la  trans- 

/a*dx 
— r— ,  dont  fai  déjà  p^rlç  n"  210  ;  et*si  l'on 
X  ^ 

pouyait  obtenir  son  expression  ,  on  aurait  en  vithfi^ 

temps  l'intégrale  /a*x"dx,  pour  tous  les  cas  oii/i  est 

un  nombre   entier. 

Lorsque  n  est  un  non^bjre  fractionnai^ q  y  Ie$  dçux 

développemens  dont  on  \ient  de  faire  u^age  ne  se  ter* 

minent  point.  Si   l'on  avait  ^  par  exempte,  7^=  — |, 

le  premier:  donneiiait  la  série 

/a*^x  _     ^    fi    I       ' 1 . 3 
l/x       la  V/il  '        î^«rla  "*"  4:p*(Ia)"» 
^   1.3.5    ,     ,    1    . 

"^§;?(i^+^^4"'"^'''^' 

et  en  faisant  7»  =  ^  dans  le  seeond ,  on  aurait 
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" ô""F T  etc.  >  +  const. 

1.3.5.7  J    ' 

2i4«  En  remplaçant  a'  par  son  déreloppenient  (37). 
dans  la  fonction  fPa^dx,  on  obtiendra 

fPa'dx  =fPàx  +  ^-^fPxiXx  +  ^fPx^Ax 

«  1.2 

i.a.3  1.2.3.4 

ce  qui  fournira  un  nouveau  déyeloppement  AefPa'àX) 
toutes  les  fois  qu'on  pourra  obtenir  les  fonctions 

fPdx  y    fPxdx , . .  •  ,jPx^àx ,  etc. 

Si  P  =  x",  il  viendra 

fa^x'^àx  =  — ; f-  -- — ■ — -  H '    "^    ;, 

^  *~ — 5"7 Tv^  +  etc.  +  C0/i5^. , 

I.2.3(ra  +  4) 


^«+i 


où  il  faudra  mettre  Lr  au  lieu  de ; ,  lorsque  n  sera 

n  +  i        ■  ^ 

un  entier  négatif  égal  à  —  i. 

L'application    de  ce  moyen  à  l'intégrale    /  > 

donne  le  développement 


/ 


3 


a^dx       ,      ,  x\a    .   x'{la)*   .     x^(la) 
:v  1.2         1.2.2         1.2.3.3 


+  o     /     r  +  etc.  +  COTlBt»* 

1.2.3.4.4 

que  la  supposition  de  a*  =  « ,  d'oi  il  résulte  J^^  =  C 
et  \x  =  lU  — ^  lia  ;  transforme  en 
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J     \z  ^1^2    1.2^31.2.3 

I      (IzY 
+  7 r— 7  +  etc.  +  const, 

4  ^•2.3.4 

21 5.  Il  y  a  encore  un  autre  moyen  d'intégrer  une 

fonction  exponentielle,  telle  par  exemple  que  ^  ; 

c'est  de  chercher  à  la  rapporter  à  la  différentielle  de  la 
fonction  «*P,  qui  est  c*(Pd«;  +  dP)  ,  et  dans  laquelle 
P  représente  une  fonction  algébrique  de  x.  C'est  prin-  , 
cipalement  la  sagacité  et  rhsJ>itude  du  calcul  qui  peuvent 
guider  dans  ce  procédé.  L'exemple  proposé  étant  fort 
simple ,  il  suffît  de  faire  1 4-  ^=  «  :  on  a  alors 

(t+*)»~~  «'  el      \«  B'Ji' 

dz 
et  avec  un  pen  d  attention ,  on  voit  bien  que  —  — 

» 

étant  la  différentielle  de  -,  il  faut  prendre  P  =  - , d'oà 

z  z 

il  résulte  l'intégrale  —  + const  Remettant  au  lieu  de  s  . 

r^xAx           <* 
sa  yaieur,  on  trouve  /  7 — \ — rr  ===  — : }-  const. 

De  Pintégratiùn  des  Jonctions  circulaires. 

216.  Au  moyen  de  l'équation  (1)  du  n^  207 ,  et  en 
observant  que 

d.  arc  (sin  =  *)  =  —-==    (36), 

y/i^x' 

% 

on  trqijiyera^que 

Cale,  intègr.  20 


.«•4-1 


•  arc 
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yi"cU  arc  (8ifi=  *)  =2 

(sm=»)  —  — I —  I     ■ ,=. 

— 7=r=r  a  été  traitée  dans  les  n*"  ion  et  108. 
»/i  — or*  ^'         ^ 

Cet  exemple  suffît  pour  montrer  que  fP%Ax,  z  dé- 
signant un  arc  de  cercle  et  x  l'une  quelconque  deâ 
lignes  trigonométriques  correspondantes  à  cet  arc , 
pourra  être  ramenée  à  l'intégrale  d'une  différentielle 
algébrique,  toutes  les  fois  que/Pd^$era  une  fonction 
^  algébrique  de  cette  variable ,  puisque  les  différentielles 
de  l'arc  sont  aussi  de  pareilles  fonctions  (36). 

£n  supposant  toujours  que  x  soit  le  sinus  de  l'arc  z , 
on  obtient  par  l'équation  (1)  , 

yi»d«  =  «2"  — *•  nf^"^  '—7== , 

VI — X* 

et  ainsi  de  suite  ^  d'où  l'on  conclut 

fzMx  =îr 

a»ar  +  Tia"""*  |/ 1—  jf*  —  /i(»  —  i)js»""»ar 

—  7ï(tt  —  I  )(;»  ^  a>«-^  V/ r^^  +  etc. , 
série  qui  s'arrête  lorsque  n  est  iin  nombre  entier  positif. 
Si  l'on  avait  Pdx  =  da,  l'intégrale //'«"dic  se  cban- 

gérait  en  /«"dz  ;=  — ■: f-  co/i^^.  ;  et  si  l'on  substituait 

■    ^  TJ  +  I 

à  £*  une  fonction  algébrique  quelconque  de  z,  l'intégrale 
considérée  par  rapport  h,  z  rentrerait  dans  quelqu'une 
des  formules  traitées  précédemment. 

217.  Les  fonctions  qu^on  rencontre  le  plus  souvent  ne 
contiennent  pas  l'arc ,  mais  èeulement  sa  différentielle, 
et  pour  les  intégrer  il  faut  se  rappeler  que^  par  les  ti?*  33 


•  \ 


d.sin  ;me=      ndzcosnz^  d^oii  fdzco8nz'=:     -   sin  m^i^consL 

n 

m  '  I 

d .  00s  7MS  =  —  Tiiz  sin  nZf  '       fAz  sih  ziis  = cos  zia  -|-  consû; 

n 

,                              nd«                  /*      d«  1  ^ 

d.taDe7is=       7 î-  ,  /  7 rr:!^     -tancnzA-consL 

^  (C0S»«)*  J     (COS7»2)*  n         ° 


d .  séc  nz  = 


ndjs 
TidissinTifl  ràzsinnz  i 


,       .  »dis  r      àz  I      ^         , 

d .  cot  »a  = —  7-: r-  5  /  r-: —  =: cot  uz  -f-const, 

»  (sin  w«)*  J    (s m  nzy  n 


{cos  nzy  '        J    (cos  nzy  n 

i 


n  cos  nz 
nAzcosnz  Paz  cos  nz 


-^const» 


-        ,  nàzcosnz  Paz  cos  nz  i       , 

d.cosec/ïa=— ■•7-: ^,  /  7-. ^Nri= cosecnz+const, 

(sin  7i«)  y    (sin  nzy  n 


I 

n  sm  7^2 


218.  De  ces  intégrations  résulte  d*abord  celle  de 
toutes  les  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus  et 
de  cosinus  y  parce  que,  au  moyen  des  expressions  de 

sinacos^,     cosasin^,     sinasinê^     cosacos6> 
rapportées  dans  le  tableau  des  formules  trigonomé- 
triques  {Trig*  29) ,  on  peut  les  changer  en  simples  sinus 
îet  cosinus. 

Soit  pour  exemple 

d*  sin  {mx-^  n)  cos  (/>*  +  ç)  \ 
si  Pon  fait  d'abord. 

on  trouve 

sin  {rnx  +  n)  cos(j)X  +  q)  :;=£ 

i  8in[(OT  +/>>+/*  +  g]+  5  sin[(i»— />)«+  /i — <?]  ; 

et  posant 
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d'où 

Ox  = : ,       d*  = 


9  «*  —  I 

p  m  — jP 

ob  n'aiita  plus  à  intégrer  que  la  différentielle 

^-7 --rrr  d«  sîn  z  +   ,'  ;  d«'  sin  / , 

^(m  +  p)  a(iw  —  p) 

qui  donnera 


cos  z  '^-    -  L  co8«  +  const 


Etal  remettant  pour  z  etz'  leurs  valeurs,  il  viendra 

Xiùs[{m+p)x+n+q]      cos[{m'-p)x+n^q]      ^^^^ 
2(ot4"/>)  îa(/ii-^p) 

Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  pour  Icfs  sinus  et  cosinus 
élevés  à  des  {puissances  entières  et  positives ,  parce  que 
lés  formules  trigonométriques  citées  convertissent  ces 
puissances  en  sinus  et  cosilaus  d'arcs  multiples. 

Cest  ainsi  que  la  formiule 

sin  a*  =  i  —  5  cos  2a , 
changeant 

[sin  (mx  +  n)]*     en     i  —  ^  cos  2(mx  +  n)\, 
conduit  à  l'intégration  de 

d4p[sin  (mx  +  n)]*; 

car  si  l'qn  fait 

dz 
2(??MP+«)  =«,    d'où     d»= — », 

on  obtiendra  là  diàërentielle 

-i(J-^icos«), 

dont  l'intégrale 


d 
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219.  On  s'élèverait  aisément  des  expressions  de  sin  a* 
et  de  cosa%  à  celles  de  sin  ci?  et  de  cos  a^,  et  ainsi  de 
proche  en  proche  ;  niais  celles  du  n^.  187  condaîsent  à 
des  formules  qui  comprennent  tous  ces  cas  particuliers. 

En  effet ^  on. a  d'^bordy  par  cet  article , 

cosa»=^ — — ,  ou  2"cosi5"=:(e*K-*  +  ^«^-')"; 

et  si  Ton  développe  le  second  membre  de  cette  équa-        1^ 
tion  y  en  considérant  l'exposant  n  comme  un  nombre 
entier  y  il  viendra 

2"  COSiS"  = 

e»-»^-+  ^^c.-»></— 4,^C^"-0  ^C«-4).l/^ 

1  1,2 

1.2.3  I  '  ^ 

mais  lorsqu'on  change  2;  en  mz^  l'équation 

«-*^""  *  =:  cos  fs  i:  j/ —  i^in  z  , 
donnant 

•  »  •   ■      ■     ■ 

6=^**^- >  =:  cos  i»z  ±1 V^— iîi  sin  JWA , 

fournit  le  moyen  d'exprimer  en  sinus  et  cosinus  tou$ 
les  termes  du  développement  ci-dessus  ^  qui  peut  ensuite 
s'écrire  ainsi  : 

cos  n«  +  -  cos  [n — %)z  +  -^ •'  cosf»— 4Jz 

I        V  \^%         >   -   ^i 

n(n^i){n — 2)      ,       ^.  .n  .         .     , 

-f-  "        — TT —  cos(n— oja . . . + -  cos  —  (n^— 2)«  +  cos  —  nz 

1  •  2  •  O  'A 

|/ —  1 1  Bin  ii5f  +  -  sin(»— 2)z  +  -^ ^  sin(7i — ^4)* 


n(7ï — 1)(/* — 2)  . 

-5 sm 

1.2.3 


(71—6)2 . . .  +  -%var-^{n — 2)z  +  sin— /lis  \  , 
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et  dans  lequel  les  termes  affectés  de  V^—  i  se  dé-f 
truisent  comme  on  va  le  yoir. 

I  ^  Sin  est  impaire,  le  nombre  de  ces  termes  est  pair, 
et  tous  ceux  qui  sont  à  égale  distance  des  extrêmes  ont 
le  même  oôeffîciônt  y  mois  ils  sont  de  signes  contraires, 
parce  que 

sin — mz  =  — sin77t2  ÇTrig.  a6), 

quelle  quesoit  m  ;  la  première  moîtiéest  donc  détruite  par 
la  seconde,  et  il  ne  reste  que  la  partie  réelle  du  déve- 
loppement. Si  l'on  éprouvait  quelque  difficulté  à  con- 
cevoir ce  qui  précède ,  il  suffirait  pour  la  lever ,  de 
faire  Iç  calcul  en  assignant  à  n  une  valeur  particulière! 
comme  3  ou  5, 

Dans  cette  opération ,  on  verra  sans  peine  que  la 
partie  réelle  qui  forme  la  valeur  de  2"  cos  «",  lors- 
que le  nombre  n  est  impair,  peut  être  réduite  à  la 
moitié  de  ses  termes ,  en  observant  que 

cos  —  mz  =: cos mz  {Trig,  26) , 

d'oii  il  suit  que  les  termes  placés  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux;  on  peut  donc  se  borner  aux  termes 
qui  composent  la  première  moitié  de  la  formule, 
pourvu  qu'on  les  double.  De  cette  manière ,  on  trouve 

2"  cos  1^  = 
2C0s/)2  -| cosyn — 2)js-|- ^  cos(n — 6^z  +  etc. , 

pu ,  en  divisant  les  deux  membres  par  2, 


2"**'  cos»"  = 


cos  7î«  +  -  coaÇn-^^jz  + cos(7»< — 4)^  H"  ®*^*  > 


1.2 


en  s'atrétant  au  dernier  arc  positif,  qui  est 


J 
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2®.  Quand  Pexposant/»  est  pair,  chaque  partie  du  dé- 
veloppement a  un  nombre  impair  de  termes  ;  mais  dans 
la  partie  imaginaire,  celui  du  milieu  étant 

n(lfc l)(7l-n2).  .  ,.{n f-  1 V 

—  'M * sin(n  —  n)»j 

5         n 

1   »  2  m  O  »    •    •    •'— 

s'éyanouit  :  cette  partie  est  donc  encore  nulle. 

Quant  au  terme  du  milieu  de  la  partie  réelle  >  comme 
il  est  affecté  de 

cos  (;»  —  n)2  =  cos  o  =  I  , 

il  se  réduit  à  son  coefficient,  le  même  que  ci-dessus;  et 
à  cause  qu'il  est  unique  dans  ]a  formule,  il  faut  en 
prendre  la  moitié ,  si  l'on  veut  le  soumettre  au  facteur 
commun  2  ,  supprimé  dans  le  cas  précédent  >  en  sorte 
qu'on  peut  encoï^e  se  servir  de  la  même  formule  que 
dans  ce  cas^  pouTu  qu'on  ait  soin  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficient  du  cosinus  de  Parc  nul  qui  se  pré- 
sente alors. 

Arec  f5ette  attention ,  il  sera  facile  de  former  les  va- 
leurs de  la  table  ci-dessous  : 

COSZ  =:COS2, 

2  cos  a*  ==  cos  2a  -f-  I , 

4  cos  i^  =  cos  3«  +  3  cos  * , 

8  cos  z^  =  cos  4«  -f-  4  c^s  2«  -f-  3 , 
16  cos  2^  =  cos  5z'\^5  cos  32  +  I  o  cos  Z  y 
32  cos  z^  =  cos6z  -^  6 cos  4«  ~h  i5 cos  22  -|-  *©> 
64  cos  2^  =  cos  72+7  ços  5z  +  21  cos  3a  -^  35 cos  s, 
etc. 

220.  L'expression  du  sinus  (187)  donne  l'équation 
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sm  Z^  =  i: ^  . 

et  par  conséquent 

2»(  i/^)»  sin  «»  =  (<*^~—  e-*>^~)«  =r 

I  1.2 

1.2.3  •  ,  H-  j| 

oii  les  termes  du  dernier  membre  sont  alternatîyement 
positifs  et  négatifs.  Ijorsqu'on  remplace  les  exponen- 
tielles par  leurs  valeurs  en  sinus  et  cosinus  (n®  précéd.)| 
il  yient 

2«(V/^)"sin««  = 
çps  nz~ —  cos  (/»— 2)2  4" '' cos(«— 4)* 

; i ~— — cos(»— p)if. . .  .it-cos— {/>— 2)«:+:cos — «« 

I  .  2 .  O  I 

+  K  -tI  )  sui  »I5 5in(»— 2;a-| • — *-  sm  \nr^^)z 

nin — i){n — 2)  .   ,       n\  ^n  •        /         v  •  ) 

T^^ -^ ^sin(A*— o)a. .  .2r-sin— (/»  — 2)aqpsm — nz>  , 

I    ■  2  a  d  X  J 

où  il  faut  encore  distinguer  deux  cas. 

1°.  Lorsque  n  est  impaire,  le  nombre  des  termes  de 
chaque  partie  du  déyeloppement  étant  pair,  et  ceux  de 
la  partie  réelle  ayant  j  quand  ils  sont  à  ^ale  distance 
des  ex<rémeS|  le  même  coefficient  avec  des  signes  con- 
tra ires,  se  détruisent,  puisque  cos  —  ma  =  cos  mx.  Cette 
partie  réelle  est  donc  nulle.  Il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  partie  imaginaire  *,  les  termes  placés^  à  ^ale  dis- 
tance des  extrêmes  s'ajoutent,  parce  que  ceux  de  la 
flernière  moitié  changent  de  signe  a  cause  de 
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Dahs  ce  cas ,  l'équation  ci-dessus  étant  ainsi  réduite  à 
son  premier  membre  et  à  la  partie  imaginaire  du  second, 

devient  divisible  par  \/ — i,  et  les  qnotiens 

2"(V^^)"""'sin«''  = 

».    -         ^     -  /ï(/i— i)  .  ,       ,^ 
sm  »a—  -  sm  (/»— 2)z  -f sm(y»— 4)^ 

1  1*2 


—  --^ ^^ — '  3in(7i— oj5î...it  -  smr—  (71^— aj^f  nr  sm— 712, 

1.2.3  V  /-  j  X  y     -r- 

soDt  tous  deux  réels  ^  puisque  ;  n  —  i  étant  un  nombre 
pair , 

selon  que  n — i  est  divisible  seulement  par  a  ou  par  4* 

Ici ,  comme  dans  le  numéro  précédent ,  les  termes 
placés  à  ^ale  distance  des  extrêmes ,  ayant  la  même 
valeur ,  on  peut  encore  se  borner  à  doubler  ceux  de  la 
première  moitié,  en  s'arrétant  au  dernier  des  arcs 
positifs. 

2?.  .Quand  n  est  paire,  les  termes  placés  à  ^ale  dis* 
tauce  des  extrêmes  ayant  le  même  signe,  c'est  la  partie 
imaginaire  qui  s'anéantit  ainsi  que  dans  le  n®  précédent; 
la  partie  réelle  subsiste  comme  dans  cet  article,  avec 
un  tejrme  du  milieu  :  observant  donc  alors  que. . . . 

(  V/ — i)"  =  qp  I ,  et  supprimant  un  facteur  2  dans 
chaque  membre,  on  peut  poser 

rp2"'"/sini*  = 

cos/15;—  -  cos(»— 2)5+  -^ cofl(/»— 4)«  —  etc.  y 

1  I  •  2 

pourvu  qu'on  ait  soin  de  s'arrêter  au  terme  où  l'arc 
est  nul ,  et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient. 
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Par  cette  formule,  et  en  ckangeant  tous  les  signes 
lorsque  celui  du  premier  mçmbre  est  -**-,  on  trouvera 
sans  peine  les  valeurs  contenueis  dans  la  table  suivante  ' 

sinis  z::       ànz, 

2  sîn  a;*  =i  -^  cos  2«  -f-  i , 

4  sin^î^  :^  —  sîn  3a  +  3  sin  js, 

8sinj5^=;;      cos42  —  4^^^^  +  ^, 
i6sin«^==      sin  5z  — 5  sin  3»  +  losîna, 
32  sin«^  =  — cos6z-j-6cos4sî  —  i5cos2z  +  lo, 
64  sin  «^  =  "-^  sin  7^?  +  7  sin  5a  —  21  sin  Sz  +  35  sin  ;f  ^ 

etc.  n. 

C^)  Dans  le«  formales  ci^essus  «  je  me  suis  boroé  à  considérer 
l'exposant  n  comme  entier,  ce  cas  étant  le  seul  nécessaire  poar  le 
pias  grand  nombre  des  applications:  on  était,  h  Tégard  des  antres, 
dans  une  erreur  que  IM.  Poisson  a  relevée  le  premier;  mais  il  res- 
tait encore  snr  ce  sujet  quelques  difficultés  à  éclaircii:.  (Ployez 
le  III«  vol.  du  Traité  in-4^,  pag.  6o5  et  616  ,  ppis  le  BMetin  des 
sciences  mathématiques,  physiques  et  chimiques,  publie  par 
M.  de  Féiussac,  t.  IV,  p.  a  16,  338,  Pextrait  d'un  Mémoire  de 
M.  Poînsot  ;  p.  140 ,  344  }  des  Remarques  de  M.  Poisson  ;  t.  V,  p*  4» 
celles  de  M.  Pagani  \  p.  aSo,  celle  de  M.  Ohm  ;  enfin  les  u4nnales 
de  Mathématiques  f  publiées  par  M.  Gevgonne ,  t.  XVI ,  p.  354*) 

Comme  ce  n'est  que  par  rapport  à  leur  usage  d^^ns  l'intégration 
que  j'ai  placé  ici  ces  mêmes  formules,  je  n'ai  pas  cm  devoir  parleiv 
dans  le  texte ,  de  celles  qui  servent  à  exprimer ,  parles  puissances  di| 
sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple ,  le  sinus  et  le  cosinus  d^nn  arc 
mnltiple  quelconque;  néanmoins  ces  dernières  formules  étant 
remarquables  ,  je  vais  en  ipdiqner  ici  la  construction. 

On  a,' par  le  n'»  187, 

cos«a-f-V— I  sîn/i«  =  (cosa-f-v — isinz)*?, 
cos  m  —  V/ — I  sii(k  ^z  r=  (cos  z  —  v  —  i  sin*)*»; 
en  prenant  la  somnie  de  ces  équations,  on  en  conclut 

(cos  2  4-1/ — I  sin  «)» -f-fcos  2  —  1/ — i  sin  2)» 
cos  nz  ==  ^ ^1      ^ — J-  ; 

«t  si  l'on  Tetranchd  la  deuxième  de  la  première,  il  vient 
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221.  Maintenant ,    soit  à  intégrer  la  différentielle 
fd^cosz^'j  on  tirera  d'abord  des  formules  du  n**  219 , 

coss*==|cos.4«  +  ioos25î  +  |, 
et  l'on  aura 

fdz  cos^=  I  fdz  cos  4^  +jfdz  cos  2z  +  Ifdz 

=  :r-  sin  4is  -f-  -7  sin  22  +  -5-  +  con«^. 
02  4  ^ 

Cet  çxçmple  montre  assez  comment  il  faudrait  opérer 
sur  tous  ceux  qui  pourraient  s'offrir. 

222.  Les  foribules 


^    ■' 


(cos«-f-V^ — I  sin*)"  —  (co8«  —  V^ — isin»)». 
8111  nz  =  ■      ■  ■  '  , 

expressions  qui ,  quoique  affectives  dMmagiaaires ,  n'en  sont  pat 
moÎDS  réelles ,  parce  qne  ces  signes  disparaissent  tous  parle  déve- 
loppement des  puissances  indiquées.  En  effet ,  on  a 

(cos  z-f-  y/^^  sin  «)»  =  cos  «■  -f-  -  J/ — i  cos  *■-'  sin  z 

n{n — i) 


i.a 


cos  «■"•  sin  z*  —  etc. , 


(cos  z  — V^ — I  sin  z)»  =s  cos  z»  *—  -  \/— i  cos  z»-«  fin  z 

'^  *~  '^  cos  «■"•  sin  z«  -4-  etc. , 


1.2 


et  substituant  ces  séries  dans  les  ▼aleurs  ci-dessus,  on  arrive  à 

n(/i— i)  .     ' 

ces  B*  =  cosz»  -—     ■         COS  S»-*  sin  z» 

i.a 

-I-  -i i-i — --4- i  COS  z»"4  sin  z*  —  etc. , 

i.x.3.4 

»  .  n(n — 1)(«-— a)         m   1   •-   » 

sin  «z  =--  cosz»-»  sinz ^^ i^ ^  cos  z»-'  sinz» 

I  i.a.3 

ii(/i--i)(«— a)(/i — 3)(ii--4)  .  «.:--«      •!/. 

I. a. 3. 4*5 
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sin  is 


e*^ 


2V/— I 
COSZ  = !- (187), 

changeant  les  fonctiops  dç  sipus  et  4e  cosinus  en  expo* 
nentielles  ^  ramëne]\t  ^intégration  des  une^  à  celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  changer  la  différentielle  d^sin  z'cosz^ 
en  une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  :  il  suffît  de  faire  sinis  =  jp^  d'ob  il  résulte 

cos2=  |/i  — jf*  ,      dz  =— " — =  (36)  ; 

y  I—  X* 

et  Pon  obtient  ens^itç. 


a 


fdz  sin  z"»  ços«*  =  /if*"d»(i--ar') 
Cette  ^e^liière  expression  s'intègre  d'abord  quelle  que 

soit  m  y  lorsque  n  est  paire ,  puisque est  un  en- 

tier.  Quand  n  est  impaire^ revient  à  db  *  — ^,  i 

étant  un  entier^  et  l'emploi ,  soit  de  la  formule  [B)  (  1  gS]^, 
soit  de  la  formule  (D)  (196) ,  ramène  à 

qui  s*obtient  quand  m  est  un  entier  (197  >    x^B). 

Dans  tous^  les  autres  cas  ^  on  réduira  l'intégrale  pror 
posée  à  celle  de  la  différentielle  analogue  la.  plus  simple. 

Il  est  visible  qu'on  peut  transformer  de  la  même  ma- 
nière les  différentielles  contenant  les  autres  lignes  tri- 
gonométriques. 

223.  Avant  d'aller  plus  loin ,  il  est  à  propos  de  re- 
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marquer  que  si  Fun  des  exposans  m,n,  est  impair ,  l'in- 
tégrale fdxsinz^cosz'^  se  ramène  sm*-le- champ  aux 
fonctions  algébriques  entières^  en  observant  que 

fdz  sin  a'P"*"*  cos  z*  =  /d»  sin  z .  cos  2*  (sin  z*)p  , 
fdz  sin  zF  cos  fif'^*  =  fdz  cos  2 .  sin  2^  (cos  «*)' , 

que 

(sin iK')''  =  (i— cos  «*)P,  (cos2*)î  ==  (i— sin  «*)*, 

et  que 

dis  siniE  =  — d.cossy     d2;cos2  =  d.sin  2. 

Par  là  on  arrive  à    ' 

e!U  faisant  cos 2^=1^,  ou  sinfl;  =  ù;  et  ces  intégrales 
s'obtiennent  en  développant  les  puissances  entières  de 

224.  Les  formules  {A)^  (B),{C)ei(D)  des  n**»  194, 
195  9  196',  pourraient  être  facilement  transformées  par 
rapport  à  la  différentielle  dssin  «'"cos  s" (222)  ;  mais  on 
parvient  immédiatement  aux  mêmes  résultats,  en  décom- 
posant en  facteurs  cette  différentielle. 

Si  on  la  met  d'abord  sous  la  forme d^sinscos^s'.sin^"*'', 
le  premier  facteur  dis  sin is  cos 2"  pouvant^  à  cause  que 
d^  sin  is  =â=-^  d .  C0S2  y  s'intégrer  >  on  trouve 

fdz  sin  2"  C082"  =  fdz  sin  z  cos  2"  sin  a"*""*  == 
^  cosa»+'  sina-^'H-  -r-^/cU  cos  a»-^-*-sin  «"»-*  ; 


et  parce  que  co8a*'*'*=  cosa*.oqs«'=cosa*(i^-^-sin2*)  , 
on  obtient 

/cLkoos  «•■♦^sin  «*^  =  /cUoosz'sin*""*  — /d«  cos«"  sin«". 

Substituant  dans  la  première  équation ,  et  prenant  la 
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Taleur  de  fdzBinz^coss^y  il  en  résultera  (Jf) 

225.  On  peut  construire  de  même  la  formule  propre 
à  diminuer  l'exposant  de  cosz;  mais  elle  se  déduit  im- 
médiatement de  la  précédente ,  en  posant 

z=zii — jr,  d*oii  d«=— dj^,  8in«^=cosy,  cos^^siaj'é 

Par  ce  moyen ,  et  en  y  changeant  tous  les  signes ,  la 
formule  (^  devient 

/-j          m  •      A     cosy"»-"*8iny"+'      m — i  «^  .     .     ' 

/dy cosy^sin j^»  =     -^         ^ |-^n:^4rcosy      «inr*  *, 

et  maintenant,  si  l'on  remplace  ^  par  is, qu'on  chaage 
m  en  n  et  réciproquement ,  on  aura  la  formule  (^B) 

rj      •       m  -_sin«"*-^*C0Si8«-»  71— I  . 

/d«sma"'cos«"=i= j 1 ---/d«sin«*"cosa''   *. 

4  .  •  •  â  .■«.'-  - 

'   *  j  ' 

226.  Ck>mm6  leurs  analogues  pour,  les  difierentieBes 
binômes  ,  ce»  formules  ^doivent  être  renversées  lorsque 
l'exposant  qu'on  se  propose  de  réitiix^e  est  négatif  (ig6)« 

En  prenant  dans  la  formule  (A)  la  valeur  de  rinté-**' 
grale  du  second  mçidbre,  on  obtient 

_    .  siniî'""""cosii"'''*     'm+n  ^,    .         '• 

/di5smi5'""*cosis";= H /d«sm«"*cop«"  i 

'  771 — I  m — 1 

si  l'on  change  ensuite  m  en  •*—  m  +  2 ,  et  qu*oti  passe 
les  puisjsances  négatives  au  dénominateur ,  il  viendra 
la  formule  (C) 

/dutxi^  J^  côs^"**"'  77Î— 7z — 2  f*àz  cosz* 

sin«"*  Cm — i)sin'""*         ot— i    J  sinis"*"*** 

En  opérant  de  même  sur  la  formule  {B) ,  on  en  déduit 
la  fomnule  (Z>) 
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cosz 


n— « 


cosis"         (n — i)cos«"~*  77^— ï  J 

327.  Voyons  maintenant  Pusage  de  ces  quatre  for- 
mules. 

Si  Ton  applique,  par  exemple,  a  fdzsinz^cosz*, 
la  première,  elle  donnera  d'abord 

/dzsina*cos«»  =  — g |-g/dasmif*cosi5*; 

puis 

/d;5  sm«»  cos«»  = ^ f-  jfdz  cosâ*  ; 

employant  ensuite- la  seconde,  en  y  faisant  msso,  nzcz 
on  trouTcra 

-,           a       sinfiîcosz        I  ^j         sinjzcos2  ,  z 
jdz  cos5f*= f-  -/dj5= .  -L~  ; 

2  '    2"'  2  ^^2   ' 

enfin  ,  remontant  de  ces  yaleurs  à  celle  de  l'intégrale 
proposée,  il  viendra 

fdz  sin  a^  cos  jb'*  =  —  ^  àin  a^cosjB^—  ^^  sVti  x  cbd  2^ 

b  6.4 

.   3.1.1    .  3.I.I     . 

+ §4:1  ""**^'+ 6:4:i'+"^'' 

On  ToHbien,  par  cet  exemple,  comment  l'emploi 

répété  des   formules  (^)  et  (J?)  fait  trouver 

ydâ(sinis"*coss'',  lorsque  les  exposans  m  et  1»  sont  en- 
tiers et  positifs.  La  première  conduit  h  fàst  sinis  coss*, 

quand  l'exposant  m  est  impair  ;  et  comme 

d.siniE  =  — d^cois;^^  l'intégration  qui  r^fste  à  faire 
s'effectue  tout  de  suite  (223). 

Si  l'exposant  m  est  pair,  on  arrive  h.  fdjucoas^,  et 
la  fornoiule  (J?),  en  y  faisant  m=&o,  mène  à«...« 
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fdz oosz  z:^ sm z, qvtAnA  n  est  impaire,  dt  à  fdz=%^ 
qaand  le  contraire  a  lieu. 

Si  les  exposans  m  et  n  étaient  égaux ,  mais  de  signes 
contraires  y  les  formules  Çd)  et  (^B)  ne  pourraient  plus 
seryir^  à  cause  de  l'éTanouissëment  de  leur  dénomi- 
nateur in  -|-  A.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  il  suffit 
de  commencer  par  réduire  celui  des  deux  exposaos 
qui  est  négatif. 

La  formule  (C)  appliquée  d'abord  à  /  — r — jp, 

duit  à  /  — :r— ^— ,  ou  à   fdzcosz^,  selon  que   m  est 
J      sinz  ''  ^ 

impaire  ou  paire  La  formule  {B)^  appliquée  ensuite  à 
j  coiiduit  a 


con- 


/ 


sm2 


/discos2        rà.sinz       ,    .        . 
— : =  /  — : =  1  .sm z  '\-con6t, , 
swLz       J     sinz 

si  n  est  impaire,  et  à  /-: — ,  dans  le  cas  contraire.  Ce 

dernier  résultat  n'étant  pas  compris  dans  les  différen- 
tielles intégrées  précédemment^  doit  être  mis  à  part. 
Avec  les  formules  (  2>  )    et    (  .^  ) ,  on    passe  de 

/d«sina"»  ,     Paz  *       •        *      •         • 
r-  a  /  — ,  quand  m  est  paire  et  n  impaire, 
cos^;"       J  cosz     *  '^  ^ 

Enfin,   si  m  et  7»    sont  toutes  deux   négatives  et 

impaires,  la  formule  {C)  conduit  d'abord  à 

dâfcosz"'*        ràzsvaz"^ 


/dz  cos  «"" /• 
sin  z  J 


cos«* 
intégrale  que  la  formule  (J9)  rainène  à 


; 


/dz  sin  «~* /*     cU 
C0S2  «/sînsooss' 

ïioaveaa  résultat  qu'il  faut  aussi  traiter  en  particulier. 

aa8.  Je  Tais  en  conséquence  m'occuper^  dans  cet 
larticle ,  de  Tintégration  des  trois  4ifférentielles 

iz  dz  dz 

sin  s  '      oos  «•'     sin  z  cos  a*. 

en  commenj^ant  par  la  dernière.  Si  l'on  en  divise  les 
deux  termes  par  ooss',  elle  devient 

dz  • 


cosjk* d.tanga 

sin  g        tangg 
coss 

et  il  en  résulte 


(34)  > 


/- =  1.  tang  z  4-  conai. 
sinscosiE  ^      ' 

En  posant  ^  =  2/,  et  mettant  pour  sinss'  sa  va* 
leur  2sin/ cos  is'  (Trig.  n) ,  on  obtient 

rdz        r     dz  ,  . 

/  "^^  ^^  /  Tî^TT^^Z/  ^^  i.tangi^  +  const.. 
J  sxviz      j  sma  coss  •^  '. 

ct'aprës  ce  qu'on  vient  de  voir  :  donc 

/-: —  =  1.  tang  î  «  +  const. 
sms  o»      • 

Cliangeant  ensuite  z  en  V — ^,  il  vient 

=s  —  l.tang  \  (if  — *  s)  +  comt, 
Cale,  intégr*  at 
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ce  qu'on  peut  transformer  en  l.cot^  (t^«— 1()  4-  conêt, 
parce  que  1 . cot  a  =  -^  I .  tang  a  ( Trig,  9). 

On  ^oit  donc  que  l'intégrale /dssînz'^oos's*  s'obtient 
toutes  les  fois  que  les  exposans  m  etn  sont  des  nombres 
entiers,  soit  positifs,  soit  négatifs  ;  il  n'en  est  pas  deraème 
quand  ces  exposans  sont  fractionnaires.  11  faut  avoir 
recours  aux  séries ,  excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas 
où  l'intégration  se  présente  d'elle-même. 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  valeurs 
approchées  des  intégrales. 

229.  Le  développement  des   intégrales  en  série    ne 
conduit  à  une  approximation  que  dans  le  cas  où  les 
séries  qu'on  obtient  sont  convergentes ,  ce  qui  n'ar- 
rive pas  toujours  ;  c'est  pourquoi   les    Analystes  ont 
cherché  les  moyens  de  parvenir  à  des  valeurs  appro-^ 
chées  des  intégrales,  quelles  que  soient  les  fonctions 
différentielles  proposées.  Le  théorème  deTaylor  mène 
d'une  manière  très  simple   aux   formules  qu'£uler  a 
construites  pour  cet  objet  ;  mais  avant  d'y  parvenir, 
je  ferai  connaître  quelques  dénominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  on  envisage  les  in- 
tégrales. 

La  nécessité  d'ajouter  une  constante  arbitraire  à  une 
'  intégrale  ,  pour  lui  donner  toute  la  généralité  qu'elle 
comporte  ,  fait  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement 
indéterminées,  puisqu'il  ne  suffit  pas,  pour  assigner 
leurs  valeurs,  d'en  fixer  une  à  la  variable  dont  elles 
dépendent ,  mais  qu'il  faut  encore  déterminer  leur 
constante ,  qui  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. On  détçrmipe  ordinairement  cette  constante,  en 
assujettissant  l'intégrale  à  s'évanouir  pour  une  valeur 
donnée  de  x.  On  en    a  ^éjà  vu    plusieurs  exemples 
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(187  y  loa  ,  2o3)y  et  cela  revient  en  général  à  ce  qui 
suit. 

Si  fKdx=:  f  W.+  ^>  f(*)  désignant  la  fonction  va- 
riable déduite  immédiatement  du  procédé  de  Piuté- 
gration,  C  la  constante  arbitraire,  et  qu»e  l'intégrale 
doive  s'évanouir  pour  une  valeur  x=:a ,  on  pose 
l'équation  f  (a)  -f-  ^  =  o ,  de  laquelle  on  tire 

C=  — f(a)     et    JXàx  —  £ix)—f(a). 

Sous  cette  forme ,  l'intégrale  fXdx  n'est  plus  que  la 
difiërence  entre  la  valeur  qua  prend  £{x)  lorsque  x=za, 
«t  celle  quelle  acquiert  pour  toute  autre  valeur  de  li 
même  variable.  Pour  xssub,  par  exemple,  il  vient 

fKix=f(b)^î(a). 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  ce  résultat  s'ob- 
tient immédiatement,  sans  qu'il  soit  besoîù:  de  détermi^ 
ner  la  constante,  et  seulement»  en  prenant  la  diffé-* 
rence  des  résultats  qui  correspondent  aux  valeurs  x=ra 
et  x=s  b,  lesquelles   donnent  f  (a)  +  C  et  f  (ô)  +  C, 

La  valeur  x^^a,  pour  laquelle  l'intégrale  s'éva* 
nonit  en  est  l'origine*,  et  l'on  dit  alors  que  Vin(é^ 
,grale  doit  commencer  lorsque  x=:a.  La  valéuir  k 
laquelle  on  s'arrête  »  répondant  à  s=:^,  on  dit  en  con- 
séquence que  Vintégrale  est  complète  lor^ue~xz:szh.-  ■ 

Les  deux  ralears  «  =  aret  jp:x:é  sont  désignée  eoX 
commun  sous  le  nom  de  limites  de  Vmtégrale,       u  \ 

Toute  intégrale  qu'on  énonce  sans  fixer  son  origine 
ou  sans  indiqi^er  ses  limites,  se  nomme  intégrale  m'^ 
définie j  et  doit,  pour  être  complète j  renfermer  une  cons" 
^ante  arbitraire. 

Lorsqu'on  assigne  ces  limites ,  l'intégrale  est  définie,. 
S\  elles  sont  x=:a  et  x=b,  par  exemple,  on  dit 
«lors    que    ^intégrale  f^Kjiix    doit   être  prise    depuis 
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-^Lzi^^i  jusqu'à  x  =  b;  et  cela  s'effectua  en  calculant 
successivement  ce  que  déifient  l'expression  variable  de 
^intégrale  lorsque  xaza^  puis  lorsque  i^z^h^  et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second.  Dans  ce 
cas,  il  est/  inutile  d'écrire  à  la  suite  de  l'intégrale 
la  constante  arbitraire  >  puisqu'elle  disparaîtrait  par 
la  soustractioui 

Pour  indiquer  l'intégrale  définie  prise  entre  les  li- 
mites a  et  6,  Euler  écrivait  1  Xà^  1     "" ,   li  notation 

k  laquelle  M.  Fourier  a  substitué  /  Xd^r,  ce  qui  est 

plus  simple  ;  et  en  conséquence  lorsque  fXdx  ^=:  f  (x)^ 
il  en  résulte 

/xd*  =  f(i)  — f(a). 

Il  suit  de  là,  que  si  a,byC  sont  trois  valeurs  dé  Xy 
rangées  par 'ordre  de  grandeur,  on  aura 

/Xdx  =  /Xdx  +  /[Xdx-, 

a.  ,        "a  k 

puisque 

f  («)  -f  («)  =s  f  (*)  -  f  (a)  +  f  (c)  -  f(4) } 

c'estfà-dire  qu'en  prenant  la  somme  des  intégrales 
définies  ccNrrespondantes  ant.  intervalles  consécutifs 
&— *a,  O'^b,  on  forme  celle  qui  répond  à  la  somme 
A-r-à  de  ces  intervalles.  Il  est  important  de  se  fami- 
liariser avec  ces  expressions  qui  reviennent  souvent,  et 
que.  les  considérations  que  )6  vais  exposer  rendront  en- 
core plus  significatives. 

a3o.  Le  théorème  de  Taylor,  donnant 

dv  A  ,  dy  A»     .  dV    'h^      .     , 

lorsque  x  devient  x  ^h  , 
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ne  peut  déterminer  la  valeur  que  prend  ;  dans  cette  cir- 
constance» une  f(»ictioD  dont  on  ne  connaît  que  les  coef- 
6ciens  différentiels,  même  à  partir  du  premier  ordre, 
puisque  la  yakur  primitive  y  reste  indéterminée ,  et 
représente  par  conséquent  une  constante  arbitraire;  mais, 
il  n'en  est  pas| ainsi  de  la  différence  entre  cette  valeur 
et  celle  qui  répond  à  X'^h,  puisque 

^~^  —  dxx'^d^7:i^d?  1.2.3"^  ^^''• 
Si  donc  on  fait  fXix/=:y,  on  aura 

^-T        ^^-^       ^X~^     ... 
d*~      ♦      dx»~dJ'      d*' ~  d*"'   *"^*  • 

les  poefiBciens  différentiels  se  déduiront  tous,  de  la. 
fonction  doniiée  X,  et  il  viendra 

_A  ,  dX  A»  ^  d'X     A'      .     , 

Pour  tirer  de  cette  formule  la  valeur  de  fXdx,  depuis 
x-=  a  jusqu'à  *  =  è ,  il  suffira  de  prendre  h=b — a, 
et  de  remplacer  x  par  p ,  dans  la  fonction  X  et  ses 
coeffîciens  différentiels,  que  je  représenterai  alors  par 
^,   A',  J? y  etc.  ;  on  trouvera 

/xd,  =  ^(^=^  +  ^'^-^=^  +  >^«^-^%eto. 

.'a  1  1.2  I.2.J 

Cette  série  est,  en  général,  d'autant  plus  conver- 
gente ,  que  l'intervalle  ^  —  <2  est  plus  petit  ;  mais 
lorsqu'il  aune  valeur  trop' considérable,  on  le  partage 
en  un  nombre  de  parties  assez  grand  pour  former  des 
intervalles  suffisamment  petits ,  et  l'on  calcule  à  part 
.a» valeur  de  l'intégrale  relative  à  chacun  de  ces  inter- 
valles. Je  suppose  que  la  différence  &— «.soit  divisée  en 


\ 
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n  parties  égales  à  « ,  et  que  les  quantités  jé,  jf,  A*,  etc., 

se  changent  respectivement  en  A^  Ax^  A^i^  etc.,  -^„ 

A\f  A"^j  etc.,  lorsqu'on  y  met  a+a,  a^^^XA^  cta, 

au  lieu  de  a;  on  aura^  entre  a  et  a+^> 

Aa  ,   ^at*   ,     ^»A^    , 
1 0  +  etc. , 

I  1.2      *     1.2.3     '  ' 

entre  a  -f-  «  et  a+  2* , 

A,u       A\a*,AW^   , 

-7-  H 5  +  etc. , 

I  1.2        1.2.3  ' 

entre  a+aœ  ^t  a-^Sa, 

A^tt      A^^e       A\a? 

h  —  -I — — --  +  etc. , 

1  -  1.2        .  1.2.3  ' 

etc.; 
pt  la  somme  de  toutes  ces  séries,  dont  le  nombre  est  n , 

composera  la  valeur  totale  de  /  liAx  ,  qui   sera    par 
conséquent. ...  (I) 

t     [A  +  A,  +A^ +  An^,) 


'^ 


+ -4^  (^''+  ^"'+  ^- + ^"^à 

+  eta 

23 1.  C'est  en'  passant  de  la  valeur  de  y  correspon- 
dante à  a;,  à  la  valeur  de  y  correspondante  i  x  +  A, 
qu'on  a  construit  la  formule  précédente ,  qui  représente 
la  difiFérence  de  ces  deux  valeurs  ^  mais  on  peut  aussi 
obtenir  cette  différence  en  rétrogradant  de  s  à  jp— A, 
au  moyen  de  la  formule 

—        dy  h      d'y  ^*       à^y     h? 
^''^y      djrT"*'d**i.2       djT^  1.2.3"*"®*^-* 
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dans  laquelle  y^  répond  à  «  —  h  y  et  qui  donne 
«-^-^è_^^+^_^ etc 

^'     ^-d*I  d*'  1.2  ^d*='  1.2.3         "*^ 

Pour  appliquer  cette  dernière  à/*  Xdff,  il  faut',  dans 

X  et  dans  sescoefficîens  différentiels,  changer  x  en  ^  ; 
et  supposant  qu'on  en  tire  les  quantités  By  B\  B'y  etc., 
on  trouTera 

/xd,=^(*=:2)_£:(h:^+^V*=^' _  etc. 

1  1.2  1.2.3 

Lorsqu'on  partage  l'espace  h — a  en  n  parties  égales 
à  «,  on  obtient  par  la  formule  ci-dessus,  entre  les  limites. 
a-f-«  et  a  y 

H 5  —  etc. , 

1  1.2  I .2.0 

entre  a  +  2«  et  a+<i, 

: =  —  etc. , 

l  1.2  1.2.3 

entre  a  +  3«  et  a  +  2« , 

5  —  etc. , 

I  12        i.a.3 

etc. , 

séries  Jpareillement  en  nombre  riy  et   dont  la  somme 
donne (Il) 

ï     {A^  +  A^  +  A^ +  ^,) 

*         -\-   ~   {A\+A\+A', +  >„) 


+  7T3  ^^''+  ^''^  ^'» •+ ''"•^ 


«3 


—  etc. 
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23a.  Chacune  de  ces  deux  formules  peut  être  appln* 
quée  en  particulier;  mais  leur  comparaison  fait  décou- 
vrir les  limites  de  ^approximation  qu'elles  donnent. 

Pour  établir  celte  comparaison ,  il  faut  d'abord  ob-^ 
server  que  dans  une  série  de  la  forme 
Ma  +  AV  4-  P*3  +  etc., 

dont  aucun  des  cœfficiens  M^  Nj  P,  etc.,  ne  devient 
infini,  oit  Ton  peut  supposer  m  aussi  petit  qu'on  voudra^ 
et  rendre  par  conséquent  un  terme  quelconque  supé- 
rieur à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  (62), 
l'erreur  que  l'on  commet  alors,  en  se  bornant  à  un  nombre 
limité  des  premiers  termes  y  est  d'un  signe  contraire  à 
celui  du  premier  des  termes  qu'on  néglige,  c'est-à-dire 
que  le  résultat  péchera  par  défaut  si  ce  terme  est  positif, 
et  par  excès,  s'il  est  négatif* 

Il  résulte  de  là,  que  si  les  valeurs  de  la  fonction 
X  vont  en  croissant  de  x=a  à  xs=J) ,  et  qu'on  se  borne 
dans  chaque  formule  aux  termes  multipliés  par  m  seu- 
lement, la  première  formule  sera  en  défaut,  et  la  se- 
conde en  excès;  car  si  la  série 

•A y    ^1,    A%y    €\tC»y 

est  croissante ,  toutes  les  valeurs  correspondantes 

A  ,  ^x  1 2  A  ji ,  etc. , 

dX 
du  coefficient  différentiel  -r-  seront  positives  (  62  )  ; 

ainsi,  les  termes  ^eçté^de  «^ seront  positifs  dans  la 
première  formule,  et  négatifs  dans  la  seconde :,on  aura 
donc 

fxdx  >a\A  +A,+  A^ +  ^.-0 

et  <-(^.  +  >^â+>^s.-.-.+  ^«). 

Pc  plus,  la  différence  ex  {An'-' A)  de  ces  deux  quau^T 
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tités  deviendra  d'autant  moindre^  qu'<m  prendra  «  plus 
petit,  ce  qui  s'effectue  en  augmentant  le  nombre  n, 
sans  changer  A  et  jin  qui  répondent  aux  limites  a  et 
B,  assignées  k  x. 

Il  suit  de  la,  que  chacune  des  deux  sommes,  entre 
lesquelles  est  comprise  fXA^,  approchera  aussi  près 
qu'pn  le  voudra  de  la  vraie  valeur  ^e  cette  intégrale  qui, 
par  cette  raison ,  peut  être  considérée  comme  une  somme 
de  différentielles,  puisque  les  produits  ^4;  ^i«s,  etc.,  ne 
sont  que  les  valeurs  de  Xâx  correspondantes  à  x^=^a\ 
=:a  +  «9  etc. ,  et  dans  lesquelles  «  a  pris  la  place  de  àx* 

Cette  conclusion ,  qui .  sera  hientôt  vérifiée  par  les 
considérations  géométriques  (::^36)  ,  suppose  ^  comme  on 

voit,  que  les  fonctions  X  et  *r-  ne  changent   pas    de 

signe,  et  ne  deviennent  pas  infinies  entre  les  limites 
jp  =  û,  4f  =  ô,  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir  en  sé- 
parant les  parties  de  l'intégrale  dans  lesquelles  l'une 
de  ces  circonstances  aurait  lieu  (^). 

{^)  Les  formales  prëcédeates  sont  souvent  écrites  dans  la  nota- 
tion indiquée  snr  la  page  3a3  :  ayant  posé  fXà^  =  f  (jt)  ,  d'oii 

il  snit    Jï"=  -^^,  qu'on  désigne  par  ^(jf),  il  vient 
-r(^. -^  =^  [  f  («  -  f  («)]  ; 

IX 

et  par  conséquent  /   2Cdx=^  £  (6)— f  (a)  est  la  limite  dont  Pexpression 

*(f'(fl)  +  f(fl+«) +f^[a-f-(n-i)A]} 

s'approche  de  pins  en  pins  >  à  mesure  qne  le  nombre  n  augmente 

et  qne  f ,  qui  est  ,   diminue. 

Si  Ton  ne  voulait  qu'établir  cette  relation ,  on  pourrait  substi- 
foer  à  la  série  de  Taylor,  l'expression  qui  termine  le  n^  6,  s^ 
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Il  est  éTÎdent  aussi  que  Tordre  •  des  limites  de  fXàx 
serait  inverse ,  si  les  yaleurs  de  X  allaient  en  décrois- 
lant  :  la  première  ligne  dé  la  formule  (I)  serait  eB 
excès  ;  celle  de  la  formule  (II)  en  défaut* 

233.  Les  mêmes  remarques  peuvent  être  étendues 
aux  termes  a£Pectés  des  puissances  de  a  supérieures 
à  la  première  :  il  en  résulte,  comme  ci-dessus^  que 
quai)d  deux  lignes  correspondantes  dans  chaque  for- 
mule ont  des  signes  contraires ,  la  somme  de  celles  qui 
les  précèdent  est  en  excès  dans  l'une  des  formules ,  et 
en  défaut  dans  l'autre ,  et  que,  par  conséquent ^  si  l'on 
ignore  y  comme  cela  arrive  presque  toujours,  la  quan- 
tité de  l'erreur,  il  sera  convenable  de  prendre  le  milieu 
entre  les  deux  résultats.  Si  l'on  opère  immédiatement 
sur  les  deux  formules,  il  viendra (III) 


I 

et» 
/  XAx:s:i  J  flt3 


+  ro  c^^+A+^"3...+^%.,+i(^'+^''.)] 


et' 


4 


1.2.3.4'^^^''""^""^ 
+  etc. 

234<  Ce  qu'on  a  vu  dans  n**  232  fournît  encore 
pour  les  valeurs  des  intégrales ,  des  limites  moins  res- 
serrées qui,  néanmoins,  peuvent  être  ti'ès  utiles. 

Si  l'on  désigne  par  M  la  plus  grande  valeur  de  X , 
par  m  la  plus  petite,  dans  l'intervalle  de  x=a  à  xssib^ 
qu'on  subtitue  m  au  lieu  de  A,  ji^  etc. ,  dans  la  pre- 
mière des  expressions  des  limites  de/Xdx,et  ilf  dans 
^a  seconde ,  on  obtiendra 


<  ■ 
\ 
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h 

f  Xdjç  ^  TiéLfn    et    <^  naM  , 

ou  ^Q> — «)'»  et  <(è — a)jaf 

puisque  7M3=5  —  a  (aSo). 

On  Toît  par  là  qu'il  existe  entre  m  et  M  une  va* 
leur  ^  telle  que 

/^*Xd*=(A-«)^(*). 

S'il  s'agissait  d'obtenir /XQdx,  et  qu'on  sût  intégrer 
/Qàxy  comme  entre  les  limites  de  « ,  on  aurait 

XQàx  >  mQàx,       XQdx  <  MQdx , 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  autres  que  m  on  M  ,1a 
même  subordination  existerait  entre  les  intégrales^  et 
il  viendrait 

fXQàx>mf()dx,      pLQàx<MfQAx, 

où  il  n'y  aurait  plus  qu'à  mettre  pour  fQdx,  sa  valeur 
entre  les  limites  x=a  et  x=:b. 

a35.  La  considération  des  courbes  conduit  aussi 
d'une  manière  très  simple  aux  priiicipales  conséquences 
établies  dans  les  articles  précédens. 

fXâx  exprimant  l'aire  du  segment  d'une  courbe  dont 
l'ordonnée  est  X  (65),  si  BCZ,  fig.  4o,   représente  f!g.4<^ 
cette  courbe  i  que   Porigine  des  abscisses  soit  en  ^^ 

{^)  La  Talear  de  x  qui  donne  Jir=/«,  ëtant  intermédiaire 
entre  a  et  h^  peut  se  représenter  par  aH"0(^— a)»  0  désignant 
une  quantité  comprise  entre  o  et  i  ^  et  si  Ton  écrit  f  (x)  au  lieu  de 
Xy  on  aura, 

/*  dxf(x)  =  {&-«)fCû4-8(6-fl)], 
expression  que  Ton  rencontre  quelquefois. 


\ 


\ 
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et  que  JC=  PMy  l'expression  Xàx  sera  aussi  bien  la 
différentielle  des  segmens  BMP  y  DEMP,  que  du  seg- 
ment ACMP  qui  commence  à  l'origine  ;  ainsi ,  l'or- 
donnée qui  borne  le  segment  de  ce  côté  sera  absolu- 
ment indéterminée.  L'ordonnée  PM  qui  forme  l'autre 
limite  l'est  pareillement  y  tant  qu'on  n'assigne  aucune 
valeur  à  l'abscisse  AP  ;  mais  lorsqu'on  aura  fixé  les 
abscisses  de  la  première  et  de  la  dernière  ordonnée,  le 
segment  sera  tout-à-fait  déterminé. 

Si  la  partie  yariable  de  l'intégrale /Xdflp=f(*)+C, 
s'évanouit  d'elle-même  au  point  B ,  cette  fonction  ex-* 
prime  immédiatement  les  aires  BCA,  BEJD,  BMP\ 
alors  si  l'on  veut  faire  partir  les  segmens  de  l'ordon- 
née AC ,  il  faut  retrancher  de  ces  aires ^  l'espace-^C^  : 
cet  espace  représenté  la  constante,  déterminée  pour 
que  la  quantité  f  (^)  -f-  C  s'évanouisse  au  point  Af  mais 
en  considérant  à  la  fois  les  deux  limites  d'un  sè- 
ment ^  il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  constante;  car» 
soit  que  l'on  compte  les  aires  à  partir  du  point  B 
ou  du  point  A  y  sur  l'axe  des  abscisses ,  le  segment 
DEMPy  par  exemple ,  s'obtiendra  également  par  la 
différence  des  segmens  BMP ,  -ôjEJP,  ou  par  celle  des 
segmens  ACMP  et  ACED. 

236.  L'inspection  de  la  figure  montre  que  l'aire  du 
segment  d'une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d'une  suite  de  rectangles  inscrits 
PR^  P'Bfy  P"B!',  etc.,  et  celle  d'une  suite  de  rec- 
tangles circonscrits  PS  y  P"S^y  P'S'y  etc.,  les  pre- 
miers construits  sur  la  plus  petite  ordonnée  de  chacun 
des  trapèzes  curvilignes  PM'y  P'M",  P^'M",  etc. ,  et  les 
seconds,  sur  la  plus  grande;  on  prouve,  de  plus,  que 
ces  deux  suites  peuvent  approcher  l'une  de  l'autre  aussi 
près  qu'on  voudra. 
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En  effet ,  le  rectangle  MRQN  est  évidemment  égal 
à  la  somme  des  i^ectangles 

MRM'Sy      MKM"Sy      M'R'M'S", 

qui  forment  la  différence  entre  les  polygones 

l'un  inscrit  et  l'autre*  circonscrit  au  segment 

PM3î'M"lirP*',  mais  ce  rectangle  MRQN  a  pour 
hauteur  la  différence  MN,  entre  les  deux  ordonnées 
extrêmes  PM  et  P^M",  qui  ne  change  point ,  tant  que 
Pintervalle  PP^  demeure  le  même ,  tandis  que  la  hase 
MR  rr^PP'  peut  être  rendue  aussi  petite  qu^on  voudra, 
en  multipliant  leâ  ordonnées  intermédiaires  :  il  peut 
donc  Itii-même  devenir  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Il  suit  de  là^  que  le  polygone  inscrit  et  le  polygone 
circonscrit  peuvent  approcher  du  segment  aussi  près- 
qu'on  le  voudra. 

Cela  posé,  si  l'on  prend 

APz=,a,   PP'^  P^P'^z  P'P^=  etc.  ==  u , 
on  aura 

PM^A,  P'M'^A,,  'P"M"=A^,  P'M'=Az,  etc., 
la  somme  des  rectangles  inscrits  sera 

Au  -f-  -^i*  +  -^»* ....-+-  An^i»     (i)  9 

celle  des  rectangles  circonscrits 

u^i«<4~  -^â«  +  -^S«  •  •  •  •  +'^ii«  (2t) , 

et  ces  deux  sommes  pourront  donner  l'aire  du  segment 
P3fM'M"M*P'',  avec  autant  d'approximation  qu'on  le 
voudra  >  ce  qui  confirme  la  conclusion  tirée>n^232, 
da  principe  de  la  convergence  des  séries. 

On  voit  encore  par   là  comment  l'intégrale  fXix 
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peut  être  prise  pour  une  somme  d'élémens^  puisque, 
représentant  Taire  d'un  segment  de  courbe ,  elle  est  la 
limite  de  la  somme  des  rectangles 

^«,     -r^i«,     -^*«,     etc.,  ' 

qui  sont  les  àccroissemens  des  aires  des  polygones  inscrit 
et  circonscrit  au  segment. 

Dans  la  figure ,  011  les  ordonnées  vont  toujours  en 
croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur  la 
première  ordonnée  de  chaque  trapèze  curviligne, 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  dernière;  mais  si 
elles  passaient  par  un  maximum  j  comme  dans  bt 
,  figure  4^  >  î^  ^'^^^  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM% 
antérieure  à  ce  maximum  j  et  le  contraire  aurait  lieu 
dans  la  partie  postérieure  M"Z  :  alors  la  série  (i)} 
d'abord  moindre  que  Fespace  curviligne,  deviendrait 
plus  grande,  et  la  série  (2),  d'abord  plus  grande  que 
cet  espace ,  deviendrait  plus  petite. 

237.  On  approchera  davantage  de  la  vraie  valeur  du 
segment  de  la  courbe  proposée,  en  prenant,  au  lieu 
des  rectangles  inscrits  et  circonscrits  |  la  somme  des 
trapèzes  terminés  par  les  cordes  des  arcs  MM' y  MW^ 
M" M* y  etc. 

Ces  trapèzes  ayan  t  tous  même  hauteur,  PJP',  et  chaque 
ordonnée,  excepté  la  première  et  la  dernière,  étant 
commune  à  deux  trapèzes,  leur  somme  sera  précisé- 
ment égale  à  la  série 

qui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (i)  et  (2),  et  qui 
est  la  première  ligne  de  la  formule  (111)  (233)  (*). 


«■^ 


(  *  }  On  pourrait ,  ank  polygones  rectiligaet  ;  sùbsticucr  un  po- 
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Elifin,  il  est  évident,  par  la  figure  4^,  que  Faire  vta.^i, 
curviligne  PMNQ  est  <  que  le  rectangle  QE  et  > 
que  le  rectangle  PFy  construits,  l'un  sur  ia  plus  grande^ 
et  l'autre  sur  la  plus  petite  des  ordonnées  comprises 
entre  les  limites  AP  etAQAt  ce  segment,  ce  qui  s'ac- 
corde ayec  le  n^  234* 

238.  L'emploi  de  la  formule  (III)  du  n°  233,  peut 
présenter  quelques  difficultés.  Elle  ne  saurait  servir 
lorsque  la  fonction  X  devient  infinie  ;  et  ^ujt  en- 
virons'des  valeurs  àe  x  qui  amènent  cette  circons- 
tance,- il  ne  suffit  pas  de  diminuer  l'intervalle  «,  ou  de 
resserrer  les  ordonnées ,  pour  compenser  l'effet  de  leur 
rapide  aûcroissement;  il  faut  encore  avoir  recours  à  des 
transformations  convenables. 

Soit,  par  exemple,  X  =  ^\  il  est  d'abord  évi- 

yi — X 

dent  que  lorsque  x  approcbe  de  l'unité,  un  très  petit  cban*- 

gement  dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  très 

grand  dans  celle  de  X\  si  donc  on  demandait  l'intégrale 

/'     àx 
■  I  depuis  ar=:o  jusqu'à   xz=zi  — ^,  ^  étant 
yi — X 

une  petite  quantité ,  il  faudrait ,  vers  la  dernière  li- 
mite, multiplier  beaucoup  les  valeurs  intermédiaires 
données  à  x.  De  plus,  la  même  intégrale  ne  peut  se 
calculer  immédiatement  jusqu'à  or  =  i  ;  car  alors  X 
devient  in€ni,  sans  que  pourtant  la  valeur  defXdx  le 

soit , puisque  /  --  =  —  ^yi  — x  +  conat* 

ijgone  form^  d'arcs  de  courbes  d'nne  nature  plus  simple  que  la' 
proposée,  et  s'en  appro0&an(  plus  que  ne  peuvent  faire  des  lignes 
droites;  c'est  à  cela  que  reriennent  an  fond  les  formules  (I)  et  (II).! 
f^nyex  leTrftit<î  in.^*,  t.  if,  p.  i4o. 
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Cette  difficulté  tient  a  oe  que ,  dans  Fintégration,  le 
j. 
facteur  (i—- â?)*  passe  du  dénominateur  au  numéra- 
teur;  et  elle  aura  lieu,  en  général ,  lorsque  x  sera 

de  la  forme  —  et  qu'on  aura  p^q-  Pour  la  le- 

Ter  y  on  fera  a— jr=:2f,  ce  qui  donnera 

*=a  — a^,  dar=  — ga*-'d«  et  Xdx='^qF^''P^'èi, 

quantité  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  4r=a,  ou 
st  1=,  O)  si  la  fonction  preste  finie  dans  cette  circonstance; 
on  calculera  donc  alors  l'intégrale  ffs^^f^ànj  de- 
puis  s  =  0  jusqu'à  s=^,  /  étant  une  quantité  aisa 
petite ,  et  l'on   aura  ainsi  la    partie  de  la  yaleur  de 

*—  correspondante  à  l'intervalle  compris  entre 

xz=:a  et    *  =  a— /^. 

On  peut  encore  obtenir  Viniégtale  i depuis 


s  =: a  jusqu'à  x=:a-^^f  en  faisant  seulement 
parce  que  la  petitesse  de  la  variable  s,  renfermée  entre 
les  limites  très  étroites  o  et  ^^  permet  de  simplifier  beau-* 
coup  le  coeificient  différentiel.  Si  l'on  avait,  par  exemple^ 

/►   jc*dii? 
-  _    •  —  >  la  différentielle  à  intégrer  après  la  trans^" 

formation  indiquée,  serait 

— (a — zyàz — (a* — :iax+z*)àm 


En  réduisant  la  fraction 


1 


en  série  ordonnée  suivant  les  ^puissances  de  i ',  et  en 
s'arrétant  du  ^uarré  Je  ce.lte  vérîâhîë/on  aurait  enfin* 

J     2t/S\       4«      32aV         2  *^      V       6a      i6aV' 

Ce  résultat  qui  s'évanopit  lorsque  «=o,  dopnera^  par  la 
substitution  de  J^à.jS;  là  \â]|eur,!de  Vintégrfile  cherchée , 
depuis  x=a  jusqu'à  arczra  — «^.  Le  reste  de  celte  inté- 
grale pourra  se  calculer  par  le  moyen  de  la  série  du 
n**  233. 

-■ — r-  ne  pouvant  s'obtenir  par 

la  réduction  de  «   *  en  Uérie,  iqù^'.pouff,  le  cas  où  » 
serait  très  grande  je  vais  montrer  comment  Euier  en 
a  calculé  la  valeurv.  depuis /âP=zro  jusqu'à  «3=1  ,  ai4 
moyen  de  la  formule  du  n**  233.    ^     - 
On  peut  d'abord  changer 

— —  en    /a;-p— =ss^    "^x—fe    *d*  , 

1 
dont  la  partie  e   '«.  s'éranomt  lorsque  xs=o,  et  de- 
vient e~'  quand  *=  i. 

Il  reste  à  trouver  fe  'dx ,  pour  laquelle 
„_  -^       di_-ji        d»X_   -Vi        a\ 

~*  ,'    57~*    *»'   d«'  ~*;  v—ï'y' 

j;^  =  «  %6-j5+-4;,etc., 

Cale,  intégr.  22 


" 
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expressions  qai  s'évano^ssent  quand  Jr=:o,  et  d'où  il 
résulte  que  Âj^^'ju^",  etc.,    sont  nuls  (*). 

Si  l'on  met  ensuite, «t.  ait,  3tt,  etc. ^  à  la  place 
de  jf^  on  obtiendra  les  T^lçurs  de  -^i,  ^'i,,  etc.,  J^j 
^'a,  etc.,  et,  depuis  o  jusqu'à  x=^  nm,  t)n  aura 


-  ■    I 


I 


T 


•• 


:'ji 


'•!' 


^*        +« 


!i^ 


•  v«  «f 


+  r 


I  me 
a 


1     I .  a    »' 


-4 


\^e 


i.ft.3 


I 


I 


e 


*       *. 


=) 


I  «*î? 


I 


ai.2.5.4v*V      »V 


"*"/i*«7 


+  elcJ 


*  (*}  Ceci  ft  bestfin  d'une  ex{ilicati«ti.  Un  terme  qaelconqne  des 

expressions  précédentes, 'étant  repre'ien té  par  he    «x-^  devient.. 

*c-«z*»  =  Ae-*+*U,  loTSifci^on  foû  -=s «  ;  or,  A  mesare  que  x  di- 

mioue,  z  croîj  ^  et  He  plus  tn  plus  rapidement  par  rapport  à  Iz  (gg); 
Pexpotfant  —  z-hmXz  tend  donc  vers  Hnfînt  négatif,  loisqaem  n'eftt 
pas  comparable  à  2.  Mais  le  nombre  m,  qui  dépend  de  celai  des 
di£^'rentiations ,  n*ayant  aucnne  limite ,  on  peut  en  concevoir  des 
valeurs    telles  que  m\z  égale  z  pais  le  surpasse    autant  qu'on 


I 
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Lof s^u'on  veut  s'arrêter  à  la  limite  x  =  i ,  il  faut 

faire  <  il  ^t;::-,  et  il  vient»  «tos  i  f^'ix^ss, 
n  J 


+ 


(—0^  J 


r  — TïT-r+etç. 


En  se  bornant  aux  terme»  qiii\sont  écrit»,  et  faisant 
7»  =  10 /on;  trouvera  y   suiyant  Bu)er,  la    valeur  de 

yê  *dar,  a.  un  millionième  d'unité  près,  et  onTauraî 
aveo  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore,  si 
l'on  prend  n  =  20. 

•  • 

240.  Le  théorème  de  Tajlor  d^oAe  aussi  deiix  dévê?-, 
loppemçns  généraux  de  l'intégrale  JXàx.  En  désignant 
par  Cla  valei^r  démette  intégraiei)  ^uand  3i:z=zo ,  et  repcér 
sentan|;  par  ji ,  jf^  A^,  etc. ,  ce  que  deviennent  alors 

les  quantités  X ,  -j— ,    -pj-.,  etc. ,  on  aura 

— . _-_ — ^ — . ..  '  - 

-voudra,  quel  qu^it  soit;  alors  l'exposant. — m^^mlz  fia^sera  Via 
négatif  aa  positif,  et  augmentera  sans  cesse  j  ainsi  les  coefficiens 

difierentids  de  la  ^onciîon  e    <»  ne  t'^anoitissent  pas  unit ,  lors»     - 
qne  x=:o:   après  avoir  été  nuls,    ils  croissent  jusqu'à   l'injGni. 
Cette    circonstance  ne  nuit  pas  cependant   k  l'application    indi-     • 
qnée  dans    le  telte^,   parce  que   les  premiers  termes  de  la   for- 
mule (UI)  suffisent  seuls  pour^donner  une  «pproziixiatiOD  de  pins 
«n  plus  grande  (a36). 

22.  .      . 


•  < 
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série  dans  laquelle  C  tîant  lieu  delà  constante  ai4)ftraire. 
En  partant  de  la  Taleur  générale  de  fXdx,  que  je 
représenterai  par  ^,,  pour  revenir  à  celle  qui  répond 
a  'x=szOy  et  que  C  désigne,  il  est  évident  qu'il  faut 
faire   A.c=  —  x,    dans    la^    série  de    Taylor,  ce   qui 

donnera 

^  dyx,    d'y   ar*        dV     x^ 

C^y  —  '&  - -f  i4 -rk 5  +  etc.  ; 

"^       àx  \       d**i.2       dar^  1.2.3  ' 

dy  d*y 
^      remettant  dans  cette  équation,  au  lieu  dejr,  j- ,  -—.,  etc. , 

leurs  valeurs,  et  prenant  celle  àefXdx,  on  auïa 

laquj^ntité  C  est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

X^integration  par  parties  conduit  aussi'  hl^  éê  déve- 
loppement. En  effet ,  si  l'on  décompose  la  différentielle 
Xdx  dans  les  deux  facteurs  X  et  Ax,  qu'on  intègre  le 
second ,  on  aura  fXAx  n=  Xx  ■—  fxàX ,  puis 

4\x>  dA  c=  /    -—  ,.»  d«=  -ap*  T*"   -^ —  /  *  -v-  » 

J  J    àx  a      dar         2  y    •    da?      ■ 

J       d«    J  d*»  3    <!*•      .37*  d*" 

/v,d'x    /*<i'^  ij     1  , d'jç    I  r.sx 

7'^d?=y  ï?-*:''=r'd;?-4y**d;?' 


ct(*:j 


mettant  successivement  pour  fxdX,/x^  --ç--,  etc.,  leurs 

valeurs,  il  en  résultera  . 

.  X      dX    x^     .  d«X     x^ 

pCdxzzsX -  —  -j ^  -r— —  etc.  f 

•*  I         da:  1.2        daf*  1.2.3  ' 


et  pour  que  Fexpressk^n  de  Vintégrsâe  soit  complète,  îl 
faudra  ajouter  une  constante*à  ce  développement,  qui 
par  là  deviendra  semblable  au  précédent.  Cette  série  a 
été  donnée  pour  la  première  fôfc  par  Jeari  Bernoulli , 
et  elle  porte  son  nom ,  coiume  celle  du  n"  ao  porte  celui 
deTaylor.  \  .:..•/  - 

241*  Jusqu'à  présent,  je  n'ai  considéré  que  le'co€^*- 
fiaient  différ^Uel  d4i  premier  çr^i^e  ;^|Q(^is:si  l'on  ne  con- 
naissait que  celui  du  second  ordre ,  il  faudrait  alors 
deux  iîitégratiônis  successives  pour  remonter  à  la  ifouc- 
tion  primitive  dont  il  tire  son  /^rigineu  ^    . . 

Soit  X  Te  coeMcient  différentiel  du  second  ordre  de  là 

fonction'  y;  ion  a«im  --4.=\X^;  et^'èa  multiplisiut  le» 
deux  meinbrçs  "par  àx,  il  viendra -^■»^  =  Xdjp}  ojr^  -p; 
est    la"  dîlférentîèHe    dé \~-',  éprise   en   regardant  dor 

T. 

càtame  coustàiit  \  on  aufa  donc  ^=jfX<lx.'  Si  P  ré^ 

d«  ,  • 

présente'  la  '  f<mct^m  priiàitive'  de  x  ;  égale  à  fXdxy 

-1 

et'  €!  la  coiistante  arbitraire,  il  viendra  -r-^P  +  Ci 

/\-  '     :-  .     dx         '.  ^ 

multipliai^  .ei3jSuUe  les  deux  meaarbces.rpar  d^r'^'orn 
trouT.ara  djf .94  j^àx  +  Céx,,  et  en  intégrant  ,■  on  ob^ 
tiendra  j<==/Pd*  4;  (>x  "¥  C^rC  tétant,  nnfe  seooiidè 
constanjte  arbitri^^re.  Si  l'on  rem^  f^^^  >  ^u  liçu  d^  P, 
il  en  résultera  y  't^fàxfKix  +  Cx  +  C,  -  expression 
oii  fdxfXdx  indique  deux  intégrations  successives'.  ' 

Je  passe  ntaihtenànt  aux  éifFérentielles  du  troisième 
ordre.  Soit 'X  le  OQéficiçatdifférentiel  de  la-  foitc- 

i         ■  î      . . ,  d^v 

tîoh  ^,  relatif  à  cet  ordre  j  on  aura  ^•î^^  =  X,   d'oi| 


^ 
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^=Xd*-,mais3^=:dJ^  :  donc  ^=^fX.i\x  +  c\ 

ce  qui  donne~=d^fXdx+ Càx.  En  înt^rant  une 

seconde  fois,  il  viendra  -f-  =  fdxfXds  +  Cx  +  Cj 

ax    . 

d'oà  l'on  conclura 

> 

d  jf  =4t/d»/ardjr  +  Cxd±  +  CTd* , 
et  par  une  troisième  intégration  y  on  aura  enfin 

a=fdxfaxpCd'x  +  ^ x*  +  Cx  -fC: 

c 

Dans  cette  ^xpres8Îoq,'On.pisttt'dW)ord;chaog€r  — 

en  C,  puisaue  la  constante  C  est  arbitraire^  ensuite > 
il  faut  bien  observer  que  chaque  sîgne/doit  être  regardé 
comme  appliqué  à  tous  ceiMc  qui  le  surent  :  c'est  pour- 
quoi, en  faisant  abstraction  des  constantes  arbitraires, 
on  indique  encore  p^ns  simplement  les  intégraj^îons  si;^ 
cessives,  par  la  notation  que  voici. 

Lorsque  X  désigne  le  coefficient  difl^i'èn^iel-dù  second 
ordre,  on  a  d'^=:XdjF%  et  en  prenant  l'intégrale  de 
ëbaque  membre,  on  trouve  dyz=fXdx^\  puis  en  inté- 
grant encore une^ fois,  il'yiéït  y=iifpCdic^^f*Xdx^. 
Oit.a  de  même,  rquSRid^-0)»t  le  cé^fBiptetoi  difl^rentiel 
du  troisième  4:frdrav  d3y.is±J§di^y  poi»  en^iht^rant , 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  $ukpérie^rs. ..  ^ 

si4^«  On  peut  rainener  bès  expressions.  &  des  âatégrdles 
simples^. au ) moyen  de  l'iâtégractiMi  par  parties-,  car,- 
en  mettant  P  au  lieu  de  fXdx  dAusf^Xdx^  z=tfdx/Xdx , 
il  vient  . 


4  r  I 


t'     '  *  « 


d  OU  I 

/^Xdx*  ^  xfXix  rrJ[Xxà;^., 

Passant  enmite  k  PXi*^  sit/iàitf*X*yi,  j*  wettant 
pomrf'Xd»*  k,«akmr  préc6iilj8Qt«>.'«a:;abtieat     ,    .-> 

pXé/rOtsfxâxJXix  -i-fdxpixâx  ; 
obflerrant  alors  que  :;  .     -,  '  i< 

fdxfXxdx:=ixfXlxdx. — fXx*dx^   - 
on  trouve 

et  contÎDiiant  ainsi  on  forme  ce  tableau  : 
f  Xdx  -^zfXdXf 

PX^X\=:    .  i      ixfXdx-jf^à^},^  . 

etc.    . 

Les  coelBciens  numériques  de  ces  expresiions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binoma  a-— &;  et 
tandis  que  l'exposant  de  x  hors  du  signe/diminue  d'une 
unité  à  chaque  terme  |  en  allant  vers  la  droite  1  son  ex- 
posant sous  ce  signe  augmente  de  la  même  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires,  que  j'ai 
omises  dans  ces  formules  «  en  écrivant  fXdx  +  C 
pour^Xl»,  fXxdx+C  pour  fXxdx^  fXx^dx +,C" 
ftour  fXx^dxp  et  ainsi  des  autres  ;v  car  les  constantes 


« 


r 
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C,  C,  C,  ekb. ,  étant  affectée»  de^jcUTerie»  pnyaaao» 
de  ar.  seront  irréductibles  entre  elles. 

243.  Les  difierentielles  que  f ai  traitées  jusqu'ici 
iOût  prises  leni  régai^aftt  dÂ  'cdmme  ocmstant,  parce 
que  ce  éent^IesnseuM'^uî  ne  rettléfin«At  qu'un  owsf- 
ilcient  différentiel.  En  effet  ^  lorfiqjù>i}i  fait  yarier  en 
même  temps  djK  et  djr,  on  a  (i3i)  d*;y=qAx^  +pd'jf  j 
si  donc  on  se  proposait  la  diffcrenttdle^  I7d«*-f-  f'd**, 
il  faudrait  qu'ont  fûijr^p^  et  '  {7=;^-^  d'oii  il  résulte 

U  =  -T— ;  et  cette  condition  étant  remplie ,  on  n'aurait 

plus  qu'à  intégrer  fFA*. 

Cette  condition  àe  serait  paj  néces^ire  >^i  l'on  par- 
ticularisait la  relation  qu'on  suppose  eptirejir  et  t\  car 
par  son  moyen  on  chasserait  x^  àx  et  d^x ,  et  Fon  au- 
rait d*^  en  t  et  d^  seuls. 

t 

Application  du  Odlcul  intégral  à  la  quadrature 

des  Courbes  et  à  leur  rectification^  à  laquor- 

drature  des  Surfaces  courbes  et  à  réwitua-^ 

;      tion  des^  vohune,sqii elles  cqmprènneBt^:      , 

De  la  quadrature  des  Courbes,  '  *  ^ 

244*  1^  quadrature  des  courbes  se  réduit  à  Pinte- 
gration  de  la  difiërentielle  Xdx,  en  nommant  X  la  fonc- 
tion de  « ,  qui  exprime  l'ordonnée  j^  de  la  courbe  pro- 
posée (65)  ;  il  ne  s'agira  donc  ici  que  d'appliquer  aux 
cpurbes  les  plus  connues  les  méthodes  données  précé^ 
demment  pour  effectuer  cette  intégration. 

Celles  dont  l'équation  est  la  plus  simple ,  sont  les  pa- 
raboles des  divers  ordres,   dans  lesquelles  ^"zébjo*'"; 


• 


■ 


oQ  en  tire  J^~/>V%  ^^.  P^  eonaéquent 


,t   '  . 


fXdx  =  /p*3ç^dx  :=  — ^ —  jc  "  +  cons^. 

Toutes  ces  courbesi  pomme  oa  Toît,  sont  quarrables  ; 
c^est- à-dire  qu'on  a  l'expression  finie  et  algébrique  de 
la  surface  du  segment  compris  entre  leur  arc,  l'axe  des 
Abscisses  et  l'ordoni^ée.  II  est  facile,  par  l'expressipn  de 
ce  segment,  de,çalculer  celle -de  tout  autre  espaq9.<:on- 
tenu.entre  ui)^  .portion. de  La  courbe  et  des  li^u^s.dîQÎtea 
formant,,  ayec  ^es  abscisses  et  les  ordonnées,  des  po- 
IjgQniBS  dont  la.  Géométrie  élémentaire  donne  la  me- 
sure; xm.  en  y^ra  plus  bas  des  exemples  (25>---2â5).  . 

Les  courbes  j^oposées  passant  par  l'origine,  des  abs- 
cisses ,  puisqu'on  a  en  même  temps  jp  t=  o  et  ^  =  o ,  si 
l'on.'Teut  aYoîr.leur  aire,  à  partir  de  ce  points  il  faut 
fiupprimar  la  constante  arbitraire,  parce  que  Fexpression 

n  "        ■i4-« 

•^•"",  '  ^-"^    s'anéantit  d^lle-méme  quand  on  y  fait 

»     • 
«po.Pour  avoir  ensuite  Taire  BCMP,fig,  43,  comprise  fic.43, 

entre  les  ordonnées  BC  &lPM^  correspondantes  aux 

abscisses  ABz=za  fXJJP  =  Jf  >  il  suffira  de  retrancher  de 

np       — 
~~-Jï'^  ,  qui  esprtme  <  Paire    ACMP^Asl  quantité 

^     a  •    égale  à  l'aire  ACB  y  et  Ton  aura  ainsi 


/ra-f-» 


Bcmp  =  ''^" 


m  +  n 
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■4-a 


Quand  l'exposant  n  est  paîr^  Pexpressîpn 


yy     .T- 


est  susceptible  du  double  signe  dt,  ;  et  comme  alors 
les  mêmes  abscisses  yéP  appartiennent  à  deux  branches^ 
ACMtl  Acm^  on  a  deux  sogmens,  ACMP  et  AcmP: 
celui  qui  renferme  les  ordonnées  positives  a  une  yalçnr 
positive ,  et  l'autre  une  valeur  négative. 
Lorsque  les   exposanis  m  Ht  n  sont  impairs  l'un  et 

Pautre ,  la  quantité  x  *  n'a  qu'un  seul  signe  et  resté 
toujours  positive,  quel  que  soit  le  signe  de  x\  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l'une  das^lénx  branches 
de  la  courbe  proposée  a  ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
négatives  en  même  temps  :  il  suit  donc  de  là  que  les 
aires  correspondantes  à  des  abscisses  et  à  des  ordonnées 
natives,  doivent  être  regardées  comme  posHives. 

Si  n  seule  est  impaire ,  alors  la  quatatité  u  *  devtirait 
négative  en  même  temps  que  x  -,  mais  dans  c^  ^cas  les 
deux  branches  de  la  oourlie  proposée  sont  du  même 
côlé  de  la  ligne  dea  abâci«$e$i  et  les  oi^donnéês-de^ 
meurent  toujours  positives. 

■En  '  rapprochant  ces  remarques ,  on  (*n  concttfrâ  que 
taire  d'une  courbe  est  positi'çe  quand  t abscisse  eifor^ 
donnée  sont  de  même  signe  j  et.  nègatipe  lorsque  le 
contraire  a  lieu. 

Tous  les  segmens  paraboIiqwBB  o^  un  rapport  t»ns- 
tant  avec  le  rectangle  ADMP,  formé  sur  l'abscisse  et 
sur  l'ordonnée;  car  l'expression 


7» 


Wl  +  71 


n 


n 


m-^n 


*./?"*", 


équivaut  à  -^r —  xy,  en  vertu  de  l'équation  j<==p*jc*  • 

■*  7/l-f-/* 


•  » 
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Lorsque  n-=im,  la  parabole  devient  une  ligne  droite^ 

puisqu'on  a  y:izp^x\  le  segment  ACMP  se  change  dans 
le  triangle  AMP ,  dont  la  yaleur  est ,  par  Ja  formule 
ci^-ifes^tis  comme^  par  la  Ofoneiétrie  éléBuentaif^)  égale 

■  En  frisant  ncsta  et  m  =  i ,  on  tombe  sur  le  cas  de 
la  parabole  ordinaire  >  et  l'on  trouvé  ^  xy  pour  la  valeur 
du  segment  ^Cif P. 

245.  Je  vais  cberchfer  maintenant  la  valeur  du  segment 
des  courbes  représentées  par  l'équation  x^y^  =/>.  Cette 
équation  se  tire  de  y^  =/>j^,  en  y  changeant  -f"  "*  en 

—  i»;ona  j^=:/>*4f   "  «t 


to— M 


yXd«  =  -î^^«»     ^COTUt. 


n^^m 


Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des 
divers  ordres,  rapportées  à  leurs  asymptotes,  et  sont 
composées  de  plusieurs  branches ,  telles  que  VMV^ 
Jig,  44  9  inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites,  fig.44 
En  comptant  les  segmens  de  l'origine  des  abscisses;  ils 
renjCèi^ent l'espace  infini  en  longueur,  compris  entre  la 
partie  CV  à&  la  courbe  et  son  asymptote  AY ^  et  ' 
dont  l'aiiçe  est  infinie  ou  finie ,  selon  que  in  08t  plus 
grande  ou  moindre  que  >n.  En  effet  y  pour  avoir  l'es^ 
pace  BCMP ,  pris  depuis  l'abscisse  ABz=ia  jusqu'à 
l'abscisse  AP  —  h  y»  il   faut    (  235  )   faire    successi- 

<  I 

n         n—m 

vement:ir=r^  et  x^=,h  daus  l'expression  — — — x  "    ,    et 

^  n*^m         ' 

retrancher  le  premier  résultai  du   second;  on  anra 
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donc  BCMP 


-  f         \ 

7i— ??»\  /     ' 


mainte- 


nant on  supposé    <r  =  o,  le  point  B  tombera  sur  le 
point  ^^et  l'espace  BCMP  se  changera  en  YAPMV\ 


%—m 


or  la  quantité  a  "    sera  infinie  oc^- nulle;  sdoa  qu'on 
aura  m  ^  ou  <^  n  :  dans  le  premier  cas  y 


YAPMV^ 


et  dans  le  second 


i    / 


En  laissant  a  d'un^  grandeur  assignable,  et  faisant 
h  infini,  on  aura  alors  l'espace  X.BCU ^  qui  sera 
Infini  si    m  est  moindre   que   n,   et  qui    sera    égal 


«— « 


à   a  *  f  si  m  surpasse  n»  Il  résulte  de  là*,  que 

quand  mçt  n  sont  inégaux ,  des  deuz  espaces  asympto- 
tiques,  Tuti  est  infini  et  l'autre  'fini. 

La  raisoQ'de  cette  différence  se  trouve  dans  lé*  plus  ou 
moins  de  rapidité  avec  laquelle  la  courbe  s'approche  de 


m 


P .  p' 

son  asymptote;  et  puisque  y=,'^  et  ar  =  ^— ,  il  est  fa- 

ar»  y*. 

cite  de  Toi]>  que  quand '  m^riy  -y   décroît   beaucoup 
plus  vite  que  x ,  que  par  conséquent  la  courbe  s'ap- 
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proche  beaucoup  plus  rapidement  de   l'axe  des  abs- 
cisses que  de  celui  des  ordonnées;  et  vice  ver^â. 

\  m 

£n  mettant  y  au  lieu  dej^'x    "  dans  l'expression . 


71/?' 


n  —  m 


n 


n 


m 


*•#"*   " 


elle  deviendra 


n 


71  — 77i 


xy,  et  la  valeur  de  Taire  YAPMV 


sera 


nxy 


'^const.  Il  semblerait  que  le  terme 


nx^ 


doit  s'évanouir  lorsqu'on  fait  :c  =  o;  mais  ce  qui  pré- 
cède prouve  là  nécessite  de  ne  rien  prononcer  à  cet 
égard ^  avant  d'avoir  substitué  pour  y  sa  valeur  en  x. 


246.  Quand  7i==to,  on  a  xy:=p'*,  ou  a:y=/?,  en 

changeant  p"  enp,  ce,  qui  est  indifiorent;  la  CQurbe 
dont  il  s'agit  dans  ce  cas  est  l'hyperbole  ordinaire,  et 
équilatèresi  l'angle  des  coordonnées  est  droit.  I/expres- 
sîon  générale  de  l'aire ,  trouvée  au  n°  précédent ,  se 
présente  alors  sous  une  forme  infinie ,  quelle  que  soit  x. 


et  la  différentielle  de  cette  expression ,  étant 


pdx 


a 


pour  intégrale ,  p)x  -f-  consi,  ■  Les    espaces   asjmpto- 
tiques  sont  infinis  l'un  et  l'autre,  car  ]x  devient  tel. 
par  la  supposition  de  x  =  o  et  par  celle  de  x  infini. 

Soit  UMF'f  fig.  45 ,  une  des  branches  de  l'hyper-  F10.45. 
bole  équilatère   dont  le  demi -axe  transverse  AC-=.a^ 

et  la  puissance  5C  X  ABzn  'aB  =\a^  ij'rig.  164)  ;  on 
aura/>=j^a*,  et  comptant  les  aires  à  partir  de  l'ordon-; 
née  ^C,  correspondante  au  sommet  C,  on  obtiendra 


35o  vxAiri  ihàaiXîSTÂiBM 

BCMP=:ia^lAP—ia'\.AB=ia^\.^.  Si  l'on  prend 

^^  pour  Funité,  il  viendra,  à  cause  de  I.iso, 
BCJMP  =  1 .  j4P.  On  aura  de  nème  BÇM'P'—l .  AP, 
BCIIfT''=l.jéP%  etc.,  d'où  il  suit  que  si  les  abs- 
cisses AP,  ^P',  AP*,  etc. /sont  en  progression  par 
quotient,  les  aires  a»rrespondantes  BCMP,  BCM'P, 
BCjnfP*,  etc. ,  seront  en  progression  par  difiPérence. 

a47«  L'h]rperbole  que  )e  Tiens  de  considérer  étant 

équilatëre ,  n'a  donné  que  des  logarithmes  népériens  ; 

mais  en  variant  l'angle  des  asymptotes  et  prenant  loii« 

jours  jiB=.  1 ,  on  peut  obtenir  une  infinité  d'autres 

piG.46.  systèmes  de   logarithmes.  Soit   UMy^  fig,  4^,  une 

hyperbole  quelconque  ;  en  menant  les  ordonnées  PM* 

parallèles   à  l'asymptote  AY^  on  prouvera,  par  des 

raisonnemens  analogues  à  ceux  du  n^  65 ,  que  le  pa* 

,      rallélogramme  Pl^RF  est  la  différentielle  de  BCMP, 

Or,  si  l'on  mène  P*  Q  perpendiculaire  sur  Pilf ,  on  troij- 

vera  P^Q=PP\smP'PQ=PP^  .ûnXAY;  désignant 

par  «  l'angle  des  asymptotes,  on  aura  P'Q^s^àxsinmy 

et  par  conséquent PilffîP'=j'djf  sîn  «.  Si  l^onmef  pour^ 

I  "  Ax  i, 

sa  valeur  -,  il  en  résultera  —  ain  #  pour  la  difërentieUe 

X  X 

de  Paire  BCMP\  et  par  conséquent  BCMP=i\xT:X.AP, 
en  prenant  sin  «  pour  module  (28). 

Celui  des  logarithmes  ordinaires  étant  0,4342948  (3o), 
on  a  sin«>=o,4342948>  d'où  11  suit  que  les  asymptotes 
de  Fhyperbole  dont  les  aires  donnent  les  logarithmes 
ordinaires,  font  entre  elles  un  angle  de  0^,28601. 

248.  Considérée  analytiquement ,  la  quadrature  de 

rhyperbole  ordinaire  présente  une  singularité  qui  ne 

peut  être  passée  sous   silence;  c^est   que  les  espaces 

rio.45  asymptotiques  yA]pm,  fig.  49 ,  correspondans  aux  abs- 
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çisses  négatives  9  ne  sauraient  être  compris  dans  la 
même  formule  que  les  espaces  YAPM  qui  répondent 
aux  absc^yes  positives. £u. effet,  la  fonction  \x  qui  ex- 
prime Faire  YAPM  (246) ,  non-seuleinent  devient  infi- 
nie quand  x  =  o  »  mi^i&  passe  à  T imaginaire. quand  x 
devient  négatif,  parce  que  Féquation  »  =  lor ,  dérivant 
de  x^sssé^j  n'admet  point  de  râleur  négative  pour  x. 

Cotte  difficulté;  sur  laquelle  je  ne  saurais  m'arréter 
ici/  tient  au  passage  de'Fordonnée  y  par  l'infini,  qui 
paraît  rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité  eptrç 
les  aires  (^).  Chacune  de  ces  aiji^es  s'exprime  cependant 
très  bien  en  particulier  ;  car  si  l'on  prend ,  sur  le  côté 
négatif  de  l'axe  des  abscisses,  des  parties  Ah^=.AB^ 
Ap-=APj  on  aura 

ÀP  An 

bcmp^BCMP=V^=\.^  (346). 

.Lai  même  cbose  se  c<^nclut  aussi  du  calcul,  en  ob- 
servant que  si  Ton  change  ^  en  — *,  la  différentielle 

de  l'aire ,  devenant 

**  —  d«      djf 


x'^  x' 


a  encore  pour  int^rale  1*  -f-  const. 

a4g.  En  fetsant  jr<C=a,  ^jPs=*  et  PiV=j,  >^.  47,  PiG.47. 
Féquation  du  cercle  ANE  sera  j^'ciiaaar— jr*,  et  le 

segment  -<^iVP  aura  pour  expression  /Aarl/aa*— i*,- 

qui   se  transforme  en  — /U«(a*— m*)*^  lorsqu'on  fait 
«==  a— M.  Or,  la  formule  (-3^)  (igS)  donne 

— yatt(a*— uT=--7K«*--i«T~ïaYd«(a*--M»)"* 


■*«■  ^1    1 1  « 


(*)  F.  le  Traité  in-40, 1. 1,  p.  i34  j  t.  II ,  p.  i6i  j  t.  III ,  p.  6i3. 
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de  pi  as 

r   ZJ^=«rc(cos=-')  (36)» 

en  mettant  cette  valeur  et  celle  de  i* ,  «1  'ient 

/djcV^aa*  —  «*  = 
_  ^  (a—*) \/2a*  — 1?  +  î «'arc  TiJos  =î^-^j, 

résultat  qui  s'évanouit  quand  xz=:o. 
Il  facile  de  reconnaître ,  dans  la  partie 

Taire  du  triangle  PCN,  et  de  voir  que 

ia'arc^cos  =  ^^^^j,  ou  i-*^C.arc^JV, 

est  celle  du  secteur  ACN, 

Quand  on  y  fait  *=2a,  l'expression  de  ANP 
devient  {a"arc(cos=— i)  =  iaV,  %  désignant  la 
denii<irconférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  ;  et 
elle  appartient  alors  au  demi- cercle  :  on  aura  donc 
pour  le  cercle  entier  aVrsîa.aaw-,  ainsi  qu'on  le 
prouve  dans  les  Ëlémens  de  Géométrie. 

Le  développement  de  fAx  j/aa*  —  «",  trouvé  dans 
le  n®  2a5 ,  donne  des  valeurs  approchées  de  l'aîre  AUP. 

Si  l'équation  du  cercle  était  rapportée  au  centre^on 
obtiendrait  immédiatement 

fix  v/a'  —  «*  =  4a;  \/ a"  —  **  +  i  a*  arc  Uia =^\ 

h   j , 

25o.  L'ordonnée  de  l'ellipse  étant  -y  lax —  **,  le 


#• 
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segment  elliptique  AMP  sera  égal  à  -fàx^^mx  —  ?  ; 

let  comice  3  est  nul  en  même  temps  que  le  segment  cir- 
culaire ANP y  on  aura  ANP :  AMP  ::  a  :  i;  car  il  e^t 
facile  de  conclure  du  n^  236^  que  quand  deux  différen- 
tielles sont  dans  un  rapport  constant,  ce  rapport  est 
aussi  celui  des  intégrales  j  si  ces  intégrales  sont  nulles 
en  même  temps. 

D'après  ce  qui  précède,  l'aire  du  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  d'une  ellipse,  pris  pour  diamètre,  étant  à  l'aire 
de  cette  courbe  comme  le  grand  axe  est  au  pietit,  celle-ci 
est  équiyalente  au  cercle  décrit  sur  |in  rayon  moyen 
proportionnel  entre  les  moitiés  de  ces  axes.  £n 
effet,  par  le  rapport  ci-dessus  ,  l'aire  de  l'ellipse  est 

«•a*  X  -  ou  frab ,  et  cette  dernière  quantité  représente 

évidemment  l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  serait  ^ab. 

25i.  L'hyperbole  rapportée  à  son  axe  tran^erse  a 
pour  équation  j^*  =  —  {^Hax  +  ir')  \  et  donne 

AqR  =  -^fAxV^^ax  +  ?. 

Cette,  intégrale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  (i83) 
eu  se  développer  en  série  ;  mais  au  lieu  de  m' arrêter  à 
calculer  ces  résultats,  je  m'occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  secteurs  hyperboliques,  dont  les  expres- 
sions différentielles  se  présentent  souvent. 

^52.  Soit  ^Safr,  une  ellipse  dont  le  demi-«grand  axe 
AC^=a ,  le  demi-petit  axe  jBC= 6jen  faisant  CP=  x 
il  vient 


a  ^      .m^m 


Cale,  intégr,  '^*  ^\ 


Il  est  évident  que  le  secteur 

JCM=CMP  +  ^MPy 

'    «t  que 

CMP  =  ICP X.PM=\  ^v/^-A 

d.JMP  = d* /«*—**• 

et 

La  dernière  de  ces  différentielles  est  affectée  du  signe—, 
parce  que  Faire  AMP  décroît  lorsque  x  augmente  ;  et 
elles  donnent 

1  b       a^dx 

Si  Ton  fait  y  =  i ,  le  secteur  elliptique  JCM  se  chan- 
b 

géra  dans  le  secteur  ACN,  appartenant  au  cercle ^£ae 
décrit  sur  le  grand  axe  Ja  comme  diamètre  j  on  aura 
donc 

I      «*dx  I     ^^  aix 

n^ais  —  — ^-=  étant  la  différentielle  de  Parc  AN, 

il  en  résulte ,  ainsi  cpie  dfe  la  Géométrie  élémentaire, 

ACN=-a:><AN='ACxAN', 
2  a 

et  puisque ;ié  secteurs  ACN  et  ^Cilf  ont  leur  origine 


j 
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commune  au  point  A ,  on  em  conclura  (sSo)  qne  le 
secteur  elliptique 

ACM=  -  ACN=  -  5CX  AN. 
a  2 

253.  Dans  l'hyperbole  XAxy  décrite  sur  les  mêmes 
axes  que  Fellipse  ABah^  et  dont  l'équation  est 

•^        a 
le  secteur  ACR=iCQR — AQR,  ce  qui  donne 

à.ACR=d,CQR  —  d.AQR\ 
et  comme 

2  2    €« 

d.^QjR  =  -d*v/jEï*— a% 
a 

\ 

on  aura 


2  «  l/*»— a»  ' 

d*où  Ton  voit  que  la  différentielle  du  secteur  hyper- 
holique  est,  au:l  signes  prës^  la  même  que  celle  du 
secteur  elliptique. 

254.  Le  secteur  hyperbolique  ACM,  jftg,  46,  est  'lo^^* 
égal  à  l'espace  asymptotique  BCMP  \  car 

ACM=BCMP  +  ABC'^AMP, 
et 

^ur^     ^BxBCXsinB       APxPMXsinB       .^„ 

2  2 

255.  Ce  qui  précède  suffît  pour  faire  voir  4X>m* 

23.. 
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ment  le  calcul  intégral  s'applique  a  laquadratore  i^ 
courbes;  cependant  je  ne  puis  quitter  ce  sujet  sans 
donner  quelques-uns  des  résultats  intéressans  auxquels 
les  Géomètres  sont  parvenus ,  par  rapport  aux  courbes 
transcendantes. 

Dans  la  Logârîthmiqiie^  dont  l'équation  est  y  =  lxy 
on  a  fydx^=:fàx]x=x]x  —  X'^coji8t  (207).  La  partie 
variable  de  cette  expression  devient  nulle  lorsque  x=o  ; 

car  en  faisant  af=— ,  elle  prend  la  forme ■-"  — > 

m  7n       m 

sous  laquelle  elle  est  nulle  quand  m  est  infinie  (9g)  : 

il  est    donc   inutile,    d'aptes  cela,    d'y  ajouter  une 

constante ,  lorsqu'on  veut  avoir  les  segmens  à  partir  du 

>tio.  48.  point  A ,  fig.  48. 

Eu  y  faisant  â?=^i?=  i  ,  elle  donlie  l'expression  de 
l'espace  asymptotique  cAExy  qui  est  fini  et  égal  à  —  i. 

Si  l'on  prend  les  ordonnées  À  la  place  des  abscisses  » 
on  aura  ykd^  =/djf  =  af ,  pour  l'espace  cOMxf 
appuyé  sur  l'axe  des  ordonnées  AC ,  et  dont  l'expres- 
sion est  algébrique-,  je  n'y  ai  point  ajouté  de  cons- 
tante, parce  qu'elle  s'évanouit  en  même  tempsquer. 
L'espace  cAEx,  qui  répond  à  jc=^^=i,  a,  par  cette 
formule ,  la  méine  valeur  que  par  la  précédente ,  abs^ 
traction  faite  du  signe. 

J'ai  supposé  le  module  égal  à  l'unité  ;  s'il  était  dé-^ 
signé  par  M ,  on  aurait 

fdxlx = x\x  — fMdxz=:  x\x  -*-  Mx  et  fxdy  =  Mx, 
286.  En  discutant  la  courbe  dont  l'équation  est 


a* 


on  trouvera    sans  peine  la  forme  indiquée  dans   la 
pîc.49'  figure  49*  ^'a^c  ^^  ^^^  y  ^^  asymptote  des  brandies 


J 


r' 


«F,  RPy  et  Aff,  côté  négatif  de  Taxe  des  x ,  l'est 
de  la  branclie  M'K\ 

La  quadrature  de  cette  courbe  dépend  de  l'intégrale 

dont  le  développement  en  série ,  obtenu  dans 

le  n°  214^  semble  ne  pouvoir  convenir,  à  la  partie 
de  l'aire  correspQndante  aux  abscisses  négatives,  à 
cause  de  son  premier  terme  \x  qui  devient  imaginaire-; 
cependant ,  si  l'on  appliquait  à  cette  recherche  le  pro* 
cédé,  du  n?  233,  on  obtiendrait  des  résultats  réels^ 
Cette  difficulté  y  du  même  genre  que  celle  qui  a  été 
indiquée  dans  le  n**  248,  se  lève  en.  changeant  le  signe 
de  X,  avant  l'intégration  ;  car 

/ar'X—àx_^  Çar'iiiX 

aria   ,   ar*(la)»      V(la)3      ,     ^       , 

\x ^^ ^^-5^  +  etc.  +  comt. 

i.i        1.2.2        1.2.3.3 

comme  si  l'on  avait  changé  :ip  en  — 'X  dans  les  seuls 
termes  algébriques  du  développement  cité. 

Pour  savoir  ce  que  sont  les  trois  espaces  asympto- 
tiques  de  la  courbe  proposée,  il  faut  chercher  les  va- 

/û*dji7 
entre  les  limites  . 

:i^  =  o  et  â?  =  n,  ^=0  et  arss— »j, 
«=— w  et  jp=  — infini,. 

n  désignant  une  quantité  finie  quelconque^  Dans^  le 
premier  et  dans  le  second  cas ,  on  trouve  un  résultat 
infini,  puisqu'en  faisant  ^=s.e,  soit  dans  la  série  du 
n**  21 4 >  soit  dans  celle  qui  vient  d'être  rapportée,  elle» 
se  réduisent  à  1 .  o  ;  mais  on  ne  saurait  rien  prononcer 
sur  le  troisième  cas  ,  parpe  que  les  termes  du.dévelop-^ 
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■  étant  alternatiTement  de  aîgve^  coq-. 

trairc8>  il  se  peut  que  la  différence  entre  la  partie  positive 
et  la  partie  négatiye  demeure  finie,  quoique  chacune  de 
ces  parties  soit  infinie;  et  c'est  ce  qui  arrive  en  effet, 
comme  l'a  prouvé  Mascheroni ,  en  déterminant  la  cons- 
tante arbitraire ,  de  manière  que  l'intégrale  s'évanouisse 
lorsqu'on  j  suppose  x  infini;  en  sorte  que  l'^pace 
asjn^ptolique  B'PM'K\  compris  entre  les  limites 
x'ssz.'-^n  et  «=:—  infini,  est  d'une  grandeur  finie  (*). 

La  transformé^  /  •r-(2i4)9  0^tenueenfaisanta'=:ts, 

présente  les  mêmes  circonstances  à  cause  du  terme  II2 
qui  commence  son  développement,  et  qui  devient  ima- 
ginaire quand  Is  est  pégatif. 

257.  L'équation  de  la  cycloïde  étant  ^ 

d*=— ^^  (ii4), 

il  vient 

1/  o^ay—f 

expression  qu'il  serait  facile  d'intégrer  par  les  arcs  de 
cercle,  au  moyen  de  la  formule  du  n®  199;  mais  on 
peut  arriver  à  un  résultat  plus  simple  en  prenant  la 
yiG.So.  différentielle  du  segment  ACQMyfig.  5o,  dt>nt  l'or- 
donnée QM=zJÇ — PM^M  —  y. 

Posant ,  en  conséquence ,  2^  —  j^  =  2 ,  on  ai^a 

d.^CÇM.=B«d«, 

et  Fon  obtiendra 

*  -  _  ■  - , - 

{*)  Voyez  Je  Traité  m-4*,  t.  Ill,  p.  5i3. 
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y  nay-y^ 
donc  

ACQMs=zfdy\/!iay^y^  +  corn  t. 

Or  oçtte  iptégrale,  exprimant  l'aire  d'uti  sèment  du 
cercle  dont  le  diamètre  est  2à,  et  Pabscisse  y  (249)  > 
représeiite  le  segment  Imjiy  qui  s'évanotiit  quand  y=^o^ 
ainsi  que  le  segment  ACQM  :  donc  ji^QMssfmn. 
Au  point  K ,  ôh  y=^7,a  ^  le  segment  ACK  devient 
égal  au  demî-cërcle  ImKI,  Enfin  il  est  yirfble  que  Fes-» 
pàce  KMq  =:  ACK  -^ACqUd^  Kmn.  ^ 

Le  rectangle  AK  ayant  pour  baateur  IK  et  pour  base 
AI-=:ImK^  serti  quadruple  du  demi -cercle /w»/^/; 
retranchant  de  ce  rectangle  l'espace  ACK  =  ImKÏ^ 
il  restera  AMKl  =  3  fois  ImKL  II  suit  de  là ,  que  l'es- 
pace ^iiCjLyi,  compris  entre  une  branche  de  la  cyclcÀ'de  et 
son  axe  9  est  tf ifrfe  du  cercle  générateur. 

258.  Il  me  reste  à  parler  des  spirales;  je  vais  m'oc- 
cuper  d'abord  de  celles  que  représente  l'équation  a:=zaf^ 
(117),  dans  laquelle  t  est  égal  à  Parc  ON^fig.   5i ,  fig.Si. 
et  u  =  AlU,  Les  coordonnées  étant  polaires,  la  dîjffé- 

rentiellé  de  l'aire  sera -r —  (120);    mettant  pour  usa 

valeur,  et  intégrant ,  il  Tiendra  7 — : f-  const,  :  et 

quand  n  est  positiye ,  on  doit  négliger  la  constante  lors- 
que l'oii  compta  les  airçs  en  partant  de  la  ligne  AO  sur 

laqueH'èi^ssâo  :  albrs  l'aire  AC3f=z  -7—; — .  Apres  une 

4**+  ^ 
révolutio»  dv  rayon  vecteur ,  on  aura  l'espace. ..... 

ACMB  =  —7 — ,  w  étant  la)  demi-circonférence    '      ' 

4/Î  +  2 

du  cercle  ON, 


'     36o  TKAiri  iLilCniTAIBB.' 

Dans  la  spirale  d'Archimède  (ii7),a=:>— ,  /»=i| 
et  ACM=.  -y-;  ^  résultat  qui. ,  lorsqu'on  y  fait  *=aîr, 

51" 

donne  ACMB^i^-x^  c*cst-à-dire  le  tiers  du  cercle  ON  y 

puisqu'il  s'agit  d* unités  quarrées,  et  que  Paire  de  ce. 
cercle  est  «r(0*- 

Dans  la  seeonde  révolution ,  le  rayon  vecteur.  jiN  re- 
passesur  l'aire  tracée  dans  la  première  y  et  ainsi  de  suite 
à  cliaqne  révolution ,  en  sorte  que  ces  aires  s'ajoutent  les^ 
unes  aux  autres  >  et  que  pour  donner  seulement  celle.qaî 
est  tenninée  par.  la  m'  révolution»  l'ii|t^ri|le 

— ,  doit  être  prise  entre  les  limites  t=z(m — ï)2îr 
a. 

et    tznm.  ar. 

Pour  la   spirale  d'Archimède ,  on  trouve  ainsi .... 


/ 


A —  îT 


3 

•  Si  l'on  calcule  l'aire  terminée  psgr  la  révolution  sui- 
vante ,  ç'est-à-dire  la  (/»  -f-  i  )',  et  qu'on  en  i:etranche. 
celle  qui  la  précède,  on  aura  pour  l'espace  compris 
entre  deux  révolutions,  ou  spires , 

(m  +  i)*  —  21»^  +Cm —  i)^ 

^^ L-:.^ i L-  %'::s=2fniry 

3 

ce  qui  revient  à  aw  quand  1»  =  i,  et  montre  que. l'es- 
pace compris  entre  la  7n'  et  la  (m-f- 1)'  spires,  iest  égal 
k  m  fois  celui  qpi  est  renfermé  entre  la  premièi;e  et  1^, 
s<?conde ,  ainsi  que  l'a  trouvé  Arcbimède. 
Dans  la  spirale  hyperbolique,  0(1  n=  —  i,  on  a 


/ 


u^At  a*    . 

:^  —  —  +  const  « 


J 
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et  l'aire  comprise  entre  les  deux  rayons  yecteurs  corres.* 
pondansà  t=.b  et  k  tsssc^  sera 


-  (-  -  -\ 

2  V6       cj' 


expression  qai  devient  infinie  quand  ^^o^  à  cause 

de  l'espace  compris  entre  l'axe  ^B  ^fig,  3 1 ,  et  la  branche  pic  3 1. 

infinie  il/iiC  (p^  173). 

Dans  la  spirale  logarithmique  enfin,  ^ ses  lu  (ia8), 

,        di^        pu*dt         PvAu        M*    , 
u      J  ^  7,         J      a  4    ' 

^59.  La  di£PérentieHe  de   l'arc  d'une  courbe  rap^ 
portée  à  des  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles , 

est  exprimée  par  V^dâp'+dj^*  (64)  ;.  en  y  substituant , 
au  lieu  de  d^*,  sa  yaleur  tirée  de  l'équation  différen- 
tidle de  la  courbe  proposée,  elle  prendra  la  forme  Xdx, 
et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de  l'arc  de  cette 
courbe.  Demander  la  longueur  de  Tare  d'une  courbe , 
c'est  demander  sa  rectification^  parce  que  la  solution 
de  ce  problè,me  y  lorsqu'elle  s'obtient  exactement ,  met 
en  état  d'assigner  une  ligne  droite  qui  soit  égale  à  l'arc 
dont  .il  s'agit. 

260.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  parabolies 
des  divers  degrés ,  représentées  par  l'équation  y^^spx^^ 
n  étant  un  iiombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire; 
il  Tient 

ày = npx^-'dx ,      ï/d«*+dy=d«  v/i+^-pV""*  : 
l'arc  parabolique  sera  donc  exprimé  par 

/l[i+7»V>V-^)*d*. 
Cette  intégrale  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algé- 
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Ijriqae ,  loi^sque  Tex posant  21s  *»  a  sera  égal  à  l'unîté  oa 
s'y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  fois  (i^). 
Soit  d'abord  a/»  -—  2?p=  i ,  il  en  résultera  n=| ,  et 

3 

la  courbe  proposée  sera  donnée  par  l'équation  y^^px* , 
ou  yzsy}*x^y  et  sera  par  conséquent  la  même  que  la  pa- 
rabole du  troisième  degré  qui  est  la  développée  àp  la 
parabole  ordinaire  (81).  Si  l'on. compte  les  arcsi  partir 

du  point  OH  dr=o,  on  aura 

3 

En  faisant  -*^-^-^— zz>£.  i  désioantunuenibreentièr,, 
a»-»*  a  ^ 

on  trouvera  7» in  -— r-,  et  l'équalion-^^^egi^jp^'*''  foap- 

nira  une  infinité  de  paraboles  rectîÇables  :  à  l'égard  des 
autres,  on  ne  peut  obtenir  leurs  arcs  que  par  approxi- 
matioQ. 

Pour  la  parabole  ordinaire^  dans  laquelle  71.= a ^  on 

a  /d*(i+  4p**')'  j  P***  ^  formule  (5)  du  n^  igS,  on 
trouve 

/dx(i+4pV)^=M»+4pV)^+fA7=^^ 

et  comme 


A 


il  en  résultera 


y. 


/d*(  1 +4/''**)'  s=î*(  i +4f>**')* + j-K»/»«+  ï/  i4-4pv)+«»'w<- 


J 
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Telle  est  la  Taleur  d'uii  aro  quelconque  de  la  para- 
bole ordinaire}  on  peut  y  supprimer  la  constante ,  en 
faisant  commencer  l'intégrale  lorsque  Jipsao. 

L'arc  des  hyperboles  données  par  l'équation  y:=pxr\ 

a  pour  expression  y3ir":"'^M^(aF*"'*^+n*/>*)*,  et  ne  peut 
s'obtenir  que  par  apprqxinuition. 

261.  La  différentielle  de  l'arc  de  cercle  est— 7==  » 

lorsqu'on  pari  de   l'équation  y*  =  a*  —  x^  (64) ,  et 

oôx 

—  ,  quand   on    emploie   l'équation , 

y*  ==  2a«  —  X*  j  sous  l'une  et  Vautre  de  cjes  forn[ies  , 
son  intégrale  ne  peut  s'obtenir  que  par  approximation , 
et  j'en  ai  déjà  donné  plusieurs  développemens  (206). 

262.  Je  passe  à  l'ellipse,  et  je  prends  pour  équation 
de  cette  courbe  j^*  =;  --  (a*  —  «*)  5  la  différenlielle  de 


a* 


s^naiîc  sçra  — r: j       ^ — - — ;—. reniai slani  pour  plus 

aya^  —  ^* 

4^  (fîn^ylicité,  le  .grand  axe  a  ==  i  >  et  le  quaixé  de  l^- 
centricité  a*  —  i*=z=i  —  ^»3=e*,  l'arc  deviendra. . . . 

*         wA.  D^à>  <î#nii  le  n°  ao6,  j'ai  rapport^ 


/ 


i/i— «* 


unè/sépie  qui  donne  ta  valeur  approchée  dé  cette  in- 
tégrale ,  lorsque  o  est  trës  petit ,  et  qui  conviendra  aux 
ellipses  peu  aplaties. 

£n  supposant  «=i  dans  cette   série,  et  mettant 

-  à  la  place  de  l'arc  y^ ,  qui  est  alors  de  1',  il  riie^t 

1  /        l'i»      1.1.1 3^      1 .1. 1 .3.3,5  g \ 

2  \       2.2       2.2.44       2.2.4<4*^*^  a' 
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développement  très  conTergent  lorsque  e  est  une  petite 
fraction.. 

263.  La  différentielle  de  l^c  elliptique   s'exprime 
d'une  ipanière  très  simple,  au  moyen  de  l'arc  qui  loi 
correspond  danaie  cercle  décrit  sur.le  grand  axe  oomms 
9i<iL.47.  diamètre.  Soit  jE^iV=: ^ />^.  4?  >  pn  aura. 

CP  =  «  :=  sin^ ,       ...  =  d^ 

et  par  conséquent- 

d.BM=^  d^V^i — e*8Înf*; 
264^.  L'équation  de  l'hjpeibole  étant 


on  a 


— — — .  pour  la  différentielle  de  son« 

arc;  en  faisant  «===  i ,  a*  +  h*^=  i  -f-fr*=s:«*jcet  arc  se 

trouve  exprimé  par  / '  '  — '-  et  peut>  dans  le 

J        |/ar*— 1_ 

cas  ou  e  est  très  près  de  l'unité  y  se  développer  en  série 

par  un  pr^eédé  analogue  k  celui  du  it®  206. 

265.  II  me  reste  à  parler  des  courbes  transcendantes.. 
L'équation  de  la  cydoïde  étant 


on  en  tire 


Vf  2a  — ^  ^ 
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différentielle  dont  l'intégrale  est 

=  —  2  y^a{2,a  —  y) -h  const. 


Il  est  évident   que    \^^a{ 2a  —  y)    est    l'expression 

de  la  corde  mK  ^  fig,  5o,  du  cercle  générateur;  et  pig.So. 

comme  la  partie  yariabie  de  l'intégrale  s'évanouit  au 

point  K  où  y^2,a,  il  s'ensuit  qu'elle  exprime  l'arc  iHf/JC; 

on  «   donc       ) 

MK  =  2  4/20(20^^)  =  27w/iL. 

Quand  ^ï=o,  cet  arc  devient  AK:=,iIKy  résul- 
tat qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  116, 
et  d'oii  il  suit  que  l'arc  total  ÀKL  est  quadruplé  du 
diamètre  du  cercle  générateur  (*). 

266.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  la  for- 
mule V^z^"d^+ du*,  qui  exprime  la  différentielle  de 
l'arc  d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires  » 
(laS),  je  prendrai  les  spirales  dont  l'équation  est 
•u  =  a^9  et  j'aurai  à  intégrer  la  différentielle 

* 

Lorsque  tz  =  i ,  on  a  seulement  adt[^  +  i)*  ,  diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  l'arc  de  la 
parabole  ordinaire  (260)  ,  et  d'où  il  suit  que  c'est  à  la 
rectification  de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle  de 
la   spirale  d'Ârçbimëde. 


r 


("^)  Si  ron   représente  par  s  l'arc  MK,  pat  y,  la  ligne 

j^^  ssz.  3a — y ,  et  que  Ton  change  aa  en  af,  l'expression  de  il/A*) 
•Cronv^  ci-dessus,  donne  l'cquation 

dont   on  se  sert  dans  la  Mécanique. 
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Dans  la  spirale  logarithmique  on  a  ^=:luy  cequi 
donne 

l/^dF+di?  =  di* V^a  ; 

Tare  de  cette  courbe  a  donc  pour  expression 

i^^a  +  conat. ,  ou  seulement  u  \/^  en  partant  de  l'ori- 
gine des  rajons  secteurs;  et  l'on  voit  que  quoiqu'il  se 
trouve  f  entre  cette  origine  et  un  point  quelconque  de  la 
courbe ,  une  infinité  de  rérolûtions,  elles  ne  composent 
cependant  qu'une  longueur  finie,  égale  à  la  diagonale 
du  quarré  fait  sur  le  rayon  yecteur. 

De  la  cubature  des  corps  terminés  par  des 
surfaces  courbes  ^  de  la  quadrature  de  leurs 
aires  ^  et  de  V intégration  des  différentielles 

.    partielles. 

267  «  Les  surfaces  courbes  que  les  préomëtres  ont 
considérées  les  premières,  sont  celles  de  révolution, 
parce  que  les  différentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
lumes qu'elles  comprennent ,  ont  une  expression  plus 
simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbes 
en  général. 

Soit  u  le  Tolome  dn  corps  engendré  par  le  segment 
pi6.5a  AMPjfig,5^,  â*une  courbe  quelconque  j^Z,  tournant 
autour  de  Vaxe  AB  pris  dans  son  plan  ;  il  est  évident 
que  ce  volume,  terminé  par  le  plan  ctrculaire  décrit  pat 
l'ordonnée  MPy  est  une  fonction  de  l'abscisse  AP  =«. 
Si  l'on  prend  une  autre  abscisse  ^P^  que  l'on .  mène 
une  seconde  ordonnée  M^P'  et  les  droites  MR  et  SJÊf^ 
parallèles  à  PP',  on  verra  que  le  volume  u  «^accroit 
de  celui  que  décrit  le  trapèze  curviligne  PMM'P ^  en 
tournant  autour  de   PP'',  et   que  ce  dernier  corps , 
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compris  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectangles 
MP  et  JVfP^  diffère  d'autant  moins  de  Tun  et  de 
l'autre >  que  les  points  M  ei  M!  sont  plus  rapprochés, 
en  sorte  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois  corps  est 
Fimité;  on  peut  donc,  lorsqu'il  s'agit  de  limites,  prendre 
le  cylindre  décrit  par  MP^  ^  pour  le  corps  engendré 
par  PMM'P'.  Ce  cylindre  ayant  ponr  base  le  cercle 
décrit  parle  rayon  PM:=zy^  son  volume  sera  wy^X^PP^ , 
en  nommant  ^  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, et  l'on  trouvera,  par  le  raisonnement  du  n^  65 , 

que  T- ='5rj'*,  d'oi  «=5r/^*d*.  Lors  donc  qu'on  aura 

l'équation  de  la  courbe  AMZ^  on  sfibstitnera  pour  y  sa 
valeur  enx,  et  l'intégration  fera  connaître  le  volume  d'un 
segment  quelconque  du  corps  engendré  par  cette  courbe. 

268.  Pour  trouver  la  différentielle  de  l'aire  du  même 
corps,  il  faut  observer  que  son  accroissement,  ou 
l'aire  décrite  par  YrjpcMOM'  qui  s'approche  sané  eesse 
de  sa  corde  MM',  tend  à  se  confondre  aTec  l'aire  da 
tronc  de  cône  droit  décrit  par  cette  corde  ;  et  en  passant 
aux.  limites,  on  peut  prendre  l'une  pour  l'autre  (^). 
Mais  Faire  do  tronc  de  cône  droit  décrit  par  MM* , 
aura  pour  expression 

i  (25ri^P  +  i^M'P*)  MM' 
=x{MP  +3fP')M3f  ; 

et  en  la  comparant  a  l'accroissement  de  l'abscisse  PP', 
on  obtiendra 

or,  en  passant  auQL  limites,  M^P'  se  confond  avec  MP 

{*)  On  verra  aîsémeut  qio'il  n^en  est  pas  ainsi  de  celles  des  cy* 
lindres  inscrit  et  circonscrit,  engendres  par  MR  et  -  SM^, 
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OU  ji et  -^w  ==  \f  ^'^'a^ (64)  •  donc  le  coefficieût 
'différentiel  de  l'aire  décrite  par  l'arc  AMy  est  égal  à 


"^y 


\/^*%- 


et  par  conséqneni  iLiey^ds^'^^ày^  est  la  différentielle 
de  cette  aire. 

On  parvient  sur-le-c^iamp  à  cette  expression ,  ainà 
qu^à  celle  du  n®  précédent,  en  regardant  la  courbe  AMZ 
comme  un  polygone;  car  alors  l'élément  du  volume 
est  le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  MP'y  celui  d^ 
l'aire  est  le  tronc  4e  cône  décrit  par  lé  côté  MM'. 

269.  P insisterai  peu  sur  les  applications ,  qui  n'ont      \ 

par  elles-mêmes  aucune  difficulté.  Si  l'on  prend  l'équa- 

.  **  i 

tion  à  l'ellipse,  j'*  5=  -^  {iiax — **) ,  on  trouvera  que  le 

volume  d'un  segment  du  corps  qu'elle  engendre,  en      , 
tournant   autour  de  l'axe  désigné  par  2a ,  est  expri- 
mé par  I 

^  l{%ax — x^)Axs=i^(ax^ —  —  j  +  const.  (267),        j 

et  l'intégrale  étant  prise  depuis  «=  o  jusqu'à  ass=2a,     I 

donne  — -«^  pour  le  corps  entier. 

Quand  a  =  & ,  ce  corps  devient  une  sphère ,  et  son  vo- 

lume  est  -!__  ^  ainsi  qu'on  le  trouve  par  la  Géométrie    1 

élémentaire. 

Si  l'ellipse  était  rapportée  à  son  centre,  ou  qu'on  enl- 

ployât  l'équation  y^  b=  -^(a* — x^) ,  le  segment  serait 
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,  /  — 7(^'  —  ar*)da;=  ^-  (3a^x — «')  +  const , 

intégrale  qu'il  faudrait  prendre  depuis  «  =r  — •  a  jusqu'à 
'x=zay  pour  obtenir  le  corps  entier^  et  qui  donnerait 
alors  le  même  résultat  que  ci-dessus. 
'    On  aurait 


/ 


2arbdx  V/o^—  (a*  —  ^»*)«* 


a» 


pour    Pexprèssion  de   Vaire.    Lorsque    a  >  6 ,    cette 
intégrale  se  rapporte  facilement  à  Faire  dû  segment 

circulaire  dont  l'abscisse  est  x  et  le  rayon 


a» 


elle   est   logarithmique  quand  a<^b,  puisque  le  ra-^ 

dical  prend  alors   la    forme  l/a*+(A*— a*)jp*  :  enfin, 
si  l'on  suppose  a=b  ,  on  a  seulement 

'  fivadx  =  nxax  +  const, , 

intégrale  qui  donne 9  en  la  prenant  depuis  jç-^      a 
jusqu'à  x=xa,  l^a^  pour  l'aire  totale  de  la  sphère. 

270.  Je  considère  maintenant  les  surfaces  courbes 
en  général ,  en  les  rapportant  à  trois  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  au  moyen  des  trois  coordonniées 
AP  =x,  PM!^y,  MM^z.  fy.  53.  p,o.53. 

Le  segment  APGMM'QHD,  ayant  sa  base  APMQ 
8ur  le  plan  des  xy^  et  terminé  par  lés  deux  plans  PM'MG, 
Q'^fMHy  respectivement  parallèles  à  ceux  des  yz  et 
des  xz  f  et  par  la  surface  courbe  proposée  ,  est  néces- 
sRairenlent  une  fonction  des  deux  yariables  indépendantes 
X  /et^;  îl'^éut  s'étendre  successiyement  dans  le  sens  de 
chacune  9  ou  ysçrier  par  rapport  à  toutes  deux  simultané* 
ment.  En  effet,  si  l'on  suppose  que,  ^  demeurant  constant, 
Cale,  intégr*  24 


"1 


■jp  se  change  en  AP+Pp ,  ce  segment  s'accroHra  de  la 
tranche  P  GMM'n/mgp,  et  de  la  tranche  QHMM^nnhq^ 
si  l'on  fait  Tarier^sentde  Qq\  enfin  ai  «  et  ^  de- 
viennent simultanément  AP  +  Pp^  ^Q'hQqi  1« 
même  segment ,  ayant  alors  pour  limites  les  plans 
pI^Ng,  qN^Nh ,  différera  de  son  état  primitif  par 
les  deux  tranches  déjà  énoncées,  et  par  l'espèce  de 
prisme  tronqué  M'nm'rinMmN^  qui  n'est  autre  que 
l'accroissement  de  la  première  tranche^  lorsqu'on  y  fait 
-varier  y  seul  >  ou  celui  de  la  seconde  quand ,  dans  cette 
dernière,  on  fait  varier  x  seul. 

Si  l'on  représente  par  u  la  fonction  de  jp  et  de  j^  qui 
«xprîme  le  Tolume  du  w^eoX  APOitM  QHD  ^  il  est 
éyident  que  dans 'l'expression  du  changement  total 
de  cette  fonction  (4i)  9  ^es  termes  oit  4f  a  varié  seul 
donneront  l'expression  de  la  première  tranche ,  ceux 
o&  ^  a  varié  seul ,  celle  de  la  deuxième  tranche ,  et 
que  les  autres.appartiendront  au  prisme  tronqué  M*N\ 
on  aura  donc 

divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  hk^ 

et  passant  aux  limites  relatives  à  l'anéantissement  de 

d*tf 
h  et  de   k.  celle  du  second  membre  sera  t-t-*  Or 

dardy 

le  prisme  tronqué  iKf^iVtend  sans  cesse  vers  le  parallé- 
lépipède formé  sur  la  base  M'/u'iV^/i' et  l'ordonnée  ilfilfj 
et  peut  en  approcher  aussi  près  qu'on  voudra  ;  mais  si ,  en 
prenant  l'un  pour  l'autre  y  puisqu'il  s'agit  de  limites ,  on 

Substitue  Mm'  X  Mn  X  MM^  au  prisme  ItfNj  qa*on 
fasse  lifm  ou  Pp = A,  M'n'  ou  Qq::=:k,  le  rapport-^x* 


^  réduit  à  MM:=.%  :  il  résulte  donc  de  là  que  ---^  =  «l 

^  d«dy  ^ 
«t  que  pôîir  obtenir  le  segment  APOMM'QHDy  il 
faut,  par  l'intégration^  remonter  du  coefficient  dil^ 

d*M 
rentiel  %    .    à  la  fonction  à. 
•  wdy 

271.  Quoique  le  coefficient  dîfiérentiel  .-4--  soit  re^ 

Qxày  ^ 

latif  à  deux  variables,  on  peut  néanmoins  paryenîr 
k  la  fonction  dont  il  dérive,  par  les  méthodes  données 
pour  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule,  parce  que 
chacune  de  ces  variables  est  regardée  comme  cous*. 

,  Au 
tante  à  son  tour.  En  effet,  à  cause  de  -^  =  —^ 

AljQ 

on  aura  —^ày  =  ,tAy,  et  prenant  Pintégrale  de 
chaque  membre,  en  ne  considérant  comme  variable 
que  y  seul ,  il  viendra  ^  =^fsdy,  d'où  l'on  tirera 

dz^ 

j^  d*  =  di/id jK  ; 

intégrant  de  nouveau,  maii  par  rapport  k  x  seulement 
on  trouvera  »=:/d*/id;y. 

En  ne  considérant  cette  recherche  qne  du  côté  pu- 
rement analytique ,  il  est  évident  que  la  constante  qu'il 
faudra  ajouter  pour  compléter  la  première  intégrale  > 
peut  renfermer  x  d'une  manière  quelconque;  que  celle 
qu'on  mettra  à  la  suite  àe  la  seconde  int^rale  doit 
être  considérée  comme  une  fonction  quelconque  de  y 
et  cela ,  parce  que  toute  fonction  de  x  âcul  doit  dis- 


paraître  comme  une  constante  lorsqu'on  ne  4îfférentie 
que  pai^.  rapport  a  y ,  et  qu'il  en  est  de  inéme  de 
ti»u^e . fonction  de  y,  lorsqu'on  ne  difietentie  que  par 

L'ordre  des  intégrations  est  indilFérent  (4o)  (^).  En 

s'occupant   d'abord   de  la   variable  x  j  on  aurait  eu 

,  dw 

"^^u  dv 

r— r-  =  '^~- ,  et  de  là  ,  on  aurait  tiré  successivement 

-;-  =  fzdx ,       u  zizfàyfzAx^ 

'Ce  résultat  et  lé  précédent  s'écrivent  comme  il  suit  : 

u^=^JJzdydx      et       u=ffzAxày, 

en  faisant  passer  les  deux  dîfiTérentiélles  sous  le  der- 
nier signe  f,  ce  qui  est  permis ,  lorsqu'on  observe  que 
cbaque  signe  n'est  relatif  qu'à  l'une  des  variables  en 
particulier. 

Pour  éclaircir  et   confirmer  ce  qui  précède,  soH 

«==-Tïr; — Zf  i^  viendra 

L^  première  succession  d'int^rales  donne 

résiiltat  dans  lequel  JC  réprésente  urie  fonction  arbi- 


I  ,      •       '  >  K 


>■  .(  . 


(*)  M.  Cauchy  a  montre  que  i:eci  n'était  plus  gfinéralement 
▼rfti,  ldrsqu7H  s'agiâ!»ait'  d*intdgràies  définieé^  dn  en  trouvera  à» 
^wmi^les  dans  la  dt^nniaaitioiidequeiqueaTiines  de  cet  iRtëgraIes> 
àk'fin  4e  Cf(.oavçpg«.^  ^.  .       ,r>      -     *         •  . 


•  ... 


J 


traire  de  x ,  ajoutée  pour  oompléter  l'intégrale  ;  >  eii 
intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  Xy  et  faisant 
fXàx  =  X,  on  trouve 

r^fi^^  =/a*  C  î  -  H = i) + ^1 

L'intégrale  /  — arcrtang=  -  j  s'obtient  en  série, 
en.  mettant  au.  lieu  de  arc  rtang=  -  J  son  dérelopr 

pement*^—  ^  +  =-5  —etc.  (202)5  ^^  comme  il  faut, 

aprës  cette  intégration ,  ajouter  une  fonction  arbitraire 
de  ^ ,  en  la  désignant  par  Y^  on  aura  enfin 

JJ  ^  '\'y'~^^^    x^^     :i5^^J^l      ^^^- 

'  En  opérant  dans  un  ordre  inverse,  d'après  la  seconde 
succession  d'intégrales ,  on  trouvera 

=/^arc(t.ng=ï)+r. 
Mais  si  l'on  otiserte  qiie 

(taDg  =  î)=î~aro(tai.g=^), 


arc 


on  aura  ,  aprës   la  dernière  intégration  et  Vadditîon 
d'une  fonction  arbitraire  de  Xy 
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et  comnie  on  peut  comprendre  le  terme— ,ly  dans  là 

• 

fonction  arbitraire  Yj  ce  résultat ,  qui  se  changera  par 
là  en 

sera  le  même  que  le  précédent^  ainsi  qu'on  peut  s'en 
convaincre  en.  mettant  pour  arcf  tang  =*  )  «on  dére- 
loppement. 

27a.  Lorsque  l'on  regarde  ffzAxiy  comme  expri- 
mant le  yolume  d'un  corps,  il  faut  avoir  égard  aux 
Umites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  intégrale  » 
et  qui  tiennent  à  )à  nature  des  s.Mxrfiaces  par  lesquelles  le. 
corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  oit-  le  corps  est  fejwé 
par  quatre  plans ,  parallèles  deux  à  deu^ .  aux  plans, 
coordonnés  CAD  ^  BAD,  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  Mx  -abscisacs  «  =  a  ;  a;  =  a^  et  les. 
seconds  aux  abscisses  y=^b,  y=b%  on  prendra  l'inté- 
grale/sd^?,  depuis  4^= a  jusqu'à  s.=a\  en  y  regardant 
d'ailleurs  y  comme  constant  ;  et  nommant  P  le  résultat 
obtenu  >  il  restera  à  prendre  l'intégrale /Pd^,  depuis 
y  :=.b   jusqu'à   yzsib', 

îjorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
par  des  surfaces  courbes,  les  valeurs  extrêmes  de  l'une 
des  variables  sont  liées  avec  celles  de  l'autre,  ain^ 
qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant,  ou  il  s'agit  de 
trouver  le  volume  d'une  sphère  dont  le  centre  est  en 
^ ,,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  r. 


On   a  «•+^+«*==^''%  «t  pa**  conséquent 

puûy  en  supposant  y  constant  et  7^-^^=/*^ 
ontrouye  fzdx  =/a*V/r'»— s*  z=^^x^r*—9^ 


4-  i  /•  arc  ^sîn  =  0  (24sf). 


Cela  posé,  Fintégrale  fsdx,  exprîniant  Faire  de  la 
section  faite  dans  la  sphëré^  parallèlement  au  plan  des 
xx,e!tk  la  distance  AQ=.y  y  doit  être  prise  entre  les 
limites  de  cette  section ,  ^ui  sont  d'une  part  le  plao^ 
CAD  f  et  de  Vautre  le  cercle  BFEC,  suivant  lequel  la 
sphère  rencontre  le  plan  BAC.  A  la  première  limite 
iv  =  o,  à  la  seconde  xjsss  QF}  mais  cette  dernière  est 
liée  avec  AQ,  car  en  faisant  s=0;  on  trouve  :p*-j-^"=:r* 
pour  l'équation  du  cercle  BF£C ,  d'où  il  suit  que. .  • 

ÇF=2  V  r» — AQ  =  ï//^  — J'"=r  ;  et  par  conséquent, 
pour  une  valeur  quelconque  de.j^^.les  valeurs  es^trémes 
de  X  sont  o  et  /. 

Au  moyen  de  ces  valemrs ,  le  résultat  obtenu  |^us  b^ut 

se  réduit  à  y  /%  puisque  arc(sins=:  i)  :=  ~  ^   et  Pinte- 

grale  f(fyfisdx  devient 

Cette  dernière  doit  être  prise  dq^uis  la  plms  petite  Ti^a- 
leur  de  j^,  que  je  supposerai  nulle >  en  fermant  :d^  ce 
oôté  le  corps  par  le  plan  BAD ,  jusqu'à  la  jplus  grande, 
qui,  dans  le  cas  Acjtud ,  est  AC  =  r  t  le  volume  du  segr 
ment  ABCD^  qui  «st  lar  huitième  partie  de  la  sphère  i 


376  TBAtTÉ/éLisaMTAINB 

sera  donc-7r-,  et  par  conséquent  le  Yolume  de  la  sphère 

entière  sera  -^— • 

Il  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  peut  obtenir 
immédiatement  le  Tolume  de  tout  l'hémisphère  supé- 
rieur au  plan  BAC,  en  prenant  la  première  intégrale 

depuis  X  = —  ï/r* — y^  ]  usqu'à  :p  =  -f-  V^''*  —  y*\  car 
dans,  ce  cas  les  Talenrs  extrêmes  de  a:  •  se  terminent 
de  part  et  d'autre  à  la  circonférence  du  cercle  BFECy 
dont  AC  est  le  rayon ,  et  l'on  a  la   valeur   complète 

de  .jfid«=-  (r*-^j^).  Prenant  ensuite  l'intégrale 

dans  tonte  l'étendue  de  la  partie  de  l'axe  des  y  comprise 
dans  le  cercle  *BFEC ,  c'est-à-dire  depuis  l'extrémité 
àe  so»idiamètre,  située  derrière  le  plan  BAD,  oi  y         r, 

jusqu'à  l'autre  extrémité  C,  oicy'=:+r,  on  trouve  -^ } 

et  en  doublant  on  a ,  comme  ci-^essns ,  ~^— •  pour  la 
sphère  matière. 

273.  En  considérant  les  différentielles  comme  les; 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables,  on  peut 
négliger  Ik  différence  du  prisme  tronqué  iWiV,  au 
prisme  complet  ayant  pour  hauteur  M'3/,  et  le  regar- 
der ériôrs  cô^me  formé  de  petits  parallélépipèdes  ayknt 
podt*ba9e  le  rectangle'  ilfwi'iVV,  pour  hauteur  dz,  et 
étantpar  conséquent  exprimés  par  dordydiK.;  Pour  obtenir 
la  somme  àe$  parallélépifilèdes  contenais  âan6'  le 'prisme 
entier,,  il  iau*  intégrer,  cette  •éxpressioti*  par  Vaji>port  à 
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«  sevlemeiit,  ce  qui  donnera 

fâxàjiz  =  zâxdy , 

oomœe  on  l'ja  trouvé  ci-de^us. 

On  observera  ensuite  que  la  valeur  complète  de 
àyfzAx  est  l'expression  de  la  somme  des  parallélépi- 
pèdes contenus  dans  la  tranche  FHQqhfy  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  au  plan  BAUf  des  xz\ 
mais  fzàx  étant  l'aire  de  la  section  FHQ ,  il  s'ensuit 
que  la  tranche  infiniment  mince  FHQqhf^ent  être  re- 
gardée comme  égale  à  FHQX  Qq ,  c'est-à-dire  à 
l'aire  de  la  courbe  qui  lui  sert  de  base,  multipliée- j[)ar 
Fépaisseur  Qq.  On  toit  enfin  que  fàyfzAx  exprime  la 
somme  de  toutes  tes  tranches  semblables  comprises  dans 
le  volume  cherché. 

Il  est  évident  qu^on  représente  toutes  ces  opérations, 
en  cbnsidéran t  Fi  ntégrale  tr i pie  fffAxàyAz  dont  ch aque 
signé  se  rapporte  à  Fune  Aes  variables  a? ,  ;y  et  «, 

274*  En  général,  s'il  faut  déterminer  la  portion  du 
corps  proposé,  terminée  latpralciment  par  le  c^^lindre  A 
élev,^  perpendicul^ireraenl;  au  plan  BACyJ^,  54, sur  FIG.544 
la  courbe  donnée  E^N'G\  on  prendra  F  intégrale /^d;)s;» 
depuis  x:=^AP  jusqu'à  x^=iAp^  afin  que  l'expression 
dyfzAx  devienne  celle  de  la  tranche  MM'N'Nnn'ni^m. 
Liés  lignes  AP  et  Ap  ^  respectivement  égales  à  QM^ 
et  QN^y  seront  données  en  fonction  de  -^Q=^,  par. 
l'équation  de  la  courbe  EWG  dont  elles  sont  les  iJds- 
ciss^s;  en  les  représentaiit  pari^Cj^)  et/(j),  on  devra 
prendre  fzAx^  depuis  x'=.F[jy^  jusqu'à  x^f{y)y 
ce  qui,  comme  l'o'n. voit,  introduira  de  nouvelles  fonc- 
tions de  y  qtle  z  ne  renfermait  pas,  et  pourra  aug- 
iKiet)tei*' où  diminuer  là  difficulté  de  (a  seconde  inté- 
gration; Pour  obtenir  ensuite ,  dans  celle-ci  ;  la  -valeur 


/ 
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totale  de  Fetpaoe  eherché,  on  la  somme  des  tnadMi 
dmit  on  a  déjà  Pexpression  générale  ^  il  faudra  prendre 
fàyfftàx ,  depuis  y  =  AF  jusqu'à  ^=  AHy  Taleurs  qui 
répondent  aux  limites  ff  et  &  de  la  courbe  EN^^ 
dans  le  sens  des  y, 

n  pourrait  arrirer  que  le  contùur  E'N^C?,  au  Hea 
d*étre  une  courbe  continue  ,  fût  l'assemblage  de  pin* 
sieurs  portions  de  courbes  différentes-,  l'application  des 
principes  précédens  à  ce  cas  est  trop  facile  pour  c[u^l 
soit  besoin  de  s'y  arréten 

975.  On  panrient  à  l'expression  générale  de  la  dif- 
férentielle de  l'airo  d'une  surface  courbe  >  en  imaginant 
piG.  53.  cette  surface  partagée  en  zones,  telles  que  EGge^fig.  53 , 
par  des  plans  parallèles  à  Pun  des  plans  coordonnés, 
et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit  décou- 
pée en  portions  quadrangulaires  MmNn,  par  des  plans 
parallèles  à  un  autre  plan  coordonné.  A.  l'inspection 
de  laiîgure,  on  voit  que  l'aire  DGMH,  que  je  repré- 
senterai par  s  9  s'accrott  du  quadrilatère  curviligne 
^  GMmgy  quand  x  augmente  de  Pp ,  et  que  ce  quadri- 
latère s'accrott  de  MtnNuj  quand  y  yient  ensuite  à  aug* 
menter  de  Qq.  Un  raisonnement  semblable  à  celui  du 

n*  370  fera  voir  que  la  limite  du  rapport  de  :^ ■:== 

:        PpxQ% 

est  àcale  au  coefficient  différentiel  ■,    .   » 
^  !ixdy 

Pour  parvenir  à  cette  limite,  on  observe  d'4dbord 

que  les  quatre  plans 

w!M    et    ITthy    n'M    et    iVw», 

paraU^es  deux  à  dei»  aux  plans  des  «s  et  des  yit$ 
et  quidé^raiinentle.qiiadrilatèrecQ«rbe.ilfmiV»,dét<»r- 


minent  aa9ti>  sur  le  plan  tangent  an  point  M,fig*  55 y  fio.55. 
un  parallélogramme  MXZY  j  sur  lequel  toutes  les 
lignes  tirées  du  point  M  seraient  tangentes  aux  diverses 
sections  que  feraient ,  dans  le  quadrilatère  courbe , 
des  plans  menés  par  Tordonnée  M'M^  et  auraient  avec 
les  ares  d»  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
Yers  l'unité  (63)  \  on  peut  donc  ^  dans  la  limite  cher- 
chée,  substituer  au  quadrilatère  courbe  MmNn^  le  pa- 
rallélograranae  MXZY ^  dont  Paire  est  à  celle  dis  sa 
projection  M*Tr{N'n\  comme  le  rayon  est  au  cosinus  de 
l'angle  compris  entre  le  plan  tangent  et  celui  des  xy  (*). 
Or^  la  normale  MG  et  l'ordonnée  M' M  étant  respeôti- 
vement  perpendiculaires  à  ces  plans  ^  l'angle  qu'ils  com- 
prennent sera  égal  à  GMM'y  et  aura  par  conséquent 
pour  cosinus, 

M'M  I  ,  .r  N 

ce  qui  doni|$    « 

MXZY=  Sfm'ITn' .  ^,^=d«l^t/ 1 +/>•+?*  i 
on  a  doiijC 

ob  il  faut  dbserver  que  d^fàx^^i+p^-i-q^  représente 
Faire  de  la  zone  FBhf,  fig.  53.  »W'53, 

2^6.  Si  l'on  prend  encore  la  sphère  pour  exemple» 
son  équation  «•  -(-  ^*  -f  «*  =  r%  donnera 

%  .       %  ■  .2 

^  O  y  oyez  poar  cetie  proposition  le  u»  6o  du  CompUment  des 
Elemens  de  Géométrie  ,  '  et  pour  ce  qui  précède ,  Te  Traite  in-^**^ 
t.  n ,  p.  198,  note^  "  .        • 
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et 

posant  ensuite  r"— ^*=:r ',  cette  intégrale  devîendra- 
r /— 7==^  =  r,arc(sin  =  -7  j  (i86), 

qui,  prise  depuis  ar=o  jusqu'à  5f=r  =  v/r* — ^j'*,  es* 
^ale  à  -,  et  ne  laisse  pour  la  seconde  intégration  que 

frr  ^,  ^r 

-fày  =  -y- 

Il  est  aisé  de  voir  que ,  comme  on  n'a  pris  le  radical 

V^r*— ar* — y^  qu'avec  le  signe  -+•>  ^^  ^^  dû  obtenir 
que  la  portion  d'aire  supérieure  au  pUp  des  jpj^,que,  de 
plus,  les  limites  assignées  à  x  n'embrassent  qu'unç  moitié 
de  la  partie  supérieure  de  la  zone  perpendiculaire  à  l'axe 
des  y,,  et  .qu'ainsi  la  zone  entière  serait  exprimée 
par  nxry  ,  c'est-à-dire  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle ,  multipliée  par  la  portion  du  diamètre  compris 
entre  les  plans  qui  terminent  cette  zone ,  résultat  con- 
forme à  ce  qu'on  a  vu  dans  la  Géométrie  élémentaire. 
Quant  aux  limites  de  y  y  it  est  évident  qu'il  faut  prendre 
—  r  et  +  '*>  lorsqu'on  veut  obtenir  l'aire  totale  de  la 
sphère. 

2^7.  L'application  de  l'Analyse  à  la  Mécanique  con- 
duit souvent  à  des  intégrales  triples  de  la  forme 

jffF'^xàyàz ,  dans  lesquelles  la  fonction  V  peut  ren- 
fermer les  trois  vanalbles  Xy-y^  2,  considérées  comme 
indépendantes  les  unes  des'  at(tres ,  en  sorte  que 
chaque    signe  d'intégration   ne    tombe  que   sur  une 
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d'elles  en  particulier  (273).  11  -est  aisé  de  voir  que 
ceâ  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d'une 
fonction  u  dépendante  de  trois  variables  s6y  y^  «, 
et  dont  on  .ne. connaît «ique  lé  coefficient  différentiel 

d  I^  ■-;'       /"      '     4«      ■        •  d  14 

-r-^ — 7- ,  donné  par  réqùatîon  ,  ,  ,  ■  =  V\  car  '  00 
dkAyàz.  T  ^;  dxàyàz     ..       . 

tire  de  là ,  en  opérant  coinme  dans'  lé  d^  27  ï  ^  :  i\  en 

regardant  jp  et ^  coînnie  potçtans I         '    .  .*' 

« 

^u  ssdJË^— r^d        d*M  ^    ,    4.  T» 

'    àxàyà%  AxAy'^'^      '  ■  àxAy     ^      *"'"     «' 

« 

2^  étant  une  fonction  arbitraire  *de  «  et  de  ^  ;  2®.  en 
regasdant  jp  et  c  éonmiB  obnatans  >    > .      t ,       , 

T*'  désignant  la  fonction  arbitraire  àpx  et  de  y^  résul- 
tante àB/T"dy,  et  5'  une  fonction  ax4)itrairq  de  4P  et  de  2  ^ 
3^.  enfin ,  en.  regfurdant  yeXx  commie  constans ,  ^ 

^dar  =  d:ir/dj/rda+rd;p  +  ^d*,    ' 

ii=/d*/d^/rdiK4-^+^+H,  • 

ITei  S  représentant  des  fonctions  arbitraires  résultantes 
de  fl^àx  et  de  fS^dx  ^  et  R  .étant  une  fonction 
arbitraire  de  j'  et  de  a  iïintégralel'iïoin^lète  renfenrie 
donc  trois  fonctions  *  arbitraires ,  savoir  ^  une  dé  **  et' 
de  y ,  une  de  x  et  de  «;,  et  une  de  y  et  dé  z.  En  réu- 
nissant les  différentielles  sous  le  de^i^ie^  signe  d'intégra*^ 
tion,  fdxfdyfFdz  devient  ffp^dxâyâz,i:ttsiy  sous 
cette  dernière  iR3i*Me,!la  nièaie  signifiteritofu  qtie  80U3  la 
précédente.  ...      ».  ... 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  On* re- 
viendra du   coefficient  diffei'entiel  d'un   ordre  quel- 
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conque  d*uiie  fonction  de  plnneurs  TarâUesi  à  cette 
fonction  elle-même»  Les  fonctions  arbitratres  intro^ 
diiites  ici  n'ont  rapport)  comme  dans  le  n®  27:19 
qu'au  cas  oii  les  intégrales  sont  prises  entre  des  limites 
pour  lesquelles  les  variables  x,  ^  et  z  sont  indépen- 
dantes  les  unes   des  autres;  mais  le  plus  souTent^ 

Vintégrale  relative  à  m  doit  être  prise  depuis 

ff  =FÇx ,  y)  jusqu'à  «  =/(*»  y) ,  F  et /étant  des  fonc- 
tions données;  l'intégrale  relative  à  y,  depuis  y=Fi(s) 
jusqu'à  ^=yî(*) ,  et  enfin  l'intégrale  relative  à  s^ 
depuis  4P=:a  jusqu'à  x^s^a. 

m 

De  Vintégration  des  dij^rêniielles  totales  eojh 
tenant  plusieurs  variables  indépendantes^ 

278.  Les  fonctions  contenant  plusieurs  variables  in- 
dépendantes^ ont  deux  sortes  de  différentielles,  savoir, 
des  différentielles  partielles  et  des  différentielles  to- 
tales (4^);  on  a  déjà  vu  dans  les  n**  27 1-,  277,  comment 
on  pouvait  remonter  d'une  différentielle  partielle  ex- 
primée par  les  variables  indépendantes  ^  à  la  fonction 
primitive ,  et  que  ce  problème  est  toujours  possible, 
puisqu'il  se  rapporte  immédiatement  à  l'intégration 
d'une  différentieUe  à  une  seule  variable.  Il  n'en  est  plus 
de  même  quand  on  prend  au  basard  une  expression 
de  la  forme  Mdx  +  ^dy,  pour  la  fd^érentielle  totale 
d'une  fonction  de  tiiob  variables,  parce  que  l'équation 

j-r-  =:;  yr-  (4®)  établit,  entre  les  quantités  M  ^Nf 

une  relation  saiis  laquelle  elles  ne  peuventJériver  d'one 
même  fonction  primitive. 
En  effet  I  si  Vçn  pose 

duz=iMàx  +  Ndjf 


il  en  résube 

et  par  Oonséqueat  , 

ày        dx' 
Il  faodra  donc  qu^  toute  expression  Mdx  +  Ndy 
quand  elle  sera  la  diflférentîelle  totale  d'une  fonction 
des    variables   x  et  j,  rende,  identique  Péquatîon  ci- 
dessQs;  et  alors,  pour  remonter  à  son  intégrale  m,  on  aura 

du  ' _       du 
^~  di'         ê^'  ^'^^  ^'^°  déduira  la  râleur  des  dif- 
férentielles partielles. 

En  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à  x,  par 

exemple»  il  viendra  ^dx^Mdx,  et  par  conséquent 

tt=/a/dar+  F.  On  ajoute  dans  ce  cas,  comme  dans 
•  celui  du  n**  ^71 ,  une  fonction  arbitraire  de  ^,  puisn 
que  rint^ation  n*a  eu  lieu  que  par  rapport  à  la 
variable  or;  mais  ici  cette  fonction  se  détermine 
parce  que  la  valeur  de  u  doit  satisfaire  encore  à  l'équa- 

tie»iV=£^-. 

L'équation  u=f7lfdx+Y  donne 

di«_djÇI^       dY 
dy~     dy     '^  dy^ 
repréfentant  fiUdx  par  i^,  on  aura 


A*^  V&tk  firâ'a 


duj^dv      dY 
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iy  ày' 

et  en  intégrant, 
on  trouTcra  donc 

telle  èSt  l'intégrale  de  la  fonction  proposée.     ' 

il     •  .        I  ,   . . ■  .    •  j'A 

Ce   résultat  fait  voir  que  la.  fonction  /V  —  ^  ne 

doit  renfermer  que  la  seule  variable  jk>  sans  quoi 
il  ne  serait  pas  vrai ,  comme  on  Pa  supposé^  que  itfdx 
et  Wdy  fassent  les  différentielles*  partiielles  d'une  même 

fonction  W.  Il  suit  dé  là,  que  la  fonction  -^—  jj»  "^ 

cbnteriànt  pas  x,  ne  doit  pas  varier  par  rapiporta  cette 
quantité,  et  qu'ainsi    •         ^  '  '     \ 

diV   .     d,V   _^  ■  ^ 
.    ;  Ax.      àxày  ' 

mais  on  a 

dV  dV  .   .     dAT  ^^    di' 


__.  _Pjîl,,^  Jiî    et— =itf:' 


...  ï 


àxày       ày^x       Ay 

il  vient  donc  "    r     ^  _- 

dV        àM    ^  AN      dM_ 
AxAy        Ay  Ax        Ay 

Cette  condition,  tçouyée^^luêteut^ est  par  conséquent 
la  seule  nécessaire  pour  aàsuret'l'intégrabilité  de  la  dif- 
férentielle MAx+NAy\  et  quand  elle  n'est  p^  yiemplie, 
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Pexpression  proposée,  ne  pouvant  résulter  de  la  îlific- 
rentkîtion  d'une  fonction  primitive  k  deux^^ariable^j  ne 
saurait  être  une  différenli'eîte  exacte.. 


279.  La  fonction-^  >   t'    a    étant  écrite  jiinsî 


9 


^  :2_.  Ja?  — ^ ---; — Ay. 

4laniie  sucicessivement 


,  ày  ~{x^-^y^y'^  dx' 

Ax 


/»^-=/4^= 


^Toîi  w=^  arc  (  tang  =  -  )  +  F. 

'Difirér«ntîant  et  faisant  tout  varier ,  on  trouvera 

;9Con)paraift  «ivec  la  fonction  proposée ^  on  aura 

diF=«o.,  d'où  Y=:€onsi.f 
^t  par  conséquent 

J'yàf^^f^==;^tc(\»ni=^%^  +  a,mt.  (' 


% 


{^)  Je  me  &aU  arrête  sar  cette  intégration ,  parce  qa*elle  sert  (k 
fiasc  à  une  démonstration  très  élégante  cki  princi|>e  cie  ]a  composi- 
Uon  des  forces,  donnée  par  M.  Laplace,  danss&ilfdc^Ai^ue  céûsie^ 
Cale,  intègr,  nS 
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Soit  encore  la  fonction 
en  la  comparant  ai^ec  la  formule  Max  '+  Wclj^,  on  a 

d'où  l'on  déduit 

AM^a^y+V~+y^  y^ ^      v 

ày  s^  s^^\/x^^y^' 

diV^2j^4-flV/^^NP7*  ^ . 

d:i?  '       !K?  x^\^x^+y^^ 

ces  valeurs  étant  réduites ,  donnent 

dM  _  2j;  ,     Jf*  +  ^y^    _  diV 

dy  ■*■  a:^  ^  x^y/^F+y       Ax  * 

et  par  conséquent  la  fonction  proposée  peut  s'intégrer 
immédiatement.  On.  obtient  d'abord 

fMAx  =  1*  -  £3  +  J'/$  V^^T?  i  ^ 
mais  rralégration  par  parties  donne 

et  faisant  V^*'H-^*=y«,    on,  trouve,    en   opérant 
comme  dans  le  n"  ig8, 


J 
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donc      JMih  =  ]x  —  ^\—^-  ^**  t  ^* 

4-ïl- -«'. 

On  a  ensuite 


^      dp_       X/x^+y  , j' 


9  ^,ft 

+ 


dy  2**  2*V**+^ 


<roii  il  sésulte  F=^l^  +  oow«^.,  et  enfin 


ii(=^:l±^±^) +«.«*.. 


28o«  Les  différentielles  contenant  un  nombre  quel- 
conque de  Tariables^,  s'intègrent  par  une  extension  de  la 
méthode  précédente ,  qu'il  suffira  d'appliquer  aux  fonc- 
tions de  trois  variables.  Soit 

MAx  +  Niy  +  PAz 

«ine  différentielle  de  ce  genre  >  M^  N,  P>  désignant  des 
fonctions  de  jp,  j  et  2;  en  y  supposant  alternatiTement 
dz,  dj^^  Ax  nuls,  c'est-à-dire  en  regardant  tour  à  tour  Zy 
y  et  X  comme  constans^on  doit  successivement  obtenir 
trois  différentielles  exalctes  entre  deux  variables,  savoir, 

MAx+NAy,     MAx+PAz,     NAy+P^z, 

desquelles  il  résultera  nécessairement 

AM _AN    AM_AP    AN_AP       ^ 
lf~A^'    dz  ^  d^'   dz~Ây  ^^'  ^' 

25»  • 
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liOrsque  ces  ^uations  de  condition  sont  vérifiées  ^  la 
différentielle  proposée  est  exacte^  et  peut  s'intégrer  en 
commençant  par  opérer  sur  l'une  quelconque  des  diffé- 
rentielles à  deux  variables  qu'on  en  a  déduites.  Si ,  par 
exemple 9  on  a  fait  à  la  première,  Mdx-^Này,  l'appli- 
cation du  procédé  du  n^  278,  et  que  le  résultat  soit 
représenté  par  v,  on  aura 

Z  étant  une  fonction  de  z  seul^  et  provenant  des  termes 
de  la  fonction  primitive  cherchée ,  qui  ne  contiennent 
pas  X  et  y.  Cela  posé,  si  l'on  difPérentîe  l'équation  ci- 
dessus,  en  7  faisant  tout  varier,  il  viendra 

^-di'^-ày'     ^  — d*+ds- 
La  dernière  de  ces  équations  donne 

dZ_  p_di; 
d«  ■"  da' 


d'où 


^=f(P-^)d-+const., 


pourvu  que  P  — -5-  ne  contienne  ni  *,  ni  ^:  on  doit 

donc  avoir 

dP__*V_         dP        dV    _ 
àx        àxds         *     dy        dyd%         ' 

ce  qui  Tcvient  à 

dP_dilf_  ^_i?^  — 

dji;        dz  *      dy        ds  ' 

en  intervertissant  l'ordre  des  deux  différentiations  indi« 


J 


r" 
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quées  sur  p ,  et  mettant  pour  t"  et  -r-  leurs  valeurs  M 

et  iV.  Les  deux  conditions  que  je  Tiens  de  trouver^ 
jointes  à 

dj        àx 

que  suppose  Tintégration  de    la   différentielle 

Mdx'^Ndyy  étant  les  mêmes  que  celles  qui  se  sont 
présentées  au  commencement  de  l'article,  font  voir  qœ^ 
ces  dernières  sont  suffisantes  pour  constater  l'intégra- 
bilité  d'une  fonction  différentielle  quelconque  à  trois 
variables;  et  lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  satis- 
faites, la  proposée  ne  peut  dériver  d'aucune  fonction 
primitive  renfermant  le  ménie  nombre  de  variable^ 
indépendantes. 

En  général ,  il  est  visible  qu'une  différentielle  exacte 

comprenant  n  variables,  doit  présenter  — -—  difFé- 

rentielles  exactes  a  deux  variables ,  ce  qui  fournit 
un  pareil  nombre  d'équations  de  condition;  et  de  là 
on  peut  s'élever  aux  conditions  que  doivent  remplir 
les  différentielles  des  ordres  supérieurs  :  mais  elles  s'of-? 
friront  presque  d'elles-mêmes,  dans  le  Calcul  des 
variations j  qui  entre  dans  le  plan  de  cet  ouvrage, 
c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ici  (*). 

281.  Le  procédé  suivi  pour  obtenir,  dans  le  n**  278, 

l'expression  de  y-,  équivalente  à  — t — ,  conduit  à  une 

formule  très  utile,  qui  apprend  à  différentier  sous  le 
signe  f,  par  rapport  à  une  autre  variable  que  celle  à 
laquelle  il  se  rapporte. 

(*)  Voyez  d'ailleurs  le  TraW  in-4®,  t-  H  ^  P  a3^' 


^ 
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£n  effet,  l'équation 

dV  _  dilf 

dardy  ~"  dj^  ' 
revenant  à 

%      dJ/    ,  **d^^        dM^ 

-T^  =  -T—?  donne  -^  dx  =  -7—  djf> 
dx        ay  dx  ay 

et  cliacan  des  membres  de  cette  dernière  étant  intégré 
par  rapport  à  x,  il  vient 

hm  djr      J     dy  ày  .       J    dy       ' 

en  remettant  pour  v  sa  valeur  fMix  (*). 

('*')  Leibnitz,  à  qai  ce  théorème  est  dû,  l'appelait  «^(/ferenfia- 
tio  dé  curvâ  in  curt>am<,  parce  que  dans  la  questioa  qu'il  se  pro- 
posait de  résoudre,  il  passait  d'une  courbe  à  une  autre  de  même 
espèce ,  en  faisant  Tarier  noe  constante. 

On  y  parvient  aussi  en  chercLant  immédiatement  la  différentielle 
de  yil/dx,  par  rapport  ^y\  car  il  est  évident  que  pour  obteoir 
cette  différentielle ,  il  faut  substituer  ^  +  d^  à  j*  dan»  la  fooc* 
tioQ  fMàx^  qui  devient  alors 

ÇCm -^^ày-h etc.  )  dx :=:fMàx  +  T  j^ dxd^+ctc. 

T=ifMàx  -^àyl  —  djf  +  etc. , 

puisque  le  signe  f  n'est  relatif  qu'à  la  variable  x  \  on  anra  donc 

Ay      ""_/    ày 


,  -tlt,. 


De  VintégratJùB  jdes  équations  différentielles 

W  deux  variables. 

De  la  séparation  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre, 

28a,  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  supposé  que  les 
coeffîciens  différentiels  de  la  fonction  cherchée ,  étaient 
exprimés  immédiatement  par  le  moyen  de  la  variable 
indépendante;  mais  le  plus  souvent  on  n'a  qu'une  équa- 
tion différentielle  qui  renferme  aussi  cette  fonction. 
Pour  le  premier  ordre ,  Téquation  différentielle  , 
lorsqu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à  dx  et 
à  dy,  a  nécessairement  la  forme  Mdx-^Ndyz^o.,  et 
elle  exprime ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  n*  4^  9  ^°®  ^^* 
lation  entre  la  variable  x ,  la  fonction  y  et  son  coeffî*» 

cient  différentiel—. 

dx 

Le  moyen  qui  s'est  offert  le  premier  aux  Analystes , 
pour  découvrir  l'équation  primitive  dont  celle-ci  tire 
son  origine,  a  été  de  chercher  à  réparer  les  variables, 
c'est-à-dire  à  ramener  l'équation  Mdx  -}-  iV<Lly=o  à  la 
forme  Xdx  -f*  Ydy  =1  o  ^  X  étant  une  fonction  de  x  seul , 
et  Y  une  fonction  de  y  seul.  En  effet,  lorsqu'on  est 
parvenu  à  ce  point,  les  termes  Xdx  et  Ydy  ^'intègrent 
par  les  méthodes  enseignées  précédemment,  et  l'on  q 
fXdx + pTdy  =i  C  ^  C  désignant  une  constante  ar- 
bitraire. 

Pour  donner  un  exemple  des  x^as  où  l'^^quatiôtl 
différentielle  se  présente  immédiatement  sous  la  forme 
ci-dessus,  soit  x^^dx'i^ y^dy  =:oj  on  trouvera  sur-le- 

champ  — ; h  -=^-- —  =:  C, 


^ 
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Si    Féquation    proposée    était    yd*— *dy  =  o,  la 

séparation  serait  facile  a  effectua, l|te  l'on  voit  qu'en 

ôx     xty 
divisant  par  jy ,  on  tronrerait =^  =  o;    prenant 

•   *      y 

séparément  l'intégrale  de  chaque  terme  de  cette  der* 
nîèrc,  on  aurait  I*  —  ]y  =  C,  eu  1  -  =rC,  et  puisque. 
Ton  peut  regarder  la  cûnsl»nte  arbitraire  comme  un 
logaritTime  ^  on  en  concluraît  I-  =Ic.  En  passant  aux 

nombres,  il  viendrait  -  =c,  on  xz=zcy^ 

Après  cet  exemple ,.  on  reconnaît  sans  peine  que  la 
séparation  des  variables  s'effectuera  de  la  même  manière 
dans  les  équations  Fdif.— Xd^=:o,XFid«— FX,dj':=o; 
car  la  première  donne 

d*       d^ 

Y-y— «' 

et  la  seconde 

Xâx       1  *<fy 

•  dv    ■ 
En  général ,  sa  ,  lorsqu'i^n  prcod  la  valeur  d0  —^  dans 

■  '  "     dv 
l'équation' proposée,  on  ti'oure -p=:jrJ(,    il   est  facile 

d'en  tirer' 

Xi]x^^^  —  o, 
et  par  conséquent 


pCAx  —  f 


s  €. 
383.  Il  y  a  encore  un  cas  très  étendu  o&  l'on  se- 
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pare  facilement  les  variables  j  c'est  lorsque  M  et  iV 
sont  des  fonctions  homogènes  de  x  et  de  y.  Ou  s'appuie 
pour  cela  sur  ce  quç,  si,  dans  une  foncfwn  algébrique 
des  quantités  x,  y ,  z,  etc.  j  ou  la  somme  des  exposons  de  ' 
chacune  de  ces  lettres  est  la  même  pour  tous  les  termes, 
et  égale  à  va,  on  substitue  Px  à  jj  Qx  àz,  etCt,  le  résulta^ 
sera  divisible  par  x".  En  effet ,  un  terme  quelconque  de 
cette  fonction  étant  de  la  forme  ^jc"jPjs'' etc.,. deviendra 

par  la  substitution  indiquée ,  AP^Q^ ^n+p+?-i-«te. . 

mais  par  l'hypolbëse  on  a  dans  tous  les  termes. .  • 
n  +  />  +  <7  +  etc. . . .  =  771  :  donc  «"*  sera  facteur  com- 
niun.  Il  suit  de  là,  que  si  la  fonction  proposée  était 
égal^  à  zéro ,  ou  bien  qu'elle  fût  une  fractipn  ayant 
pouriSumérateur  et  pour  dénominateur  deux  polynômes 
homogènes  du  même.degré,  la  quantité  ar  disparaîtrait 
entièrement  du  résultat. 

D'après  ce  qui  précède,  il  suffit  de.  faire  y==-xz^ 
pour  séparer  les  variables  dans  l'équation  Mcl.r+-^dj=:o. 
En  effet,  les  fonctions  M  et  JV prennent  la  forme  Z*'"> 
-Zr,A?*",  Z  et  Z,  ne  renfermant  que  la  nouvelle  va- 
riabU  «;,  divisant  alors  par  at"*,  et  mettant  pour  dy  sa 
valeur,  adjf  +  a;dz,  il  vient  Z^X'\-  Z ^{zi\x -^xd^z^-^r-o ^ 
résultat  qu'on  peut  changer  en 

dar    ,      Ztxàz 
X  ^Z+zZ, 


et    d'où  l'on  tire 

Ziâz 


n*h 


z=za 


Z  +  zZ, 

J'appliquerai  d'abord  cette  transformation  à  l'équa- 
tion 

xAx  '\-  yày  ==  nyàx 
qui  .devient     - 
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(ar— 7iy)dar  +  yày  =  o  , 
en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre;  f  aurai 

J    X  ^J  I  —  i»a  +  a*         ' 

ou  k+  f Î^.  =  C.  L'intégrale  C  J^^     . 

peut  se  simplifier  en  observant  que 

zAz  I  ^zdz'-^ndz       i  nàz 


I — /iJ5  +  «*       2  1 — »a  +  js*       2  1 — nz-^z*^ 
car   il  Tient  alors 

2      ^  ^        '     ^2J    I— 7l«+S* 

L'intégrale  qui  reste  à  obtenir  dépendra  des  loga- 
rithmes si  -  ^  I ,  des  arcs  de  cercle  si  -  <^  i ,  et  sera 

2  2  . 

algébrique  si  -  =  i .  Je  ne  rapporterai  que  le  résultat 

relatif  à  ce  dernier  cas  :  / : — :  devient  alors 

J  ï— 7i«-f-a* 

/*    ^dz  2  . ,  ..XI,         X. 

^--^^^-—,     l(.-„a  +  a-)  =  l(.-.)S 

et  l'on  a  par  conséquent  lar  + 1  (i  — z)  -1 ^rCjOu 

1(«— v)H =  6",  en  remettant  pour  z  sa  va- 

* — y 
leur  - . 

Le  terme  -^ peut  être  changé  en  un  logarithme, 

X      y 

en  observant  que,  par  la  définition  des  logarithmes 
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népériens ,  une  quantité  quelconque  u  est  le  logarithme 
du  nombre  e";  et  d'après  cette  remarque,  on  écrira 
l'équation  précédente  sous  la  forme 

l(r— ^)+lc*^  =  lc, 
dont  on  déduit  successivement 

m  m 

\.{x— yy-y  =\c ,    et     (ar  — ^>*^  =  c.     . 

Il  est  à  propos  de  faire  attention  à  cette  manière  de 
passer  des  logarithmes  aux  nombres ,  parce  qu'on  l'em- 
ploie souvent. 

Soit  encore  à  intégrer  l'équation 

xdiy  —  ^dar=  Ax  y  x^  -f"  J^* 

En  faisant  y-^zxzj  et  divisant  par  x  tous  ses  termes  » 
réunis  dans  un  seul  membre ,  on  trouvera 

darV^i  +a*  —  xdis  =  0, 
1^    ce  qui  donnera 

Ax  da       

X      ^T+^^ 

.    On  obtiendra  ensuite,  par  l'intégration  de  chaque  terme 
en  particulier, 

Ix — \(z+  yi+z*)^=z]c  ,  ou     r-==  =  c; 

et  remettant  pour  z ,  sa  valeur  -  ,  il  viendra 


x^ 


=  c,    ou 


en   multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre 
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par  ^—  V/**+^*  :  faisant  disparaître  le  radical;  on 
aura  enfÎB  s*  =  cî*  -J"  2cy. 

284*  L'équation  P 

.  (a  +  mx  +  ny)dx  +  (^  +JMf  +  yy)dy  =  o , 

peut  facilement  être  rendue  homogène.  En  substi- 
tuant ^-(-«  à  la  place  de  jp^  et  u-f-/3  à  cq||e  de  y^ 
on   a  dar  =  d^,  dy  =  dM, 

on  fait  disparaître  les  termes  constans,  en  posant  les 
équations  a  +  ma  +  n8=:  o,  t  +/)« + ^^8  =  o,  au  moyen 
desquelles  on  détermine  les  quantités  «  et  /8 ,  et  il  reste 
alors  l'équation  difTérentîelle 

(mû -f-  nu)dû  -f-  (j)t  +  qu)du  =  o  , 

homogène  par  rapport  aux  nouyelles  yariahles  u  et  t 

La   transformation   précédente    est   la   même    que 

celle  dont  on  se  sert  pour  changer  l'origine  des  cooi^ 

données  sur  un  plan  (Trig»  122)  :  elle  ne  donne  aucun 

résultat  quand  mq  —  /»/>=:  o,  cas  dans  lequel  les  ra-    ^ 

leurs  de  «  et  de  iS  deviennent  infliges;  mais  alors  on 

np     j,  , 
a  a  =  -i-  ,  d  ou 
m 

px  +  qy=^(^mx  +  ny), 

et  Téquatiou  proposée  se  changeant  an 

a(\x  +  bdy  +  {mx  -+-  ny)  T  dof  +  ~  d^  j  =  0 , 

il  suffit  de  faire  mx  -|-  w}'  ==  z ,  pour  y  séparer  les  va- 
riables. 

En  substituant  celte  valeur,  ainsi  que  celle  de  dy^ 
qui  en  résulte ,  et  dégageant  d^  ,  on  trouve 
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ax  +   ■  ■      •* — ^— nr  o  •  • 

amn  —  oot*  +  (.^^  — pni)% 

<||aat!on  dont  l'intégrale  renfermera  Aes  logaritlimes  > 
excepté  lorsque  mn — pm=:o,  d'où  il  résulte 

2bmz  -4-  »a*  ^ 

X  + — f- --  =  C, 

Ij  2,{^amn — omr) 

La  substitution  de  st ,  au  lieu  de  inx  r|-  n^ ,  a 
0iangé  l'équation  proposée  ^n  unç  autre  oà  l'-une  des 
yanrîables  n'entre  que  par  sa  difierentielle;  et  il  est  facile 
de  Toir  que,  quelle  que  soit  l'équation  sur  laquelle  on  ait 
produit  cet  effet,  on  pourra  lui  donner  la  forme*  • , . 
dar+Zd«=o,  Z  étant  une  fonction  de  z  seul,  et 
qu'on  en  tirera  x + /Zda  =  C 

a85.  La  séparation  des  variables  s'opcre  d'une  ma- 
nière très  simple  sur  l'équation  ày-^  Pydx=iQdxy 
dana  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  quel* 
conques  de  x.  En  y  substituant  Xz  et  zdX  +  Xdz ,  au 
lieu  de  y  et  de  dy ,  elle  devient 

zdX.  +  Xdz  +  PXzdx  =  Çdx  ; 

la  quantité  X  étant  considérée  comme  une  fonction 

indéterminée  de  a;  ,  il  est  permis  d'en  disposer  pour 

partager  l'équation  précédente  en  deux  autres  ou  les 

variables  puissent  se  séparer  :  or,  il  est  facile  de  voir  que 

cette  condition  sera  remplie  si  l'on  fait  Xdz+PXzdx^zo^ 

ce  qui  donne  zàX=z  Qdx,  En  divisant  la  première  de 

ces  équations  par  X,  elle  se  réduit  à  dz-j^Pzdx^^ioi 

dz 
en  en  tire  —  +  Pdx  =  o  ,   la  -j-/Pdap  =  le  ,    et    en 

z 

passant  aux  nombres,  z=: ce^'  •  Prenant  ensuite  la 

yaleur  de  dX  dans  la  seconde  équation,  après  j  avoir 
substitué  celle  de  z  que  l'on  vient  de  trouver,  on  aura 
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et  par  conséquent  f 

puisqu'on  peut  changer  en  C  le  produit  arbitraire  Ce, 
ce  qui  montre  qu'on  aurait  pu  faire  ]c=^o. 

L'équation  Ay  +  PyAx  =  Çd* ,  remarquable  parce 
que  la  \ariable  y  et  sa  différentielle  ne  s'y  trouvenî 
qu'au  premier  degré,  s'appelle  ^  à  cause  de  cette  cir* 
constance,  équation  linéaire  du  premier  ordre,  déno- 
mination que  j'ai  cru  devoir  changer  dans  celle  d'équa- 
tion du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (*). 

286.  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  da 
Calcul  intégral  9  classaient  les  équations  différentielles 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  celles  qai  n'en 
ont  que  deux ,  et  dont  la  forme  est  par  conséquent 
^u^s^Az  =  «tu*zfAu  y  les  variables  se  séparent  sur-le- 
champ,  puisqu'on  en  tire  /8z'*~'^d«  =  flez**~«'d/A;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  des  équations  à  trois  termes, 
comprises  dans  la  formule 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  diti- 
-sant  tous  ses  termes  par  yu^zf\  elle  deviendra 


{'')  Le  mot  linéftire  est  impropre  ;  il  est  tclaiif  la  la  Géométrie» 
ot  en  rappliquant  aux  équations,  on  a  eu  en  vue  la  ligne  droite, 
dans  réqnation  de  laquelle  l'ordonnée  et  Tabscisse  ne  se  trouvent 
-qu^au  premier  degré  :  on  ne  saurait  donc  regarder  comme  linéaires 
des  équations  telles  ^ue  ây-j^Pydx=  Çdar,  qui  appaitlcuncntlc 
plus  soQTent  à  des^  courbes  transcendantes. 
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supposant  ensuite 

on  aura 
d'où 

et|  en  faisant  pour  abréger, 

_±z/  — „  '_=£_  — ™ 

il  en  résultera  l'équation  dy  +  ^y"àx  =  ax^dx. 

287.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  qui  rentre 
dans  l'équation  du  premier  degré,  est  celui  oh.  nr=z2  ;  on 
tombe  alors  sur  l'équation  dy  +  by^dx:=:ax^dx,  traitée 
pour  la  première  fois  par  Riccati|  géomètre  italien 
dont  elle  a  conseryé  le  nom. 

Les  variables  se  sé^parent  immédiatement  dans  cette 
équation ,  quand  m  =o;  elle  devient  dy+by^dx=adxg 
et  donne 

d:.  =  ^^  =  '  r  Jy     +    Jy     1 

a-^by^    _Q^[/aLy/a+yV'b       \/a^y\/bJ 
On  trouve ,  en  intégrant , 

o.\/ab    \\/a—y\/b) 

Pour  chercher  à  rendre  la  même  équation  homo- 
gène, on  fait  y  '=:^  \  elle  se  change  en 


1 


^ 
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ki^-^'dz  +  bz'^ix  =  ax'^dx, 

et  prendra  la  foi^me  demandée,  s\h—i  —^h  =:i», C6 
qai  donne  ir=-i,  et   suppose  qu'on  ait  i»=-2f 

il  vient  alors 

da        bàx       oAx 

a»  ^   a'  «* 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  l'intégration  de  celte  der- 
nière équation;  mais  je  passerai  à  «ne  transformation 
piu,  gélérde,  celle  qui  résulte  ie  y^  Jx^-  +  ^..  Oa 
trouve  dans  cette  hypothèse 

et  par  conséquent 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  à  trois  termes, 
si  l'on  a  les  suivantes  : 

La  première  etUtroislème  s'accordent  à  donner p=-J; 
on  tire  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  A—-^,  jsi-Ji 

valeurs  qui  conduisent  à  J'  =  J^  +  7^  > 
x^^Az  +  ^^x'^a^da;  =  aa?"*dar , 
da  +  &z*  ^  =  aor^-^-'da;. 


ou  «-   I  _         <p 


Ce  moyen  réduira  Téquation  proposée  i  rhomogénéîlé , 
•  m—  —  2    et  il  montre  de  plus  qn'on  pourra  separei' 


J 


> 
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les  Tarîables  si  7n=  —  4>  puisqu'on  aura  dans  ce  cas 
dz  +  (6s*— a)— =  o,  our-^; f.-r=<>- 

Si  dans  Téquation  dz  +  bz^  —  =:  ax^'^dx ,  on  fait 
n  =  -7  .  il  Tiendra 

— dy+*^û/»*-^*d^,  ou  d7'+«y«""*"*d«î=*^> 

^  X 

posant  ensuite  4p"^*d4f  =  — -r-5 ,  on  trouvera 

.-»  =  .',     d*  =  ;;^*-%', 

puis  9  faisant  pour  abréger 

=  a    et— — r— ^=11», 


=*', 
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on  tombera  sur  Téquation 

dy  +  Vy^Ax'  =  a'x"^àx\ 

semblable  à  la  proposée ,  et  par  conséquent  susceptible 
des  mêmes  transformations  :  la  séparation  des  Tarîables 
y  et  s'  sera  donc  possible ,  après  la  substitution  de 

y  =  57-7  + -77 ,  si  ot' =-^  4- 

•^         bx        X*  . 

Si  cette  condition  n'aTalt  pas  lieu ,  on  ferait  encore 
dans  la  transformée  en  s', 
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CG9  expressions >   pareilles   aux    précédentes^  condun 
raient  nécessairement  à  Féquation 

encore  semblable  à  la  proposée  y  et  susceptible  de  la 
séparation  des  yariabies ,  quand  m"  =â  —  4- 

En  poursuivant  de  cette  manière ,  on  partîendrait  à 
une  équation  séparable  j  si  dans  la  suite  des  exposans 

r—        m+4         -_        TO+4 
I»,  m  — — — r-5,  m  — —     /  ,  o> 

il  s'en  trônerait  un  égal  à  —4*  ^i^  supposant  succes- 
sivement  que  ce  soit  m,  m\  m/'pm'feic.^  onobtlent, 
pour  mjles  nombres  — f ,  —  f»  —  x^»  •"-•t>  ^^'y 
compris  dans  la  formule 

m= r— — • 

21—1 

i  désigant  un  nombre  entier  positif  qaelconqua  Cette 
formule  donne  aussi  la  yaleur  77»  =0^  remarquée 
dans  le  n®  précédent  :  la  valeur  m  ==::  —  2  répond  à 
i  infini  (*). 


■  1 1    II  I  >^ 


(*)  -Oîi  arriv  direotemeat  à  I«  forme  générale  de  ip^  en  ^appor- 
tant à  cette  quantité  les  valeurs  de  mf^  m!*,  etc.  j  par  en  mettant  fa 
valeur  de  mf  dans  celle  de  nC'y  puis  Jeréiolc^t  dans  la  iraleur  de  m*, 
et  ainsi  de  suite,  on  trouve 

/  '«+4  a         ^ni-^         ^       '    5i»+ii 

TO+3  3m-J*5'  3in+7  *        ^ 


i 


Ces  cas  ne  renferment  pas  encore  tP^s  ceux  q/ie 
Ton  sait  déduire  des  transformations  précédentes.  Pour 
«n  trouver  une  nouydl^  çérie^  il  siiffît  de' commencer 

par  faire  dans  la  proposée  ^  =  — ;•,  ce  ^i  donnera 

dy  +  ay^*x"dx  =  ùdx  ;        ' 
et  posant 

il  en  résultera  * 

ciy+6y'd*'=aV"^d/, 

Cette  nouyelle  équation^  étant  semblable  à  la  propo* 
aéey  est  aussi  susceptible  des  mêmes  opérations  \  c'est- 

et  de  Ik  on  conclut  qne 

i/îi-f-îi-t- 1 
Cette  valear  se  vérifie  par  la  relation   ■ 

(.+.)  -  -  '»^*>  +  4  _       [a(î+i)-i>-f-4C*-f-i) 

qaî  fait  voir  qpe  la  loi  ftyant  lieu  pour  un  nombre  quelconque  c , 
aura  lien  pour  le  saivant  î+i* 

L'équation  proposée  étant  iniégrable  qnànd  Texposapl  de  a:  dans 
le  second  membre  est  nul,  si  Ton  fait  mCOsso,  on  trouvera 

mss— — r* — . 

^  21—1 

Si  l'on  fait  mC«)  =  — 4,  on  obtiendra 

«_      4'-^4_  4('+^i)  ^ 

aî-f-i  "*      a(i-+-i)-i'        • 

ce  qai  indique  une  rransforiDée  de  plus  que  dans  le  cas  précédent , 
tx.  revient  à  poser  m<'+')  =  o. 

26,  • 


à-dire  qu'en  y  faisant 

^-ïv  +  Tî' 

et  continiiaîit  comme  on  Fa  indiqué  pour  les  premier» 
cas,  on  parylendrait  à  une  transformée  séparable, 
si  le  nombre  m'  était  quelqu'un  de  ceux  que  corn- 

prend  la  formule  — —.-^  ,  et  par  conséquent,  si  Ton 

avait 

m     4^ 

m  +  I  "^      ai  —  I  ' 

On  tire  de  là 

4* 

Tïi  =S  ■*-  — : — r—  • 

ai  + 1 

et  donnant  a  i  les  valeurs  ^ ,  2,  ^,  etc.,  il  Tient  la 
suite  des  nombres    ^  i 

—  3>  "^t>  — r.^  — T>  ^^^• 
Il  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède,  que  Véquation  de 
Riccati  est  séparable,  quand  l'exposant  m  est  de   la 

forme  *':■     ■ ,  comprenant  o  et  —2. 
2icpt 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples; 
mais  toutes  ces  équations  particulières  ,  d'une  forme 
bïiarre  le  plus  souvent,  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications ,  n'ofiFrent  aucun  intérêt  :  je  passerai 
donc  à  une  autre  méthode  ^clue  à  Euler. 

• 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  inié- 
grable  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 

288.  Il  faut  se  rappeler  qu'une  équation  dîSerentîeUe 
n'est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  differen- 
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tialion  d'une  équation  k  deux,  variables  ^  mais  qu'elle 
résulte  eu  général  de  l'élimination, d'une  cpnstante 
arbitraire ,  entre  l'équation  primltWe  dont  elle  tive  son 
origine ,  et.  la  différentielle  immédiate:  de  cette  équa-- 
tion  (53).  , 

L'élimination  s'effectue  snr-Ie^bamp,  lorsque  l'équa* 
tion  prinxitive  est  sous  la  forme  u = c ,  u  désignant  une 
fonction  quelconque  de  x  et  de  ^  ;  car,  en  différen- 
tîant^  on  SL'àu=zo.  Si  la  fonction  du  n'a  aucun  fac- 

•  •  • 

teur  par  lequel  elle  ait  pu  être  diyisée>  elle  conser* 
Tera  la  forme  de  différentielle  exacte  à  deux  Taxiables,, 
et  pourra  par  conséquent  s'intégrer  par  le  procédé  du 
n«a78. 

289.  Lorsque  Véquatton primitive  n'est  passons  la 
forme  z^  =  c,  ou  que  la  différentielle  du  =^o  renferme, 
des  facteurs  qui  disparaissent ,  Féquation  '^u  premier 
ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  îj/smédiatement  inté- 
grable.  Si  l'on  avait ,  par  exemple ,  1/  =  ^ — cjc  =  o,  on. 
trouverait  dusndy  —  cd*  =  o  ,  et  éliminant  c,  il  vien- 
drait xày-'^yix  =:  o  y  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
condition  d'intégrabilité  >  puisqu'elle  donne 

^=. 

différentiant ,  ~ —  =  o-;  sous  cette  forme 


Mais  si  l'on  dégage  la  constante  Cy  on  aura  ~=e  >  et  ea 


«* 


M=— ^       iV=i      ^  =  —  1  =  1^^ 
x*[  X*     Ay  **     *  djT  ' 

on  Toit  donc  que  l'intégrabilité  de  l'équation «.. . , .  v* 
*JjK — ^djc  =  obtient  à  la  restitution  du  facteur  -j,qttÎ4i^ 


'4oiS  TBAITJ^  éLàAStfTAlltl! 

clÎ9para  ayèc  la  dtfférenftSaiîon  et  Félimination  de  la 
constante  arbitraire. 

•  En  général ,  tonte  éqnation  différentielle  à  deux  ya- 
riables^  etdand  laquelle  lés  différentielles  ne  passent 
pas  le  premier  degré ,  est  susceptible  de  détenir  une 
différentielle  exacte,  par  le  moyen  d'un  facteur,  si  elle 
répond  k  une  éqnation  primitive.  En  effet,  soient 

Xldx-^^Ndysso     et     m==c, 
l'équation  différentielle  proposée  et  son  équation  pri- 
mitive 5  la  première  doit  donner  pour  -j2.j  la  même 
valeur  que 

différentidle  immédiate  de  la  seconde  :  il  faut.dooc 
qu'on  ait 

du  .  du      iu 

*  '  _  * 

dy 

et  nommant  a  ce$  derniers  quotiens,  on  en  conclura 

-:r-  =  il!fo,  -r-=iVa,  du^=  Mzdx  +  Nzàv* 
dx  dy  *         j 

On  déterminerait  ainsi  le  facteur  2,  si  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  était  connue,  puisqu'il  suffirait  de 
résoudre  cette  intégrale  pa^  rapport  à  la  constante  ar- 
bitraire^ afin  de  lui  donner  la  fbrme  u:=c;  et  comme 
on  verra  bientôt  que  toutes  les  équations  différentielles 
à  deux  variables  admettent  nécessairement  une  inté* 
^^^e  fcomplëte ,  au  moins  sous  la  forme  d'une  série,  il 
s'ensuit  qu'il  existe,  au  moins  sous  cette  forme ^  on 
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facteur  propre  k  rendre  différentielle  etacle  Pane  quel- 
conque de  ces  équations. 

290.  Quand  l'intégrale  n'est  pas  connue,  on  n'a  pour 
déterminer  le  facteur  z ,  que  la  condition  ' 

d.Mz     à.m 

éy  dx    ^ 

à  laquelle  doit  satisfaire  Mzàx^N^^yTxAuyCMame 
diffîérentieUe  exacte  \  et'  en  dévelof^nt  cette  condition , 
00  trouve 

^Az   ,     àM      ^d«   ,     diV 
_.d«       ^iz./AM      aN\  _.. 

'"  ^5;-^di+Cd5F'"d^^='-^^^^- 

Si  Von  ponVait,  en  géséral,  tirer  de  l'éqnation  (^) 
une  valeur  de  z ,  l'intégration  des  équations  difEéren^ 
tieUes  quelconques  du  premier  ordre  s'effectuerait 
par  le  procédé  du  n^  278;  mais  cette  équation  est 
presque  toujours  plus  difficile  à  traiter  que  la  pro- 
posée, puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme ,  dépen-^ 
dant  de  deux  variables ,  a  deux  coelficiene  différentiels  , 
et  qu'elle  est  par  conséquent  de  l'espèce  de  celles  dont 
lu  formation  a  été  indiquée  n®  i4o.  Je  ne  saurais  ^^ 
pour  le  moment,  entreprendre  sa  résolution ^  qui, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  ràmëne  an  point 
d'où  l'on  est  parti  ;  mais  je  vais  montrer  encore  quelques-* 
unes  des  propriétés  du  facteur  z» 

Il  est  à  remarquer  que  lorsqu'on  connaît  une  valeur 
de  z,  on  en  déduit  une  infinité d^autres ,  en  observant 
que  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 
nfiôx  +  zNày^siA^f  par  ut^  fonction  quelconque  d« 
u ,  que  ]fi  dé^ignarai  par  f  (u) ,  les  deut  membres  du. 
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résultat 

gf(^u)Mdx  +  »f(u)Ndy  =  f(u)du  , 

seront  aussi  des  différentidies  exactes  ;  ainsi  z  étant 
an  facteur  propre'  à  rendre  întégrable  réq,ttation .  •  * 
Mdx^Ndy=zi>,  le  produit  sf(zf)  jouira  de  la  même 
propriété. 

Il  suit  de  là;  que  si  l'on  parvenait  à  déoduvrir  deux 
facteurs  distincts  ^  propres  à  rendre  int^rable  Péqnar 
tion  difiërentielle  proposée  y  on  aurait  sur«-le*champ 
son  intégrale  ;  car  l'un  de  ces  facteurs  étant  pris  pour 
s,  l'autre  serait    de  la  forme  s^\ju)y  et    en  posant 

=zc,  on   aurait   ç(tt)=c,  ce  qui  revient  a... 

u  =  const. 

291.  Il  j  a  des  cas  oii  le  facteur  s  ne  doit  renfermer 
que  l'une  des  variables  «^  ou  y^  et  alors  il  est  aiséd'eo 
obtenir  l'expression  au  moyen  de  l'équation  {A).  Sup- 
posant en  effet  dans  cette  équation,  —  =  0,  elle  de- 
viendra 

^dz   ,     /dM      dN\ 

.   -^cii+<^-d^;=^^ 

et  l'on  en  tirera 

d«  _  1  /dM     dN\ 

T-NKê^'^'dir'''' 

équation  qui  aura  lieu  si  la  quantité- 

\  /dM   ^  dN\ 
N\dy       dx) 

le  réduit  à  une  fonction  de  x.  En  représentant  cette 
fonction  par  X^  et  en  intégrant;  on  trouvera 
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1«  =  /Xdar,  .'ou     «  =  «^ 
Cette  formule  s'applique  à  l'équation 

ôjr  +  Pydx  =  Qàx  r 
puisqu'il  vient 

et  par  conséquent  «==tf^^^*.  Multipliant  ensuite  l'équa- 
tion ây  +  Pyâx  —  Çàx  =  o  par  e^^^,  on  trouve 
ef^^dy  +  {Py—Q)ef^'^dx=0',  intégrant  le 
terme  ef^^éy,  par   rapport  à  y^  on  obtient. 

w  =  j'c^^^^+X,  X  étant  une  fonction  de  «,  déter- 
minée par  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

et  par  conséquent 

yefP^^fefP^q;S.x^C, 
OU  9  comme  dans  le  n^  285,  * 

Je  ne  m'arrêterai  point  au  cas  ob  le  facteur  js  ne  de^ 
Trait  renfermer  que  la  variable  y,  on  voit  aisément 
que  son  expression  serait  alors  «r=:«/^4r,  en  faisant 

y  _,  T  /AN      àM\ 
M\dx        ây  J' 
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et  que  ce  cas  u'Aurait  liea  qu'autant  que  Y  serait  abso- 
lument indépendant  de  x. 

292.  Il  existe  ;  entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coeffîciens  différentiels  ;  ded  relations  particulières  qui 
facilitent  beaucoup  l'intégration. 

Si  /^désigne  une  fonction  homogène  &e  x^  y.  etc. , 
et  qu'on  y  substitue  tXy  tjr,  etc. ,  au  lieu  de  * ,  ^,  etc., 
elle  prendra  nécessairement  la  forme  f^Vy  m  étant 
la  somme  des  exposans  des  variables  dans  chaque 
terme  (a83).  Supposant  entnite  que  t^^st^g^^A 
aura  (i  +gy^V  au  lieu*  de  /^j  dans  la  même  hypo^ 
thèse  x,yf  etc. ,  se  changeront  respectivement  en 

et  mettant  gx  pour  h ,  gy  pour  k ,  dans  la  formuk  da 
n®  4'  9  on  parviendra  à  cette  équation  / 

^4.-.^^^  +  —  ^^  + etc.  ^ 

+  etc. 

En  développant  le  second  membre  9  et  comparant  tn* 
semble  les  termes  affectés  de  .la  même  puissance  de 
l'indéterminée^,  on/ aura 

à^r  ^  ,     à^r      ,  d»r  ,  .  ^  ,      '  .rr 

d^*  +''diî5;'''^+^^  +^''-=='^^'^""'^  ' 

etc. 

2g3.  Au  moyen  de  ces  relations,  le  facteur  2  se 
détermine  asse:^  facilement  daits.  les  équations  diffé- 
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reatîelles  homogènes.  .Yoîci  *  comment  M.  Poisson  y  est 
parvenu ,  par  uH  procédé  pins  exact  que  celui  dont 
£aler  avait  fait  d'abord  usage. 

Si  Mix  +  Niy  =  o  est  une  équation  homogène ,  et 
que  la  somme  des  exposâtes  de  jp  et  de  y  dans  M  et 
dans  ïf^  soit  égale  à  m,  en  supposant  que  z  soit  aussi 
Ane  fobction  hon^ogène  eu  degré  n^  et  faisant. . .  « 
MzAx'-\'Nzày^=:iAu^  il  résulte  àes  théorèmes  du  numéro 
précédent  que* 

A{Mzy    x^HMzY  ^  ^ 

mais  il  faut^  pour  que  la  différentielle  proposée  soit 
exacte ,  que 

di{Mz)      àÇSfz) 


Il  I 


ày  àx    ^ 

équation  qui  fournit  le  moyen  de  chasser  — -j —  de  la 
précédente  ^  qu'elle  change  en 


&{Mz) 

—  X 


+  -^5 — i  j'  =  (ot  +  n)Mz. 


àx  àx 

Cela  {roseau  est  yisible  que 

l'équation  trouvée  plus  haut  peut  dond  s'écrire  ainsi  : 

dx  dx 

^r,  Petposa|it  n  étant  indéterminé,  si  l'on  fait 

jTi  +  Ti  +  i  =0, 
il  en  résulta*a 
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àlMix)  .  d(AV)_ 
■"AT""*      cû         "• 

d'oà  i/Mr+2Vsy  =  c  et  g  =  j|y^^y   î 

il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  peut  faire  c=i^  ainsi 
'^  '  sera  un  des  facteurs  propres  à  rendre  ioté- 
grable  l'équation  Mdx  +  Ndy  =  o  (*). 

Des  équations  du  premier  ordre j  dans  lesquelles 
les  différentielles  passent  le  premier  degré.  - 

9 

2g4.  Par  la  génération  des  équations  différentienes, 
dont  î'ai  donné  plusieurs  exemples,  n^  53 ,  on  Toît 
qu'il  peut  s'en  présenter  dans  lesquelles  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré*  La  formule  générale 
de  ces  équations  est 

d^»+Pdy»"'d*+Çdj»-»AirV..+2\lyd«»--'+Z7d:f»:^o; 

si  on  la  diyise  par  la  plus  haute  puissance  de  àx ,  dîe 
deriendra 

en  la  résolvant  par   rapport    au  coefficient  différen- 

dy 
tîel  "î^,  et  désignant  par  />,  p',  p*,  etc.,  ses  racines, 

{*)  On  a  su[^sé  ici  que  le  facteur  z  était  une  fonction  homo- 
gène, mais  on  justifie  cette  hypothèse,  en  montrant* qne  la  diffé- 
rentielle — =7 =r=^  est  exacte  tontes  les  (ois  que  M  et  JY  soat 

Mx^JYy  ^ 

des  fonctions  homogènes.  (F^oyet  le  Traite'  in-4*,  t.  II,  page  366.} 
On  trouve ,  à  la  page  ^suivante  du  même  Tolome ,  la  détermioatioik 
à  posteriori  du  facteur  s^  d'après  U  séparation  des  taciables* 
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«B  aura 


|-p  =  o,    |-/=o,  |-/=o,  etc., 

résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes 
précédentes^  puisque  les  différentielles  ne  s'y  trouvent 
qu'au  premier  degré.  L'intégrale  de  chacun  d'eux  sera 
aussi  l'intégrale  de  l'équation  proposée  ^  qui  sera  encore 
satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  l'équation  formée 
du  produit  de  toutes  ces  intégrales. 
En  effet ,  la  proposée  étant  équivalente  à 

sera  Térifiée  par  toutes  les  équations  qui  annuleront 
un  de  ces  facteurs.  De  plus,  si  l'on  considère  qu'une 
équation  primitive  de  la  forme 

n'a  lieu  que  par  l'anéantissement  successif  de  chacun 
de  ses  facteurs,  on  en  conclura  que  la  différentielle 
immédiate  de  son  premier  membre,  savoir, 

àM.NP. . . .+  dN.MP +etc.  =  o, 

se  réduit  toujours  à  un  seul  terme ,  car  si  l'on  prend,  par 
exemple,  ifef  =  o ,  il  ne  restera  quedilf.iVP...=o,  ou 
seulement  dilf=  o  :  l'équation  MNP. .  •=  o  vérifiera 
donc  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisferait  l'équa- 
tion jSf  =  o. 

Les  deux  exemples  suivans ,  quoique  trës  simples , 
éclairciront  toutes  les  di£Bcultés  que  pourrait  renfermer 
l'énoncé  ci- dessus. 

295.  1®.  Soit  dj'*— "a*dap*=o;  cette  équation  se  dé-  . 
compose  en  d^-f'^'^^^^  ^-— ad«=;o,  dont  les  inté- 
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grales  sont  y+ax=c ,  ^— a*=:c  ;  et  il  est  facile  de  Y«r 
que  chacun  de  ces  résultats  satisfait  à  la  proposée. 
Ûéquatioa  (^-f-a*— c)  (^— ^*— c')*=o  y  satisfait 
aussi;  car  elle  donne 

(j-^^x — c)  (dy— mk)  +  (^ — ax — c)  (cly-f  ad*)^=o, 
d'oà 

y  2y  — (c  +  c)  ' 

et  mettant  successÎTement ,  au  lien  de  ^>  ses  Talears 
c^^ax ,  c-i^aXf  on  trouve 

iy  3=2  —  tfd«  y    dj^  =  -f-  ^^« 

L'intégrale  (j  +  ^^'^^)  {y — a*  +  c')  =  o  ,  ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires  et  irréductibles, 
parattrait  pins  générale  que  celles  des  antres  équations 
du  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu'une  constante; 
mais  il  faut  bien  faire  attention  que  cliacun  de  ses 
facteurs  doit  être  considéré  isolément ,  et  qu'on  n'en 
tire  pas  d'autres  lignes  que  celles  qui  résulteraient 
d'une  intégrale  renfermant  une  seule  constante ,  dont 
cette  équation  est  aussi  susceptible.  Cette  dernière 
intégrale  s'obtient  en  faisant  d^=:mdsr  dans  l'équa- 
tion différentielle  dy*—a*dii7*  =  o,  qui  se  change  en 
I»* —  a*  =o  ^  ce  qui  détermine  la  quantité  m ,  dont  il 
faudrait  ensuite  substituer  la  Taleur  dans  l'intégrale 
de  djrzrzmix  ^  qui  est  y:=smx^c.  Il  suit  de  là  que 
l'intégrale  de  la  proposée  est  le  résultat  de  l'élimina^tion 
de  771  j  jBUtre  les  équations 

desquelles  on  tire 

771  =^ll^    et    ( J  «i-  a"  =  ©• 


X 


-  i^j— 


La  dernière  étant  du  $60oii<|  de^é,  doA«€,  pour 
diaque  râleur  partîctiltëre  àe  la  oonitaiyte  ^  deux 
lignes  droites  I  inclinées  dans  des  sens  différens,  par 
rapport  à  Vaxe  des  x  ;  c'est  aussi  tout  ce  que  fournit 
l'autre  intégrale  (y  +  ax^^c)  (^  — crar — c')=:o, 
excepté  que  chaque  facteur  ne  représente  que  les  lignes 
inclinées  dans  le  même  sens  ;  niais  comme  en  donnant 
féparément  à  c  et  à  c'  toutes  les  râleurs  possibles, 
ces  quantités  passeront  nécessairement  par  les  mêmes 
degrés  de  grandeur ,  si  l'on  assemble  les  droites  corres- 
pondantes aux  mêmes  yaleurs  des  constantes  c  et  c% 
on  retombera    sur  les  solutions  comprises  dans  Fin- 

tégrale  (  '"    ■  ■  j  —  a*  ==  o ,  qui  ne  contient  que  la  seule 

constante  c.      ^ 

Il  est  bon  d'observer  que  toute  équation  ne  renfer- 
mant que  dy ,  dx  et  des  quantités  constantes ,  peut  être 
intégrée  en  j  faisant,  comme  ci^^dessus,  dyssundx, 

3**.  Soit  encore  l'équation  djy*— axd«*=o,  ou  en 

tired^+4*V^«*=»o^  dy — da;V/a«  =  o,  et  en  inté-* 
grant ,  on  «aura 

14  -    - 

y  +  la^x  -^c  =  o,     J'— |a*ar*— c'=o. 

Ces  équations^  ainsi  que  leur  produit  ^  pourront  être 
coQsidévées  séparément  comme  des  intégrales  de  la 
proposée;  mais  ce  cas  diffère  du  précédent,  eu  ce 
que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  intégrales 
obtenues  forment  entre  elles  un  lien  qui  permet  de  les 
comprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation, 
avec  une  seule  constante.  En  effet ,  si  Ton  fait  dispa- 
raître le  radical, dans  l'équation^ 
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oa  obtient  (^— «)*  =  fa«'.  Ce  résultat  est  encore 
l'intégrak  de  Féquation  proposée»  à  laquelle  il  cofi- 
duira  immédiatement  par  Pélimination  de  c.  Il  appar- 
tient à  une  espèce  de  paraboles  dont  cfaacane  des 
équations  irrationnelles  ne  présente  qu'une  branche; 
et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu'à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à  des  courbes  diffê- 
rentes,  mais  qui ,  étant  rassemblées  deux  à  deux  pour 
les  mêmes  valeurs  des  constantes ,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  l'intégrale  rationnelle. 

ag6.  Ce  qui  précède  faisant  dépendre  l'int^ration 
des  équations  oji  les  différentielles  passent  le  premier 
degré  9  de  la  résolution  des  équations  algébriques  ^  pour 
laquelle  on  est  bientôt  arrêté,  Toîci  quelques  procédés 
qui^  dans  certains  cas,  peuvent  éluder,  au  moins  en  par- 
tie, les  difficultés  que  présente  la  résolution  de  Péqua- 

dy 
tion  différentielle  proposée ,  par  rapport  a  ^, 

dy 
Quand  cette  équation  ne  contient  avec -p,  que  Tune 

des  deux  variables,  x,  par  exemple,  et  quil  est  plus 

facile  de  la  résoudre  par  rapport  à  x  que  par  rapport 

dy 
au  coefficient  -p,  que  «je  représenterai,  pour  abréger, 

par/),  on  en  tire  d'abord  »  ssP,  P  désignant  une  fonc- 
tion quelconque  de  />  ;  et  comme  l'équation 

^s=/?  donne   ^ssipdx,  d'où  yzszjSit^^fadip^C, 

si  l'on  met  pour  x  sa  valeur  P ,  il  viendra 

yz=zPp—fPip+C. 
Alors  l'élimination  de  p,  entre  les  deux  équations 
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X  =  P,      yz:^Pp—fPdp+C, 

coùdttisattt  à  une  équation  prhnitiye  entre  x,  j^  et  la 
constante  arbitraire  C>  donnera  l'intégrale  demanrlée. 

Soit ,  par  exemple ,  xd«4-  adjr  =  b  l/dar*  4-  cly%  ou 


jir  +  a/>=^V^i+jo%  en  écrivant  p  au  Heu  de        , 

CiJf 


dj' 

cette  dernière  équation  donne  immédiatement 

x^—ap  +  b\/i+p\    P==z-ap  +  è[/TTp\ 
et  par  conséquent 

y:=ihp\/l+p'—iap-^bfdpS/t+p^  +  C. 

297 .  Quand  les  deux  variables  entrent  en  même  temps 
dans  l'équation  proposée,  mais  que  l'une  d'elles^  j',  par 
exemple,  n'y  monte  qu'au  premier  degré  ^  si  l'on  prend 
alors  la  valeur  de  ^  en  *  et^ ,  on  en  tirera 

dj- zçz  Rdx  +  Sdp , 
d'oii  il  suit 

pàx=^Rdx  +  Sdp  ou  (R'^p)dx  +  Sdpsso'f 

et  si  l'oB  parvenait  à  intégrer  cette  dernière  équation , 
on  aurait 9  entre  p,  x  et  une  constante  arbitraire,  une 
relation ,  au  moyen  de  laquelle  chassant  p  de  l'équation 
proposée,  on  obtiendrait  une  équation  primitive  qui 
serait  l'intégrale  cherchée. 

Quand  la  variable  x  ne  s'élève  pas  non  plus  au-delà 
du  premier  degré,  l'équation  proposée,  étant  alors  de 
la  forme 

où  N  et  P  désignent  des  fonctions  dep,  conduit   à 
une  différentielle  analogue  à  l'équation  traitée  dans  le 
n°285;  mais,  pour  plus  de  simplicité,  bornons-nous 
Cale,  intègTn  27 
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ao  cas  particulier 

On  a  4r  =  /^*  +  (*+ jr)^/'ietpuisqucdj^=yd*; 

il  reste  l'équation  r*+"j-l^P  =  o>  q«*  ^  décom- 

pose  en  deux  facteurs  *+^=50,  d/>  =  o.  Le  pre- 
mier n'est ,  au  fond ,  qu'une  équation  primitive  entre 
«  et  p;  il  T^'j  *  ^^6^  ^  intégrer  que  le  second,  qui 
donne  p=Ci  o«  d^  =  cdâr  et  j^r=c«+c.  Les  cons- 
tantes c  et  c  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux  ;  car 
en  faisant  dans  l'équation  proposée  p=ic^  on  a 
y:=cx  +  C^  c  étant  ce  que  devient  P  dans  la  même 
•  circonstance ,  et  l'on  tire  de  Ik  c'  =  C  :  l'intégrale  de- 
mandée est  donc  yz=zcx+C,ei  s'obtient  en  changeant 
p  en  c.  ^ 

Le  facteur  *  +  T"  =  ^  ^'^^*    P^^***  étranger  à  la 

question.  Si  on  le  combine  arec  l'équation  proposée 
pour  éliminer  p,  on  obtient  entre  x  et  y,  une  équa- 
tion primitÎTe  qui  satisfait  aussi  à  cette  proposée;  car 
la  relation  qu'il  établit  entre  «  et  p  réduit  encore  à 
pdx  la  valeur  de  d^K;  déduite  de  l'équation  proposée 
elle-même;  mais  cette  dernière  solution  ne  renfer- 
mant pas  de  nouvelle  constante ,  n'est  que  particulière. 
Soit ,  pour  exemple ,  l'équation 

yix  —  xày  =  tî  V^d»*  -f  i\y 
qui  se  met  d'abord  sous  la  forme 

en  la  différentiant ,  on  trouve 


i 
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et  à  cause  que  djK=jpd« ,  il  reste 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs 
*+—-===•=: o,  et  dprso; 

le  second  conduit  à  /7=c,  et  l'intégrale  demandée  est 
Le  premier  facteur  donne 

substituant  dans  Féquation  proposée ,  on  a  y*+x^=zn*i 
équation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire^ 
qui  n'est  point  comprise  dans  Pintégrale 

et  telle  néanmoins  ,  que  les  -valeurs  de  ^  et  de  d^^  qf  i 
s'en  déduisent 9  satisfont  à  l'équation  différentielle  pro- 
posée 9  dont  elle  offre  par  conséquent  une  solution  par^ 
ticulière.  Je  rcTiendrai  dans  la  suite  sur  ce  ^nre  àfi 
solutions. 

Z)e  l'intégration  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs^ 

ag8.  La  difficulté  d'intégrer  les  équations  devient 
d'autant  plus  grande,  que  ces  équations  sont  d'un 
ordre  plus  élevé  :  ,on  n'y  réussitque  par  rapport  à  un 

27.. 
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petit  nombre  d'ëqvatîoQB  très  particttlîëres;  et  cepen- 
dant toute  équation  différentielle  ii  deux  Tariafales ,  dans 
quelque  ordre  que  ce  soit,  n'exprime  point  une  relation 
absurde,  lorsqu'elle  ne  donne  pas  une  yaleur  imagi- 
naire pour  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  le  plus 
éleré.  Cette  proposition,  dé)à  annoncée  dans  le  n^  289, 
se  prouve  aisément  par  le  théorème  de  Tajlor. 

En  effet  9  une  équation  différentielle  quelconque  de 
Tordre  1»,  étant  résolue  par  rapport  au  coefficient  diffé- 
rentiel de  cet  ordre,  eh  donnera  l'expression  par  ceux 
des  ordres  inférieurs,  et  l'on  aura  en  général 

d"y       -/  dr     dV  d»-'jK\ 

d?  =  n/>  y^  di'  d^^'-^'-di^* 

d'où ,  par  des  différentiations  successives,  on  tirera  les 
expressions  de 

en  ayant  soin,  après  chaque  différentiation ,  de  mettre 

d*y 
pour  ~^ ,  la  valeur  qu'a  fournie  l'équation  proposée. 

Par  ce  moyen,  on  obtiendra  tous  les  coeffîciens  dif- 
férentiels,  depuis  l'ordre  n  inclusivement ,  en  fonction 
des  variables  primitives  et  des  tï—  i  premiers  coeffî- 
ciens différentiels . 

Si ,  dans  ces  fonctions,  ou  peut  supposer  x=o,  sans 
qu'elles  cessent  d'être  réelles  et  finies,  il  faudra  encore  ^ 
pour  achever  de  déterminer  les  coefficiens  différentiels 
qu'elles  expriment ,  prendre  arbitrairement  les  valeurs 
correspondantes  des  quantités 

ày    A^y         d*""> 
^'  5Ï'  d?'***d?=?' 


qoe  l'ëquation  proposée  ne  fait  pas  conoaitre;  et  en  les 
représentant  par 

on  aura ,  pour  une  yaleur  quelconque  de  x , 


X*  .     .  x—' 


\  1.2  1.2. ..(/l—l) 


«" 


+f(-*rf,  A,j  A^^,..An^x) hetc.(22), 

I  .2.  •  •/} 

série  ob  les  coefiiciens  des  n  premiers  termes  sont  des 
constantes  arbitraires. 

S'il  arrivait  que  la  supposition  de  »=o  rendît  ima- 
ginaire ou  infinie  l'expression  du  coefficient  différentiel 
de  Pordre  n  ou  des  suivans,  dn  ferait  alors  »  sa ^  a 
désignant  une  quelconque  des  valeurs  qui  ne  produisent 
pas  cet  eSet,  et  l'on  aurait 


^=^+^r--^+^.îî=:f^...+^^.  f*^^"" 


1.2  I.2..  .  .(/I— l) 


4-f(a,y/,  Aiy  A^y.  ...An^x) +etc  , 

I  .2.  •  ./} 

série  oji  les  quantités  arbitraires  A  y  A^y  A^ ^a~i 

sont  les  valeurs  de  y  et  de  ses  coeffîciens  différentiels , 
correspondantes  à  x=a. 

De  cette  manière  comme  de  l'autre,  on  voit  que  si 
la  fonction  désignée  par  f  n'est  pas  constamment  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  de  x,  on  tirera  toujours 
de  l'équation  différentielle  proposée  un  nombre  infini 
de  valeurs  consécutives  de  y^  par  une  série  qui  sera 
d'autant  plus  convergente,  que  les  valeurs  de  x  diffé- 
reront moins  de  la  quantité  a  :  l'équation  proposée  ne 
tombera  donc  point  dans  le  cas  d'une  impossibilité  abso- 
lue ^  quoiqu'on  manque  de  moyens  pour  l'intégrer.  Cette 
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propriété,  qui  est  particulière  aux  équations  différeti-* 
tielles  à  deux  variables,  èe  reconnaît  aussi  par  des  con- 
sidérations géométriques,  comme  on  le  verra  plus  bas. 

299.  On  conclut  aussi  de  ce  qui  précède,  que  l'ex- 
pression générale  de  j^  en  ^  doit  renfermer  n  constantes 
arbitraires. 

La  quantité  a  quHntroduit  ici  la  variable  indépen- 
dante X ,  ne  doit  pas  compter  dans  le  nombre  des  cons- 
tantes arbitraires  amenées  par  l'intégration,  comme 
on  peut  s'en  assurer  sur  les  intégrales  complètes  des 
équations  du  premier  ordre  ,  considérées  ^ans  leur 
forme  générale  F(iv,  y^  C)=ao.  On  ne  peut  dans,  ce 
cas  déterminer  la  constante  arbitraire  C,  qu'en  assi- 
gnant en  même  temps  une  valeur  à  »  aussi  bien  qu'à  j/^ 
et  si  on  les  représente  par  a  et  6 ,  on  aura  l'équation 
F(a,  b  y  C)=;o,  de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  C 
en  a  et  &  ;  mais  ce  qu'  il  faut  bien  observer,  c'est  que  la 
fonction  de  ces  quantités  ,  par  laquelle  on  remplace 
ainsi  la  constante  arbitraire,  peut  également  être  éli- 
minée par  la  différentiation  ;  car  si  l'on  met  l'intégrale 
proposée  sous  la  forme 

YJ^x,y)  —  C,    il  vient   C=F,(a,i), 

et  ensuite  l'équation 

F,(a:,  j)  =  F,(a,è), 

dont  le  second  membre  disparaît  par  la  différentiation. 

On  détermine  semblablement  deux  constantes  C  et 

C,^  dans  une  équation  primitive  de  la  forme.  ; . . . . 

F(*,  y  y  C,  C,)  =  o ,  lorsque,  pour  une  valeur  donnée 

de  X,  on  assigne  celles  dé  y  et  de -f-  ;  car  en  joignant  à 

ox 

l'équation  ci-*dessus  sa  différentielle  premiers,  que  je 


représeiiterai  par  *       ' 

et  supposant  qu'à  Ar=a  réponde 

on  a  les  deux  équations 

F(a,  h,  Cy  C0=o,     F»(a,&,c,  C,  CO=ao, 

au  moyen  desquelles  on  détermine  Cet  C,  en  a  y  by 
c,  par  des  expressions  qui  se  comportent  dans  les  dif- 
férentiatîons  et  les  éliminations,  comme  les  simples 
lettres  C  et  C  • 

3oo.  Ces  considérations  nous  ramènent  à  la  forma* 
tion  des  équations  différentielles  par  Péliraination  des 
constantes;  dont  on  a  déjà  tu,  dans  le  n**  54,  un  exemple- 
conduisant  jusqu'au  second  ordre. 

En  partant  de  l'équation 

j»  =  m(a*-.xO     (£0, 
une  première  différentiation  conduit  à 

résultat  qui  ne  contient  plus  a  ;  puis  une  seconde  dif-' 
férentiation  suivie  de  l'élimination  de  771,  donne Téqua^. 
tion  du  second  ordre 

dy         dr*  d*v  ,^ 

qui  ne  renferme  plus  les  constantes  m  et  a. 

Cette  même  équation  peut  encore  s'obtenir  en  com- 
mençant par  éliminer  m  y  entre  l'équation  primitive  et 
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6a  difiSèrèntielIe  première,  ce  qui  donnera 

puis  différentiant  celle-ci  pour  éliminer  en  dernier  lieu 
la  constante  a.  Enfin,  si  la  constante  a  ne  disparaissait 
pas  d'elle-même,  à  la  première  différentiation,on  pourrait 
commencer  par  diSerentier  deux  fois  de  suite  Téquation 
(17) ,  puis  éliminer,  entre  cette  équation  et  ses  différen- 
tielles première  et  seconde ,  les  constantes  m  et  a. 

Quel  que  soit  celui  de  ces  trois  procédés  qu'on  ail 
sui^i,  on  arrive  toujours  à  l'équation  (Z);  mais  ce 
qu'il  faut  remarquer,  c'est  que  chacune  des  équations 
{F")  et  (^')>  y  menant  en  particulier  par  la  différen- 
tiation  et  l'élimination  d'une  constante ,  en  est  une  inté- 
grale. On  les  appelle ,  en  conséquence,  intégrales  pre^ 
mières^ 'pour  les  distinguer  de  l'équation  (27),  qui  est 
Y  intégrale  seconde  ou  V intégrale  primiiiife ,  à  cause 
que  (Z)  n'est  que  du  second  ordre. 

Ou  voit  par  là  qu'une  équation  différentielle  du  se* 

eond  ordre  peut  avoir  deux  intégrales  premières,  et 

qu'en  éliminant  de  celles-ci  le  coefficient  différentiel 

dy* 

-,-,  on  obtiendrait,  entre  x.  yei  deux  constantes  ar- 

d» 

bitraires^  une  équation  primitive  qui  devrait  rentrer 
dans  L'équation  (  U)  :  d'où  il  suit  qu'il  suffît  de  connaître 
les  deux  intégrales  premières,  pour  trouver  l'intégrale 
seconde. 

Ces  remarques  s'étendent  aux  équations  de  tons  les 
ordres.  Pour  le  troisième,  par  exemple,  l'équation  pri- 
mitive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (299), 
car  on  a  les  quatre  équations 

t/:r=o,  d27t=o,  d*ï7=o,  d^Z7=o; 

mais  H  l'on  élimine  d*abord  deux  des  constantes  arbî- 
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traî res eu  tre  les  équations  1/:=  o,  d  l/=:o,  tl'  U=o,  on  aura 
trois  équations  différentielles  du  second  ordre^  puisqu'on 
pourra  conserver  chacune  des  trois  constantes  à  son  tour. 
Les  équations  qu'on  obtient  ainsi,  sont  des  intégrales 
premières  de  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre» 
qui  résultera  nécessairement  de  l'élimination  de  la  cons- 
tante qu'elles  renferment.  Les  intégrales  secondes  sont 
ici  les  équations  du  premier  ordre  que  donne  l'élimination 
de  chacune  des  constantes  >  entre  les  équations  U^=o 
et  d£^=o /et l'équation  primitive  Z7=o  esiVintégraU 
troisième.  Sans  pousser  plus  loin  ces  considérations ,  on 
doit  en  conclure  c[\xune  équation  différentielle  de  V ordre 
n  a  un  nombre  n  dUntégrules  premières;  et  comme  ces 
intégrales  sont  de  Tordre  ti— i^  elles  ne  renferment 
que  les  » —  i  coeffîciens 

dy     A*  y  d"***^ 

si  donc  on  peut  les  éliminer,  on  aura  l'intégrale  n'""', 
ou  l'équation  primitive  qui  répond  à  l'équation  diffé- 
rentielle proposée. 

3oi.  Pour  généraliser  la  théorie  précédente,  Lagrange, 
par  l'application  de  la  série  de  Taylor,  a  déduit  de 
l'équation  différentielle  même,  cette  multiplicité  de 
leurs  intégrales  premières  y  qui  vient  d'être  établie  en 
partant  de  l'équation  primitive. 

Si  Pon  pose  d'aliord,  comme  dans  le  n^  2^0,  A= — Xy 
et  que  l'on  désigne  par  jé  la  valeur  de  y  lorsque  x=:o, 
on  trouve 

.  drx  ,  à* y   «*        d^y     ar^       . 

j4=j^—f-^+j^ t4 5  + etc.     (a), 

da?  I       dar'  1.2       d*-^  1.2,3  ^  " 

équation  oit  Pon  peut  faire  disparaître  tous  les  coeffî- 
ciens différentiels  des  ordres  supérieurs  à   celui   de 
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Féquation    différentielle    proposée.    Supposons ,  par 
exemple ,  celle-ci  an  second  ordrè^et  mise  sous  la  forme 

on  en  déduira  les  valeurs  des  coefficîens  différentiels 
des  ordres  plus  élevés  1  et  par  ce  mojen,  Téquation  (a)  ^ 
devenant  C" 

est  ramenée  au  premier  ordre,  et  est  une  intégrale 
première  de  l'équation  (Z)  ,  A  désignant  alors  la  cons- 
tante arbitraire. 

Cela  posé;  on  peut  écrire  dans  le  second  membre  de 

dv 
l'équation  (a)^  ^  au  lieu  de  j^  ^  il  donnera  la  valeur  de 

rp-;  correspondante  à  «=o;  en  désignant  cette  valeur 
par  Ai^  on  aura 

A—^^^^y^'j^^  —  ^^Vç, 
^'~dx       d^ï^djtf^  1:2       ^^""'^ 

d*  V     d  y 
et  remplaçant  encore  j-v  >    -j^  >  etc. ,  par  leurs  Taleun 

tirées  de  l'équation  (Z)  ,  on  obtiendra 

qui  sera  encore  une  autre  intégrale  première  de  l'équa-! 
tion  proposée*  On  ne  pourra  pas  aller  plus  loin  >  puis* 


^,=^_r, 
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qa'il  n'y  a  d'arbitraire  que  les  premières  Talearsde^ 

et  de -5^. 
eu? 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux  dé- 
tails, on  voit  que  si  l'équation  proposée  était  de  l'ordre 
Uy  on  tirerait  de  l'équation  (a)  des  expressions  de 

dj/     d'^  d*'"*^ 

•^'  d^'  SF' d^"' 

correspondantes  à  ar=o ,  qui  seraient  toutes  arbitraires, 
et  en  y  remplaçant  les  coeffîciens  différentiels  de  l'ordre 
n  et  des  ordres  supérieurs  par  leurs  valeurs  tirées  de 
l'équation  proposée ,  on  formerait  n  équations  de  l'ordr^ 
n  —  1  ,  qui  en  seraient  les  intégrales  premières. 

3o2.  I^ous  commencerons  l'intégration  des  équations 
différentielles  des  ordres  supérieurs,  par  celles  qui  ne 
renferment  point  les  variables  primitives. 

Dans  le  second  ordre,  ces  équations  ne  contiennent  que 

d  y     d*  Y        ■  •  dy 

~  et  -T-=~  j  et  lorsqu'on  y  fait  pour  abréger  -p-z==p,  ce 

qui  donne -r^  =-î^j  elles  conduisent  h  ~^=^Py  ^ 
^  âx*        dx  dx 

An 

étant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  là   da?=  -^  ,  et 

par  conséquent  *=/ -~+ ^*>  mettant  pour  dx  sa 
valeur  dans  l'équation  dj  =  pdx ,  on  trouve  aussi . . . 
j  =  /  ^^+  C  :  il  ne  s'agit  plusque  d'éliminerp entre 

les  deux  équations  x  =/  —  +  C  ety=  1  ^-~  +  ^ » 

pour  avoir  Fintégrale  en  ^  et  ^ ,  qui  sera  complète  *, 
car  elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires  (299). 
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L'élÎDiînation  de  p  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on 
aura  effectué  les  intégrations  indiquées;  mais  par  les 
quadratures  9  on  construira  la  courbe  cherchée. 
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Soit  pour  exemple  Féquation ■,   l,   —  =:a.  En 

^  axa  y 

mettant  pAx  pour  Ay^  et  ipAx  pour  A^y^  on  changera 

1 

A     *       *•             (»  +/?")* dar  .  „  -. 

cette  équation  en  ^ --=stf,  et  ion  en  tirera 

L'int^ation  donnera 

ap 


*=C+— ^=^.       V=:C- 


éliminant  /) ,  il  iricndra 

résultat  facile  2i  prévoir^  car  l'équation  différentielle  pro- 
posée n'étant  autre  chose  que  l'expression  générale  du 
rayon  de  courbure  ^  égalée  à  une  constante  —  a  (8i), 
exprime  la  propriété  fondamentale  du  cercle. 

3o3.  On  ramène  de  même  à  l'intégration  des  fonc- 
tions d^une  seule  variable^  les  équations  d'un  ordre  quel" 
conque ,  dans  lesquelles  un  coefficient  différentiel  est 
exprimé  par  celui  de  Tordre  immédiatement  inférieur. 

d'^y  .  d*y 

Si  l'on  avait  y  par  exemple,  -pj  en  fonction  de  -r^  » 

d*  y  d^  y       Aq 

on  ferait  ~  =<7,  d'où  il  résulterait  ^  =  3^;  et  par 
d«*      /  Qx^       ax 

conséquent  l'équation  proposée  serait   transformée  en 
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-r^  =  Qy  Q  représentant  une  fonction  donnée  de  q. 
On  conclurait  de  cette  dernière  équation 


àg r^ 


^==^'   *=/ 


+  Ci 


puis  de  -r^ssjTy  on  tirerait  successivement 

Tintégrale  demandée  serait  donc  le  résultat  de  l'élimi* 
nation  de  q  entre  les  deux  équations 

et  il  y  aurait  trois  constantes  arbitraires  dans  le  ré- 
sultat. On  étendrait  facilement  ce  procédé  k  un  ordre 
quelconque. 

3o4.  On  réduit  encore  très  aisément  à  l'intégration 
des  fonctions  d'une  seule  Tariable  y  les  équations  d'un 
ordre  quelconque^  dans  lesquelles  un  coefficient  dif- 
férentiel est  donné  par  celui  de  l'ordre  inférieur  de 

d^y 
deux  unités.  Si  l'on  avait ,  par  exemple,  j~^  en  fonc- 

d^y  ,  .  d*r 

tion  de  j^,  on  représenterait  -p^  par  q ,  d'où  il  sui- 
vrait 

d^^ Aq       à^y  ^^  d^q 

dx^  "  dx'     dj?"~dy*' 
et  la  proposée  serait  transformée  en 


^ 
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Q  désignant  une  fonctioa  donnée  àeq.  En  mnltipliuit 
alors  les  deux  membres  par  àq,  il  Tiendrait 

et  comme  -r^  ^  d  -r^,  on  tirerait  de  1& 
ax         a» 

d*r 
mais  de  -r^  =  o;  on  déduit  successivement 

^=/ïd*=  r-_iÉ== + c. 

^     *     ^^         J  \/2fQdq-^C\J  V^2fQdq  +  C  / 

rintégrale  serait  par  conséquent  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  q,  entré  les  équations 

J  V^fQàq  +  C 

contenant  quatre  coûst  an  tes  arbitraires.  Ontiraîteraitde 
même  les  équations  analogues^  dans  les  ordres  plus  élevés. 

d*v 
3o5.  L'équation  -=^=:F,oii  K  désigne  une  fonction 

quelconque  de  j',  est  le  cas  le  plus  simple  de  la  classe 


d'équations  qui  nous  occupe;  il  vient  alors 

l^=/ydj  +  C,  et  g=  \/a/Ydy+C. 
Si  l'on  applique  ce  procédé  à  l'équation  particulière 

on  aura 

dar*       V^^'        djp'd*        V^oy' 


l^^^lVay^C, 


2  d**         a 

en  intégrant.  Changeant  C  en  — ^ ,  on  tirerait  de  là 

y  a 

faisant  ensuite  c-\-y  yzszz,  il  viendrait 

d»       (g— c)dg  i         -i 

-j— = — — =— =(c««--c»  »)d«, 

et  enfin 

3o6.  Les  équations  différentielles  qui  ne  contiennent 
qu'une  seule  des  variables  primitives ,  s'abaissent  au 
moins  d'un  ordre. 

Cela  est  d'abord  visible  pour  celles  qui  sont  de  la 
forme 
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si  désignant  la  Tariable  indépendante  ;  car  si  l'on  fait 

dr  •!     •     X 

-i-  =  »,  il  vient 

dx 

./  d/>  d--'/)\_ 

équation  qui  n'est  plus  que  de  Tordre  it—  i  ^  parrap^ 
port  aux  variables  x  et  p.  Quand  on  pourra  l'intégrer 
et  en  tirer  p  em^,  ou  bien  x  eup^on  aura  jr  par  les 
formules 

y  =fpix  +  C,    OU    y  =/7*— /idp+  C. 

Soit  9  par  exemple  I  l'équation  dififérentielle 

(àx'  +  dy^y  _ 
dxd>       ~      ' 

X  désignant  une  fonction  donnée  de  x  seul;  cette  équa- 
tion se  transforme  en 

{i±£làx_ 

ou 

d» Ap 

En  intégrant  il  vient 


-y  +  C  par  F",  et  il  en  résulte 


307.  Si  la  fanction  y  entrait  dans  l'équation  pro- 
posée y  au  lieu  de  la  variable  indépepdai^te  x  ^  on  ra- 
mènerait ce  cas  au  précédent  9  en  prenant  dj^  constant, 
au  lieu  de  dx  (i3o). 

On  pourrait  encore ,  si  l'équation  proposée  n'était 

que  du  second   ordre ,  chasser    àx  au  moyen  de  sa 

dv 
valeur  —,  tirée  de  l'équation  dyrzzpdx ,  et  l'on  aurâit 

ainsi 

dy  _  àp  _pàp 
dx*  '^àx~  ày  • 

la  transformée  ne  renfermerait  alors  que/),  àp^y  et  éy. 
Si  elle  pouvait  s'intégrer,  et  qu'elle  donnât  p  en  y^  on 

trouverait  x  par  la  formule  *  =  /  —,  et  par  la  for- 
mule*^ 4p=  "2-+/  'ÎLZ-,  lorsqu'on  aurait  yenp. 

L'équation -7^  =  Y",  déjà  traitée  dans  le  n**  ^pS^, 
devient,  par  le  procédé  ci-dessus,  x;         .  |. 

308.  Parmi  les  équations  difierentielles  qui  contiennent 
en  mcme  temps  les  deux  variables  primitives,  il  faut 
remarquer  celles  qui  sont  homogènes  entre  la  fonction 
y  et  ses  différentielles,  considéréesr  comme  des  facteurs 
algébriques  :  une  transformation  très  simple,  faisant  dis* 
paraître  la  fonction  primitive  j',  les  ramène  au  cas  pré-* 
ocdent. 

Cale»  intégr.  28 
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Il  sufii  de  poeer  j^àas  ^^  d'oà  il  véBvlf» 

dV  =  ^(d^w  +  3dud*M  +  du^),  etc.  ; 

le  facteur  «*,  derenant  alors  commua  à  tous  les  tennis 
de  réc[uatîon^  disparaît  ^  et  il  ne  reste  plus  <iue  les  dif- 
férentielles de  u ,  aTCc  x  et  dx. 

Le  cas  le  plu»^  simple-  de  ces  équations  est  celui  oit 
y  et  ses  différentielles  ne  passent  pas  le  premier  degré  f 
il  est  représenté  par  la  formule  générale 

a»^  4-  Pd^-'ydx  +  QA^'-ydx^ +  Uyàx''  =  o. 

Prenons  pour  exemple  celle  du  troisièxoe  ordre 
d?^  4.  Pd^ydx  +  Qiyis^  4-  Ujdi^  =0  j 
les  valeurs  de  y  ^t  d^  ses^  différentielles  Lsi  réduiront  à 
d^u+Muâ!'u  4-  du^  4.  P{d*u  4.dM*)dar v  _ 

4-  ÇdMdjT»  4.  Vi:^l  ~  ^  ' 

qui  s'abaisse  au  second  ordre  en  posant  du  =  idx,  d'où 
ir  résulte 

d't+(3t+P)  drf*  +  {^+  Pt^+  Qt+  U)dx^=  o. 

La  forme  de  cett^  équation  donne  lieità  une  remarque 
importante ,  saToir ,  que  si  les  quantités  P,  Q  et  U 
étaient  constantes  y  on  pourrait  supposer  t  constant;  car 
en  faisant  d*i^=:=o^  d4=*o,  il  ùe  resterailt  pour  diéter- 
miner  t,  que  Péquation 

^•+P^-^Qt+U:^o 

dont  les  ooeffîciens  seraient  des  constantes. 

Désignant  dottcparm,,  m^,  ms,  les  trois  racines 
de  celte  équation ,  bn  pourrait  prendre  successive- 
ment 


\  «' 


\ 


et  comme 

du=tAx    donne    u:=2fiàx-^c^     ^  =  c«^'*^"^^ 
on  aurait,  pour  y,  les  trois  Taleurs 

qtti  f  evièum^t  à 

en  prenant  pour  constantes  arbitraires  les  quantités 

ô^S    €*"%    e^5- 

Sog..  de  né  sont  encore  là  qixe  âe?  Talêùii  parttéd- 
liëres  de  la  fonctiop  j^,  puisqu'elles  ne  renferment  qu'une 
constante;  mais  en  les  ajoutant ^  on  forme  l'int^ale 
primitive  complète 

Hon*seu1exaent  il  est  facile  de  $'as«urer  que  c^te  ex- 
pression de  y  satisfait  h  l'équation  différentielle  pro- 
posée ;  mais  on  peut  établir  à  ce  sujet  une  proposition 
générale ,  quels  que  soient  les  coeffîciens  Py  Q  et  27, 
savoir:  que  si  y\y  y%y  yz  sont  trois  valeurs  de  y  qui 
satisfassent  chacune  en  particulier  à  cette  équation , 
letir  somitte  y^  ^y%  -f'js,  étant  pirise  |iour  l'expression 
de  y , satisfera  également ,  et  que  si  les  fonctions  yxy  y%y 
y%  né  eontenaietit  pas  de»^  constantes  arbitraires  comme 
ci-vdessuSy  on  pourrait  prendra 

y  =  Cxyx  +  C^y^  4-  C%y^  ; 

car  en  diff^enliafiit  trois  foia  cette  exipressîon,  substi- 
tuant dans  l'équat^^  proposée^  les  valeurs  de  y  ^  ^y%'^ 
â*yj  à^y  f  et  rassemblant  tous  les  termes  où  entre  k  ^ 
znéme  constante  y  il  vient 

a8.. 
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+Csid?y3+Pà^jrsdx+Qdj^sdx'+U:y3àx')} 

résultat  dans  lequel  la  fonction  qui  multiplie  chaque 
constante  est  nulle  par  elle-même ,  puisqu'on  a  sup- 
posé que  les  fonctions  yxt  y%i  y^  satisfaisaient  sépa- 
rément  à  l'équation 

dV+^d*j'd*+  Qdj^dx*  +  Vyds?=o. 

On  Toit  aisément  que  cette  démonstration  peut  s'ap- 
pliquer à  l'équation  d'un  ordre  quelconque 

d^'y^Pd^'^ydx  +  Qd»-»^djp* +l/^d«»  =  o, 

et  que  par  conséquent  si  l'on  trouve  n  valeurs  par- 
ticulières, 

^i>  y%^  j^s,  ym, 

qui  7  satisfassent,  on  pourra  poser 

y  =  Cxyx -f-  C^y^  +  <?sj3 ^Cnymj 

Cl  y  C^t    C3, Cn  désignant  des  constantes  arbi- 
traires. 

Il  est  également   visible  que  si  les  coefficiens  P, 
Q^^.  .<.  •TJ  sont  constans,  les  valeurs  de  y  s'obtiendront 

par  la  supposition  de  ^=  e^^^  m,  étant  une  constante ^ 
ce  qui  donne 

dy—é^mdxy  d^y—é^m^da^y d«jr=^»*i»«d4f»^ 

et  rendant  divisible  par  «"»*da;",  l'équation  proposée,  la 
réduit  alors  à 

TO»  -l-Pwi»-»  +  Çwi»-» -I-  I7=o. 

Si  Fon  représente  par  mi ,  m^,.  • . .  «ti»]! ,  les  racines  de 
celle-ci ,  on  aura 

y\ — »•    7   y^ — *      > j^»"— •      y 


«t  par  conséquent 

j.=  Cié?"»»^  4-  C.c'"'' .....+  O'»-^. 

3 10.  Lorsque  parmi  les  valeurs  de  m,  il  s'en  troure 
d'imaginaires^  l'expression  ci-dessus ,  qui  ne  cesse  pas 
pour  cela  de  rérifier  l'équation  difiërentielle  proposée  > 
a  besoin  d'être  transformée  en  une  autre ,  oit  il  n'y  ait 
que  des  quantités  réelles,  ce  qui  s'effectue  au  moyen 
jdes  formules  du  n®  187. 

Si  TTii  et  m^,  par  exemple,  désignent  un  groupe  de 
racines  imaginaires,  elles  seront  de  la  forme 

et  fourniront  dans  l'expression  générale  de  y  une  partie 

f 

mais,  par  l'article  cité,  on  a 

^— ^o:  V/— I  ---  cos  jS* —  V/^  sin  ^x  ; 

ces  valeurs ,  substituées  dans  l'expression  précédente , 
la  changent  en 

et ,  comme  les  constantes  Ci  et  C^  disparaissent  de 
Inéquation  différentielle ,  sans  qu'il  soit  besoin  de  leur 
assigner  aucune  valeur ,^on  peut  leur  en  supposer  une 

telle  que  les  quantités  Ci+Ca  et  {Cx^^C^  y — i  soient 
réelles,  et  faire  en  conséquence 
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d'o&  il  résultera ,  pour  l'expression  dierchée , 

«**{£,  cos  fix  +  E^  siû  j^*} , 

Tiiçur  entièremeut  réelle. 

Oo  j)eut  changer  cette  dernière  de  forme ,  en  y  posant 

p  etq  étant  de  nouvelles  quantités  arbitraires;  elle  de- 
viendra 

«**{/>  rin  ^r  cos./Raf  i+»/ït<30$^  sinAr) 

=  /)«**  sin  (q  +  /5ar). 

On  traitenaît  de  la  même  manière  le«  autres  groupes 
de  termes  imaginaires  que  pourrait  renfermer  l'expres- 
sion générale  de  y- 

3ii.  Si  quelques-unes  des  racines /ro,,  ms,  etc.de* 
Tiennent  égales,  cette  expression  perd  de  sa  gteéralité; 
quand  9  par  exemple ,  mi  =  m»y  les  deux  premiers 
termes^  prenant  la  forme 

se  réunissent  en  un  seul  dont  le  coefficient  Ci+C^  ne 
compte  plus  que  pour  une  seule  constante. 

Des  divers  procédés  qu'on  a  donnés  pour  parer  à  cet 
inconvénient,  celui  qu'a  proposé  d'Alembert  me  parait 
encore  le  plus  ingénieux  et  le  plus  simple  :  voici  en 
quoi  il  consiste  O. 

Au  lieu  de  supposer  qu^  les  racines  mx  et  m^  soient 
égales»  on  fait  d'abord 

m^  r=ï  jtti  -^  h  y 

■ ■■       '         ■  -  ■ 

n  Vb^ez  d'iûllca»  le  Traité  m-4«,  t.  UI,  p.  696. 


9»  /Oàfjmi»'  WTtoULL.  4^ 

ce  qui  donne 


^1», 


./ta: 


en  développant  l'exponentielle  «  (27)  ;  alors  si  l'on 
pose 

il  Tient 

y^4"lB,  4-  ^1»*  4-  «*  ~  +  etc.n  ; 

or^  Cl  et  tC«  ÂtMkt  arbi^*aii:«s>  £^1  et  £«  le  seront 
pareiil«mênt ,  ^t  Pexprfcssîon  €^/^'^  +  C^t^""^  satis* 
faisant  à  l'équation  diiFérentielle  proposée^  indépendam- 
ment d'aucune  valeur  de  Ci  et  de  Ca  (3og),  il  en 
sera  ^e  mèaw  idu  développentent  ci^essus,  et  des 
omstaates  E^^E^,  et  cela,  quelque  petite  que  soit  lit 
quantité  h^  Si  donc  oa  suppose  A=  o,  l'expression 
ci-dessus,  réduite  à  . 

et  contenant  deux  constantes  arbitraires  itréductîMe^  ^ 
satisfera  encore  à  latproppsée^  mais  ce  oc^  répond  pré- 
cisément |l  t/^i  ^  7»^. 

De  la,  on  passe  aisément  au  cas  où  mi=/»a=77i^; 
car  eu  ne  supposant  d'abord  que  l'équation  >»,  :i=  m^y 
on  aura 

y  =  e'^'^tEi  +Kx)  +  Cg^"*^». . . . .  +  C„e^-*, 
et  faisant  ^n  conséquence  rnssomi  -f-  A,  il  viendra 
e^^^(^E,+'E^x)+Cse'^^''=  ê^^^(É,  '+  E^x  +  Cg/^) ,  ^ 
que  ltt4év<Aop|>ei&flnt  )^«^^  cobai^era  en 


jn 
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''(^,+  C3+(J;a+C3Â>+C3?^V  C3  ^+  etc.), 

et  faisant 

an  aura  l'expression 


/^ 


''(f,+F.*+F3**+F3Ç+  etc.), 


satisfaisant  encore  à  l'équation  différentielle  proposée, 
quelles  que  soient  les  constantes  F|,  F^,  F3,  et  qnel- 
îque  petite  que  soit  h  :  en  posant  donc  à  =  o,  il  en  ré- 
sultera, pour  le  cas  où  77^1=:  7»^= 17^3,  l'expression 

^'««^(F.  +  F.x+Fax*), 

qui  remplacera  complètement  la  partie 

C, <?'»•*  +  Cac"**^  +  Cs*''*'',  et  ainsi  de  suite,  en  quel- 
que nombre  que  soient  les  valeurs  égales  de  77^. 

3 12.  L'équation  différentielle  proposée  peut  rare- 
ment s'intégrer  lorsque  les  coei&ciens  sont  Tariables; 
le  cas  suivant 

(a  +  bxyA'^y  +  P{a  +  &*)»-'d»-'^d*    1  _ 
+  Q(a4-6*)"~*d»'-Vdx'» -f-C/ydar»!  ~  ^' 

oi  F,  Çj U  désignent  des  constantes ,  est  un  des 

plus  remarquables.  Si  l'on  fait  a-^bx^=^t,  d'où  il  suit 

Àt 

d«  =  Y?  l'équation  ci*des8us  se  change  .en 
o 

<»d»j^+  ^^-'d«- Vd^+  ^^-•d«-*yd**-.  .-4~yd*'-==o, 

à  laquelle  on  satisfait  en  posant;  y  =;i",  m  étant  un 


exposant  indéterminé;  car  di^  étant  constant  ainsi  que 
dx,  la  substitution  de  y  et  de  ses  différentielles  rend 
l'équation  ci-dessus  divisible  par  ^d^",  et  l'on  a  seu- 
lement 

P 

Q  U 

qui  détermine  tt»,  au  moyen  des  constantes  7»,  ^/'^y 

3i3.  Il  est  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  l'équa- 
tion du  second  ordre 

dy  +  Pàyix  +  Uydx*  =  o , 

et  d'en  tirer  les  résultats  suirans,  qu'il  est  utile  de 
connaître. 

i''.  Si  yi  et  y  a  sont  deux   valeurs  qui  satisfassent  à 
cette  équation ,  son  intégrale  complète  est 

y  =  C,yi  4-  Caj^a     (809). 

a".  Quand  P  et  Î7  sont  constans^  on  a 

ir^i  et  m^  étant  les  radines  de  l'équation 

m^  +  Pm+V  =  o. 
3^  Si  ces  racines  sont  imaginaires ,  il  vient 

y=pe'''fsm{g+fix)     (3i.o). 
4^.  Si  elles  sont'  égales 

vK  =  ^'««^(£.  +  £^)     (3ii). 
5".  Enfin  l'équation 
(a+bxyd*y+{a+bx)Pdyix+Ufàx^Z2o, 


—  o> 


m^ 
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-^e  change  ea 

lorsqu'on  fait  a+bx=zt,  et  dépend  de 

P  U 

m {m—i)  +  j  m  +  'pT=zo     (3ia) , 

ce  qui  revient  à 

aÎBM  son  intégrale  est 

/»i  et  m^  étant  les  deux  valeurs  de  m. 

3 14.  L'équation 
dV+i'd'?-' jrd«4-Çd»-*ydjir? +  27yda?»=o    (i), 

n'est  qu'un  cas  particulier  de  Féquation  différentielle 
de  l'ordre  n  et  dv.  premier  degré;  car  celle-ci ,  pour  être 
générale^  doit  contenir  un  terme  indépendant  de  y,  et 
avoir  par  conséquent  la  forme 

d»^+Pd»-'j^dx+ Çd»-*^d*» . . .  +  Z7ydx"=;P^d**  (2)  ; 

mais  l'intégration  de  cette  derniëre  se  ramène  £aicile- 
ment  à  celle  de  la  première  :  on  l'a  déjà  vu  pour  le 
premier  ordre ,  dans  le  n®  a85;  et  dans  un  ordre  quel- 
conque, il  suffît  de  connaître  un  nombre  n  de  valeurs 
particulières  dé  jj  satisfiiisant  à  P  équation  (^1)  j  pour 
parvenir  à  V intégrale  complète  de  Inéquation  {%)• 

LagrangC;  qui  a  découvert  cet  important  théorème, 
l'a  prouvé  en  étendant  à  l'équation  (2}  y  par  la  va- 
riation des  quantités  Ci,  C^,, .  .,€»,  l'expression  gé- 
nérale de  y  rdative  à  I'éq«ation  (i). 


Pour  fixer  Jes  idées ,  j«  preads  réquatien  proposée  du 
troisième  ordre  seulement  :il  vientjr=C^i-f-C4)r,i+  C^si 
expresamndaufi  laquelle  il  facddétermûier  Ciy  C^eX  Cs^ 
de  manière  quelle  satisfasse  à 

Si  l'on  fi^xne  sucieessiTement  les  valeurs  de  dy^  d*^ 
et  d^^en  traitant  Ci,  C^y  €$  comme  variables , on 
trouvera  cPabord 

ày=  Cidj'i+C^dya+'Csdyr-hyiàCi+y^àCA'ysàCs  5 

mats  comme  on  a  trois  quantités  à  déterminer,  et 
que  la  question  proposée  n^offre  qu'une  condition ,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  k  volonté ,  et  faire  en 
conséquence 

yidCt  +  ymdCft + ^sdCa  =3  o , 

ce  cpii  donnera 

dy=  C^dy,  4-  C,dy,  +  Cadjs, 

comme  si  les  quantités  Ci ,  C^  et  C3  n'avaient  pas  varié. 
En  différentiant  cette  valeur,  il  viendra 

dy  =C.dVi+C.d>a+C3d>+dyidC>+djy.dC.+dj^,,l  C,  ; 
posant  encore 

àyidCi  +  dj'adCa  -{-  dysdCs  =  o , 
il  restera 

df'y  =  C.dVi  +  C.d»:Ka  +  Csd^s , 
d'où  l'on  tirera 

d^y = Cd'y, + C^'y^+  Cd'ys 

+d*j^*dC^+d*>'.dC.+d*j^sdC3 . 

Par  la  substitution  des  valeurs  de  y,  iy,  d*y  et  d^, 
l'équation  propooée  deviendra 
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+  C,(àPy,+Pdy,ax+Qdy.dx^+Uy,ix')l 

+  Cs{d^y$+Pdy^+  Qdysdx*+  Uy^)  f  —  '^  ^» 

oe  qui  se  réduit  à 

d^,dC,  +  d»^.dC,+  d^sdCs  =  Vdx^y 
quand  les  fonctions  yu  y%t  ys  satisfont  à  l' équation 

d3y  4-  Pdydx  +  Qdydx^  +  Uyds?  =  o  : 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dCi,  dC^et 
dCs,    les  trois  équations. 

yidCi+  yadC^+  ysdCz^o^ 
dy,dC,+  dyftdCa4"  djrsdC$=o, 

dy^dCi+dy^dc^+dy3dc^=zrdj^j 

d'oii  l'on  tirera  les  valeurs  de  chacune  de  ces  di£Pé- 
rentielles  ,  exprimées  en  x  et  en  dr  ^  lorsque  les  fonc- 
tions j^t,  y^y  y%  seront  connues.  Les  résultats  ayant 
la  forme 

dCi  =  Xid* ,     dCft  =^dar ,    dCs  =  ^^d^;^ 

on  en  déduira 

C.=pC,d*+c.,     .^»=A*d*+<^«,       Cs=/Xidb+c„ 
et  par  conséquent 
jr==y,(/X,d*+c,)+ya(/3id*4<?a)+j^s(/X3d4f+c3) , 

sera  l'intégrale  complète  de  Féquation  proposée. 

Si  l'on  ne  connaissait  que  deux  valeurs  particulières 
de  ^^  la  proposée  ne  pourrait  s'intégrer  qu'avec  le 
secours  d'une  équation  du  second  ordre  j  réductible  au 
premier.  En  effets  on  aurait  alors 

y=  C^%  +  Ctjr^y    djr  =  C,dy,  +  C.dy., 


en  faisant 

^id6\  +  ^.dC.  =  o  j 

mais  puisqu'on  ne  pourrait  disposer  que  d'une  seule  des 
quantités  Cx  et  C^,  il  faudrait  employer  le  déTeloppe- 
ment  complet  de  d'j^ ,  qui  serait 

ày  =  C.dty,  +  C.d»j..  +  dy,dC.  +  dy.dC. , 
et  qui  donnerait 

dV=  C,d»j',+C.d»>+ 2d*jr,dft  +  2d*j^.dC; 

+djr,d*C.+djfad*C.. 

Substituant  dans  la  proposée,  et  réduisant  de  la  même 
Manière  que  ci-dessus ,  on  obtiendrait 

dy,d*C,4Hly.d*C;+2d>,dC.   +2d*y.dC.     )      —  , 

+J>d;^.dC>dx+Pdj^.dC.dar/""  ^^' 

•  équation  de  laquelle  on  chassera  dC.  et  d*(?.,  en  tirant 
lears  valeurs  deTéquationj'.dCi  +  yACs,r=zo  et  de  sa 
différentielle;  la  résultante  ne  contenant  que  d*(7i , 
dCi  et  des  fonctions  de  x  y  se  ramènera  au  premier 
ordre  (3o6). 

Enfin ,  lorsqu'on  n'aura  qu* une  seule  valeur  de  y, 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second;  c'est  ce  dont  il  est  facile 
de  se  convaincre ,  en  mettant  dans  la-  proposée , 

%i ,     ^.dyi+yidC, ,     C,d»j^,4-2dv»dC,+jf.d*C, , 

au  lien  de 

y,     ày,     d»jf    et     à^y  i 

l'équation  formée  par  ces  substitutions  sera  réduite  à 

>id3C,+3dy,d*C,      +3d*jf,dCi       \ 

+  Py.d*C,d*  +  aPdy.dC.d*  [  =  FAx". 
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trouvée  daii3  le  n^  3io^  les  valeurs  particulières 

avec  lesquelles  il  serait  facile  d'obtenir  Tliiitégrale  com- 
plète de  l'équation  proposée;  mais  il  est  peut- être  plus 
simple  d'opérer  immédiatement  sur  la  formule  du  n^  pré- 
cédent ,  la  transformation  propre  à  en  faire  disparaître 
les  imaginaires  y  c'est-à-dire  d'y  changer 

'  7»!  en  «4"/8V^— I,     7»»  en  m — fi\/ — i, 

et  de  remplacer  ensuite  les  exponentielles  imaginair^f 
par  leur  expression  en  sinus  et  cosinus.  Par  ces  substi- 
tutions, on  a  d'abord 


_  gux^fix  v/^  fre-*^^^y-^dx }  = 


.flUC 


■    ^  . i{ (cos  fix + {/—  i  smfix)fF'e''*'(cosfix--  {/—isinfisfis 

— (cos/8ar—  {/—i  sin/Sar)/r<^-*^(co.s/5x+  V^—i  sinftf)if)i 

puis  en  effectuant  les  multiplications  indiquées ,  sépa- 
rant les  intégrales  en  monômes  y  et  réduisant ,  le  facteur    ' 

^Y — I  devient  commun  aux  deux  termes  de  la  frac- 
tion ^  et  l'on  arrive  à  l'expression  réelle 

^^  =  -j  t  sinfixfFe'^'^dx  cos/Sx 

— coafixfFe^^^dx  sin^ô*}. 

Si  F'  était  nul ,  il  faudrait  mettre  une  constante  arbi- 
traire à  la  place  de  chaque  intégrale  y  et  l'on  aurait 
seulement 


*  -, 

êtx 

y^~{Ei8mfix — E^çosfix}, 

ce  qui  rentre  dans  le  résultat  du  n**  3iô. 

On  rencontre  fréquemment^,  dans  les  applications  de 
P Analyse  à  la  Physique^  céleste^  l'équatioo 

pour  laquelle 

i»  =  dbaV^--i     (SiS)^  :    .,,'■.-, 
d'où 

•  •  4  1.,  ,1 

et  ...  .     , 

y^sspsmax+qcosax 

smaxfF'dx  cos  ûx--cos  oxfFix  sin  ax    ' 

+ . ' ^ fc- 

a  ' 

'"    ••  '  "'    ' 
ei|  restituant  les  constantes  arbitraires.  La  fonqtipn.^ 

a  ordinairement  la  forme       .  «  '    . 

»  *  * 

A'^'  Bcosfix  +  Ccos  yx  +  etc. , 

Af  Bj  C,  etc.,  fi f  Yf  etc.  désignant  des,  coeffîçiens 
constans ,  et  les  intégrations  indiquées  s'e£Pectuent  -p^x 
le  procédé  du  n^  218. 

V 

317.  L'égalité  des  racines  mi  et  m»  réduisant  I1  ^ 
l'expression 

y—-  i ^ . 

^        »  "^  .  '  .      -J»!  — 7l»t  ,  '         ...     I      ^ 

il  suffit,  pour  en  obtenir  la  vraie  valeur,  de  différentier 
par  rapport  à  n»)  son   ninpérateur  et  son  dénomina- 
teur ,  en  observant   pour    les  intégralei  la  règle  du 
Cale,  intégr.  29 


45b  vAJLin 

n*  381,  et  il  vient  ^ 

Cette  dernièi^  etipvesrfoa  eompreBcl  éeUeda  n^  2i  i  ; 
tàr  IcMrsque  JP'=Oy  les  ifttégfales  se  rèdtakant  a  Ifeur 
constante  arbitraire,  il  vient  seademdbt 

3 18.  Si  l'on  a  un  nombre  m  d'équations  différentielles 
renfermant  un  nombre  m  +  i  âe  Variables,  une  senale 
de  ces  variables  sèti  indépeiidanté,  et  l«s  m  autres  en  se- 
ront des  fonctions.  Supposons  d'abord  que  ces  fonctions 
et  leurs  coefficiens  difiTéFeÀtiels^  ne  s'élëvent  pas  au-delà 
de  la  première  puissance ,  dans  les  équations  proposées^ 
qui  sont  alors  du  premier  degré  :  ia  méthode   indi- 
quée au  n^.iSd,  conduirait  y  dan9  cecas^a  une  équation 
dîfféréntielSe  du  premier  degré  entre  l'une  des  fonctions 
à  déterminer  et  la  variable  que  Ton  regardé  comme 
indë^ndanté  ;  mais   on  peuf  €f\a?elquèfois  éviter    les 
calculs  de  l'élimination ,  en  iiitégrant  cÔÀjoîntënient  les 
équations  proposées. 

Lorsqu'elles  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qu'elles 
tie  rènfèrméiit  qileiH^is  variables)  ces  équations  peuvent 
ëtte  représentées  par 

Miu  +  Ndx  +  (P«+  Qx)  dt=  Rdt, 
9fiu  -HlV'd*  -^  (P'tt' -f  Q'x)  dis-  HTAé;   - 

mais  si  l'on  eu  chasse  alternativement  di^  et  d^r ,  et 
qu'on  dégagé  de  soii  cbeflickinl  celle  dé  Ces  différen- 
tielles que  l'on  conserve^  Wé^ations  résultantes  pren- 
dront la  forme 

V    •      d«-^(P^»4-Ç'»)d^=i,rd*,    ,    .. 


/" 


^7  Qy  ^7  ^>  etc.  représentant  de  nouvçHes  fOBctions 
de  *,  dérivéeç  dest,  premières  par  Ja  suite  d<ç  opérations 
indiquées.  Cest  sous  cette  dernière  forme  que  d'Alem- 
bert  a  traité  les  équations  âîfférëhtieÏÏés  isimultan^es^, 
par  une  méthode  trè^  ingénieuse  ^^que  je  vais  exposer- 
comme  Ta  présentée  M.  Ampère.    , 

En  multipliant  la  seconde  équation  par  un  facteur  é, 
et  ajoutant  le  pitodtoit  a  là yireraîère,-it^ vient  • 

dK+*d*+|;</>+p^f3^/+(ç+(2^0^]  a^=^t^ 

Éafisiht  ensuite' i* 4" fl*  —  ^/ôh  aàfà''     '"      \  •'      i  ' '"f 
et  par  .<w$,i«^îeMrft,  la  transfor^iée  ciT^es^sup  «jevien^ri  ; 

enfin  égalap^^^  à  zçfo  le  mvjtijjlfbîiteur  de  Xy  on  parta-^ 
géra  Fécjuatt^açiTdessu^  en  déiiX'  s^uiçes^     ..- 

d«4(JP4-P%<l^==(y^fô)d^;     ^  (a), 

iàhi  îà  5ë*tilêre-iiè  rètiCerinfè  Jiltis'  qti^  *teè  defejé  va^ 
riables  ô  et  ^.  Lor§<|u'oa  pourra  Ijrouver  une  valeur  de 
ô  satisfaisant  à  celle-ci,  on  réduira,  par  sou' inof ënVil» 
première  ^'  ne^ont^nir  aufi.  les  deux  variables  z  et  t- 
et  n'étant  d'ailleurs  que  du  premier j[qgré,.çlle  s'inté- 
grçra  complètetnent,  par  la'  formule  du  iâ°  28S.  ^ 
<  Qùand4à'^<^deffcléiïs  P,  P'yQéi  Q^' éoUt  é6hsiâÀs\' 

'dô=oy(F+jp'd)d-iQ+(^6)~oi  v:^ 


,> 


4âa  tBAlfi  iL^BIENTAlRE 

pour  abréger , 

P  +  P'ê^m,     T+r'f=;P^, 
â  pour  int^rale  Féquation 

d'où  l'on  tire  les  deux  suivantes, 

lorsqu'on  y  met  successivement  les  deux  valeurs  de  ê  : 
le  problème  est  donc  complètement  résolu ,  puisqu'on 
a,  entre  les  variables  m,  x  et  /,  deux  équations  primi- 
tives renfermant  chacune  une  constante  arbitraire. 

Si^j  Pa|$on8  aliÇstème  d'équations  à  quatre  va- 
riables, auquel  on  peut  toujours  donner  la  "forme 

dx  +  {P'u  +  Ç'*  +  B!y)dt=T'dt, 
.:   dy  +  (P''u+.q''x  +  B!'y)dt=  rdL.. 

Si  Ton  mtdtipHe  la  secbnde  par  6 ,  la.troMème  par  ô', 
qu'on  a)pute  les  produits  à  la.première ,  et  que  l'jMi  fasse 

u  +  6x  +  Vy=igy 
d*où  il  suit 

"     dw  +  flAir  +  fl'd^=d«  — *d8— j'd*', 
M=«  — ôar— ôVi 
et  qu'après  la  substitution  de  c^s  râleurs ,  on  i^assemble, 
pour  les  égaler  à  zéro ,  les  termes  affectés  de  x  e^  de  y^ 
l'équation   ci-dessus  se  partagera   dans  les  trois  sui- 
vantes , 
ii+{PJi^P'B^P'i*)zàt=z{T^t'll+T^)dt         <tf), 

dé  +xcP4p'ft+P'9')fl-^(^+ç'»+çV)]ateo  (i), 


«llorsquoa  pourra  trouxerjjes  valeurs  de  6  et  detl^  iiui, 
satisfont  aux  équations,  (b)  el  (&'}^  Féquation  (a)  ri^ 
duite  9UX  variables  s  ,et  t^  s'in^grera  encore  Qominc!' 
dans  le  n**  précédent. 

En  se  bornant  au  cas  o&  les  coeffîcîens  des  fonctions. 
ùf  'X  et  y  sont  des  constantes  ^  on  peut  supposer  dS=Of 
dO'so;  il  en  résultera 

(P  +  /^9  +  P^6')B  —  (Q+  (yS  +  Q^ô')  =  o, 
(P  4-  i^fl  +  P^ô')ô'—  (fl  +  -S'A  +  TîT)  =  o  j 

«t  si  Top  fait  P+P'ô  -f-  PV  =  /»,  les  équations  ci- 
dessus^  devenant  _.  ,. 

(ot  — /î'')5'— J«'9  =  /J, 

donneront  pour  ô  et  6',  des  valeurs  qui  ^  substituées  dans 
Fexpression  de  m,  conduiront  à*  une  équation  finale  >  oii 
cette  inconnue  montera  au  troisième  degré.  Chacune 
de  ses  valeurs  en  fournissant  une  pour  les  facteurs  0, 6\ 
si  l'on  distingue  celles-ci  par  des  indices  inférieurs^  et 
qu'on  fasse  r+r'ô+T'fl'ssr^,  on  aura  les  trois  sys- 
tèmes de  quantités 

ô|,   Ô'a,  771-1,  /^, ,       fit,  6',,  TTÏfl,   J^»,       ÛS9    fl's?  '^Sf  ^3# 

dont  la  substitution  dans  «  =  <?-"»' {/ir'"*/^d/+Ç}, 
intégrale  de  l'équation  (a),  donnera  les  trois  équations 
primitives 

«  +  Ô,*  4-  ^.y  =  e-'"''(Je'"'*r,dt  +  C), 

„  4- 9j,  +  9V  =  «-"*''(/«'"'''^3d«  +  C.). 

On  peut  maintenant  étendre  ce  procédé  à  tel  nombre 
d'équations  que  I'qu  voudra.  Pour  en  compléter  l'ex* 
position^  ii  faudrait  examiner  les  cas  où  les  valeurs 


àé  9,  V  deviennent  îmagtnatred  ou  bien  égales  entre 
eites;  m^is  ces  détaîk,  qui  tiendraient  trop  de  place,  sont 
fkcitefl  &  suppléer,  par  ce  qu'on  am  dans  les  n^^'SiOySii. 

3aQ.  D'Alembert  applique  aussi  son  procédé  aux 
équations  du  premier  degré  d'un  ordre  quelconque, 
et  pour  cela  il  les  ramène  au  premier  ordre,  de  la 
manière  suivante. 

Ajaht,  par  exemple,  deux  équations  de  la  forme 

d^M  +  {^àu  +  Bdx  )dt  +  {Cu  +  Dx  )d^  =  Td^ , 
à»x  +  (^dtt+  i5'dx)d^  +  {Cu+  £^x)di^  =  T'd^, 

il  îa\tdu=pdt^  àx=gdt'y  et  il  a  par  conséquent,  entre 
les  cinq  Tariables  pfq,t,ueix,\es  quatre  équations 
du  premier  ordre 

dp  +  (Jp  +Bq+Cu  +Dx)dtz=z  Tdt, 

•  dq  +  \j(p  +  B'g  +  6^M  -f  iyx)dt  =  Tdty 
du — j5d*=  o  , 

dx  — '-  qdt  ~  ô , 

qui  peuvent  se  traiter  par  la  méthode  du  n**  précédent. 
Il  s'est  servi  du  .même  artifice  pour   les  équations 
qui  ne  contiennent  que  deux  variables  ;  mais  le  pro- 
cédé du  n^'3i4  est  plus  simple  et  plus  élégant. 

•  02^1  /  Considérons  maintenant  les  équations  du  pre- 
mier ordre, 

dy  —  «dx=o,       d^  —  /3djf=-o, 

dans  lesquelles  «  et  /^  -sont  des  fonctions  quelconques 
des  tfoîs  variables  x  ^  y  ^  z  :  voici  comment  on  peut 
y  appliquer  le  procédé  du  n^  i33. 

On  différentie  la  première ,  cft  il  vient 

dy-^£dx*  —  '^àxdy^^dxdz  =  o', 


mettant  pour  cU  sa  yaleur  /tdfs ,  oa  obtie;pt 

éliminant  ensuite  is,  au  moyen  àe  l'équation 

d  j'  —  adsF  =  O  , 
on  paryient  à  une  résultante  en  ^  et^,  du  second  ordre, 
et  qui  a  nécessaîrem^t  une  intégrale  primitive  avec 
deuiL  constantes  arbitraires  a  et  ^  (j^^)' 
Soient 

•^(xy  ^^  a,  b}=;;zo     et      iy:=mdx 

cette  intégrale  et  la  valeur  de  dy  qu'on  en  tirera  ; 
en  substituant  celle*ci  dans  dy  —  udx  =  o ,  on  aura 
une  seconde  équation  primitive  m — «=^0,  entre 
X,  y  et  Zj  en  sorte  que  les  équations  différentielles 
proposées  seront  yérifiëes  par  le  système  des  équations 
primitives 

4(**^>  <*;  ^)  =  ^9       m—u=  o, 
et  par  toutes  celles  qui  seront  équivalentes  à  ces  der* 
niëres. 

Cela  posé,  on  va  voir  qu'il  existe  toujours  au  moins 
deux  systèmes  de  facteurs*,  au  m^oyen  desquels  «on 
déduit  des  équations  proposées,  deux  diiilérentiëllès 
exactes.  En  effet,  si  des  équations  primitives  indi^ 
quées  ci— dessus,  on  élimine  alternativement  les  cons- 
tantes a  eti,  et  que  les  résultais  soient  mis  sjq^us  la 
ioàme 

lenrs  difierentieltes 

•  diW  ,     ,   dAf  ,      ,   dM  . 

_dx  +  ^d^+-jj^d.  =  o, 


4^  TtLAlvà  hÀMtEHVAUat 

devaot  être  Térifiées  par  les  râleurs 

tirées  des  proposées ,  il  s'ensuit  que 

àM      àM       ,  àM 

"d7+dy+-d7^  =  ^' 

diV    .  diV       ,  dN 

•ïr  +  d7-+ir^  =  ^ 

sont  des  quantités  identiquement  nulles;  on  a  donc 

àM_^dM    _AM.       ^ 
dx  d^  ds     * 

d/v  _  _  d iv;        dN 

dx  dy  d«     ' 

et  mettant  ces  yaleurs  dans  les  difiërentielles  de  M 
et  iV,  ce  qui  ne  les  change  poi^t^  on  obtient  les  dif- 
férentielles exactes 

d3f  -,  IN.  dAf  _ ,  -  . 

^  (dj^  —  iid*)  + -^  (d« — iSd*)  =  o , 

_  (dj.  —  iida?)  +  -^  (da— ^*)  =  o, 

comprenant  les  produits  des  équations  proposées  mul- 
tipliées respectivement  par  les  facteurs 

^  t  —    î!^  t  — 

dy  da  *      dj'  d«  ' 

Otk  conçoit  aisénfent  qu^il  y  a  des  théorèmes  ana- 
logues', pour  les  équations  dans  lesquelles  le  nombre 
de  Tarîables  surpasse  trois. 

Des  solutions  particulières  des  équations  diffé" 
rentieUes  du  premier  ordre. 

322.  Dans  le  n®  297  il  s'est  présenté,  pour  une  équa- 
tion difiérentielle ,  une  solution  pariiculière  qvâ  ne  dé* 
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rWait  pas  de  ^intégrale  complète ,  et  l'oii  pe«it  qadqu^*^ 
fois  tomber  sur  des  é(|uatioii8  primîtiTfB^  sans  constantes 
arbitraires ,  et  yérifiant  nne  équation  différentielle  dont, 
on  ne  connaît  pas  l'intégrale  complète  :  ces  deux  cir- 
constances, font  naître  les  questions  suivantes:  d*où 
viennent  les  solutions  particulières  ?  et  comr^ent  distinr 
guer  si  une  équation  primitive  qui  satisfait  à  une  équa- 
tion différentielle  proposée^  dérivée  ou  non  de  son  in^ 
tégrale  ?  c'est  ce  dont  je  "vais  m'occuper. 

La  relation  qui  exista  entre  une  équation  différen- 
tielle et  son  intégrale ,  est  telle  que  cette  dernière  équî- 
yant  à  un  nombre  infini  d'équations  primitiTCS^  qu'on 
obtiendrait  en  donnant  successivement  à  la  constante 
arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles  »  et  dont  chacune, 
satisferait  à  l'équation  différentielle  (53).  #n  désigne 
ces  diverses  équations  primitives  sous  le  nom  dLinté-- 
grales  particulières^  puisque  ce  sont  des  cas  particu- 
liers de  l'intégrale  complète.  Les  solutions  particulières j 
dont  le  nombre  est  toujours  limité ,  sont  des  équations 
primitives  essentiellement  différentes  des  intégrales  par- 
ticulières. Ces  solutions  sont  de  deux  sortes;  les  unes 
ne  sont  autre  chose  que  des  facteurs  de  l'équation  dif- 
férentielle proposée,  dans  lesquels  èx  et  diy  n'entrent 
point,  qui  par  conséquent  étant  égalés  à  zéro,  donnent 
des  équations  primitives  établissant,  entre  x  et  y^ 
des  relations  qui  rendent  la  proposée  identique.  £n 
cherchant  le|S  diviseurs  communs  des  fonctions  M  et 
A^,  on  trouvera  les  solutions  de  cette  espèce,  dont 
est  susceptible  l'équation 

MAx  +  Này  =  o. 

La  seconde  espèce  de  solutions  particulières,  dont 
l'équation  ^dor — «dj'  =  7»V^d«*+ dj'*  (297)  a  fourni 


4^8  THAiri   éLÉMJSNTAtBB 

aa  exemple  y  est  liée  intimemeot  «  l'éqoatîon  différen* 
tîelle  dont  elle  àérrwe ,  quoiqu'elle  ne  paisse'  rentrer 
dans  aucun  des  eas  de  IMotégraie  complète ,  quel^oc 
Taleur  q«e  l'on  donne  à  la  constante  arbitraire,  aioit 
qo^l  est  facile  de  le  yoir^  en  comparant  les  équations 

y  ::=z  cx*-{- n\/ 1 '{^  (f    et  a;*  +  j^  =  Tt*. 

Voici  la  théorie  qaeLagrange,  en  1774»  donna  de 
ces  derni'ères  solutions,  regardées  avant  lui  comme  for- 
mant un  paradoxe  dans  le' Calcul  intégral  (*). 

3^3.  Les  solutions  particulières ,  sans  être  compriises 
implicitement  dans  l'intégrale  complète,  peuvent  néan- 
moins s'en  déduire ,  en  cessant  de  regarder  (a  cons- 
tante arbitraire  comme  invarjUMe.  En  efiet^  sojjt  Z7;730^ 
une  ^u^tipn  primitive  renfermant  les  varîaUes  x,  jy^ 
et  une  constante  <^;  j'équation  différentielle  correspo^i^ 
dante ,  que  je  désignerai  pa^  /^=  o^  sera  le  résultat 
de  l'élimination  de  cetta  constante ,  entre  les  équa<» 

tions  U=o,  -—  dx  +  t —  d j'  =  o  (53)  ;  mais  si  l'on 

sup4»o6e  qxie  c  soit  mue  f{M»cti<m  qvdoonque  de  x,  ,o|» 
donnera  à  l'équation  U:^-  o  itae  ex^eotioa  telle  qu'elle 
pourra  représenter  une  équatioa  quelconque  k  deux, 
variables^  et  par  conséquent  aussi  tontes  les  solutiotiia 
particulières  de  l'équatian  ^=o.  Gela  posé,  la  valeur 
que  l'équatioB  Ussso  domiepour^  et  sa  difiEëFentid]^ 


>     Il        I        ,  I  I         »     I     ■!»■■■  <  I  H         I     I  »         Il  H    I    I      >  I »  » 


(*)  Il  les  appela  intégrales  particulières ,  et  flonnâ  le  non». 
de  solutions  pardcalières  aux  diffëreus  cas  de  Tintégrale  com- 
plète. Laplace ,  qui  s'est  occupclivec  succès  du  inémc^  sujet  avant 
.tiEgrADge,  emploie  ces  denomioatloiis  dans  un  sens  înyerse,  et 
^je  Tai  suivi.  Jl  m'a  semble'  que  les  4?quations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations  âiffeEentielles  sans  être  comprises  dans  JAur  intégrale 
complète,  ne  s'obtenant  ]>Q?nt  par  les  procèdes  de  rintégration>  ne- 
devaient  pas  porter  un  nom  qui  rappelle  ces  procédés. 


^ 
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que  je  représenterai  par  dy  z;:^pdx,  yéri^nt  indépen-*- 
dammeut  de  c,  réquation  /^=o,  od  pourrait  soppoBer 
a  variable ,  pov'rru  que  la  loi  de  sa,  varijLtîoo  fût  telle 
qu'on leikt  toujours iïyz=:pdx.  Qr,  quoiqu'en  regardante 
coname  variahie  auf si liien  que  «,  il  ^nne  eu  ^néral 
djff=spAk'j-qdc,p  et  q  étant  des  fonctions  de  x  et  de 
^ ,  on  aura  néanmoins  dy:Bzpdx  seulement ,  si  ^  =;  o  s 
déterminant  donc  c  par  cette  dernière  équation ,  et 
substituant  dans  U:szzp  la  yaleur  qu'on  trouvera ,  le 
résultat  satisfera  eiieore  à  l'équation  différentielle  /^c=do« 

Dans  ce  qui  précède,  j^  a  été  regardé  comme  une 
foDOlion  de  x  et  de  c;  en  oonsidérant  à  son  tour-^r 
comme  une  fonction  de  ^  et  de  c ,  on  aura  dx  =zmày^ 
et  raisonnant. conime  c^dessus,  on  trouvera  que,  si  la 
valeur  de  d^r,  prise  en  faisant  varier  c,  est  dxssmà^'^nde  j 
réquation  résultante  de  l'élimination  de  c,  entre  »r=o 
et  Usssio,  satisfera  aussi  à  l'équation  différent ielle  Vzsso* 

On  peut  comprendre   ces  deux  procédés  dans-  un- 
seul,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'équa^ 

tien  -7~dap  +  -7-dr-l — r- de  =  o  ,    dilFérentielle    de 
dx       '      dy  "^  ^    de  * 

£7  z=  o ,   prise  en  supposant  c  variable  avec  x  et  y* 

Elle  aura  alors  la  forme  ^ 

Mix  +  Ndy  +  Pdc  =  o'y 

4 

oA  en  tirera 

M  P  N      '      P    '     * 

•et  si  les  fonctions  entières  M,  N  sont  algébriques,  oUi 
quoique  transcendantes ,  ne  peuvent  pas  devenir  in^nies 
par  quelque  râleur  de  c,  le  coefficient  de  de  ne  dispa  - 
jraltra  que  par  la  supposition  de  P=:o,  qui  donnera- 
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» 

ainsi  toat  oe  qu*on  peut  tirer  des  opérations  indiquées 
ci -dessus. 

Les  équations  auxquelles  ces  procédés  conduisent, 
ne  sont  pas  nécessairement  des  solutions  particulières 
de  l'équation  /^=ro;  mais  pour  ne  passe  tromper  sur 
cela ,  il  faut  examiner  les  diverses  circonstances  que 
peut  offrir  l'équation  P=:o,  , 

Il  est  d'alK>rd  érideut  que  si  cette  équation  donne 
à  c  une  valeur  constante  ^  elle  ne  conduira  qu'à  nne 
intégrale  particulière;  mais  si  cette  valeur  est  Ta- 
l'iable,  on  ne  devra  pas  en  conclure  tout  de  suite 
que  le  résultat  de  l'élimination  dec  entre  P=o  et 
U=zo,  sera  nécessairement  une  solution  particulière; 
car  il  pourra  encore  arriver  que  Véquatipn  résultante 
ne  soit  qu'un  cas  particulier  de  'U  =  o.  Pour  le  recon^ 
naître ,  il  faut  éliminer  une  des  variables  entre  cette 
nouvelle  équation  et  Us=so,  Si  Ton  peut  faire  dispa* 
raltre  l'autre  variable  5  en  déterminant  c  par  des  cons- 
tantes seulement ,  on  n'a  obtenu  qu'une  intégrale  par- 
ticulière ;  et  si  l'on  trouvait  c=  1 9  il  en  faudrait  conclure 
que  l'é'qaation  P=o  est  un  facteur  de  U=  o,  indépen- 
dant de  la  constante  Cj  et  par  conséquent  étranger  à 
l'équation  différentielle  /^=  o. 

Quand  c  n'est  qu'au  premier  degré  dans  U,  il  n'entre 
point  dans  P,  qui  ne  contient  alors  que  les  variables  x 
et^'y  l'équation  P  =  o  satisfait  elle-même  à  ^=0, 
parce  que  Ï7  =  o  étant  de  la  forme  Q  -}-  cP  =  o,  ^=:o 
revient  à  PdQ—  QdP  =  o;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
P  =  o  n'est  qu'une  intégrale  particulière  correspon- 
4ante  à  c;=  infini. 

3a4*  J'appliquerai  d'abord  cette  tbéorie  a  l'équa- 
tion ydx — xi}y  =  /»  v/dor' + dy *,  ayant  pour  intégrale 
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complète  y—  c*=nV/i+c*  (297).  En  faisant  varier 
c  en  même  temps  que  x  et  y ,  et  réduisant  tous  les 
termes  au  même  dénominateur ,  on  a  * 


égalant  à  zéro  le  coelEcient  de  dcj^  il  vient 

"S 

*i/l  +C* +710=0, 

se 
d'où  l'on  tire  c  =  — ,  valeur  qui  change  Péqua- 

tionj^— c*=»v  i  +  c*  en  .a?*+^*  ==/»*,  et  donne  la 
solution  particulière  obtenue  dans  le  n°  cité. 

Tontes  les  équations  de. la  forme  y=spx  +  P  (297)  , 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente,  ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue.  'Leur  inté- 
grale complète,  représentée  par  jr=c*  4"  ^>  C  étant 
composé  en  c,  comme  P  Test  enp,  donne 

cd*  — •dj'4-  (ar+-r-Jdc  =  o  ; 

et  posant  x-^ — j— ss=o,  on  en  tire  la  valeur  de  c^  d'o& 

dépend  la  solation  particulière*  Cette  solution  particfi^ 
Kère  s'est  montrée  lorsqu'on  a  intégré  l'équation...; 
f  zszpx'i'  P'j  car  en  la  différentiant  on  est  parvenu  'à 
une  équation  composée  des  deux,  facteurs 

dp 

et  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre 

.   r.    /    .   dP 
jr=px  +  Petx+j^=:.o, 


, ( •  •«  * 


\ 
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0 

éqi^itioii  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  fuppo$i^tt 
de  tf =0.  Ces  ^transformations  pouvant  être  oon.ti nuées 
autant  qu'on  veut ,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  des  manières  de 
préparer  toutes  les  différentielles  de  la  proposée ,  pour 
que  la  solution  particulière  j  satisfasse  aussi ,  ce  qai 
n'aurait  pas  lieu  jsans  cela^  car  si ,  quand  on  fait  varier 

la  constante  c  et  qu'on  pose  -f;==^Oy  on  a»    pour  la 

solution  particulière,  comme  pour  l'intégrale  complète, 
d^r=pd»  ;  la  valeur  de  d*j^,  deviept  pour  la  première 


(3^^+3?r>>- 


tandis  qu'elle  est  seulement  -p  âx*  pour  la  seconde;  ce 

n'est  pas  non  plus  au  niéme  facteur  que  ces  deux 
valeurs  satisfont  en  général  :  on  voit  même  que  l'équa- 
tion 

d*i*  \/u  —  J^ui^jr  —  êj-àu  =  o , 

serait  vérifiée  par  la  solution  particulière^  indépendam- 
ment des  différentielles  du  second  ordre. 

Le  développement  et  les  démonstrations  des  circons- 
tances que  je  viens  d'indiquer  me  mèneraient  trop  loin; 
on  les  trouvera  dans  un  Mémoire  où  M«p  Poissoo  a 
éclairci  avec  succès  plusieurs  difficultés  qui  restaient 
encore  sur  la  théorie  des  solutions  partie alières  des  di- 
vers genres  d'équations  difiërentiéiles  (*). 
■  » 

326.  Pour  reconnaître  parce  qui  précède  si  une  équa- 
tion primitive  qui  ne  contid^t  pas  de  constante  arbi*- 
traire,  et  qui  satisfait    à  une  équation  différentielle 


(♦)  Journal  de  l'Ecole  Potjrtechniifue,   i3*»  cahier;  rmyez 
«nssi  le  Traite  ia'4<'  ^  t,  II ,  p»  36&   _. 
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4onaée ,  en  est  une  intégrale  particuliëlre ,  ou  seule- 
ment une  solution  particaliëre,  il  faut  en  avoir  Pinté^ 
grale  complète *|  cette  circonstance,  qui  n'a  pas  toujours 
lieu  y  conduit  naturellement  à  la  question  suifante  : 

Étant  donnée  une  valeur  j=X^  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle  j  déterminer  si  elle  est  ou  non 
comprise  dans  l'intégrale  complète  ^  et  en  déduire  j  s'il 
est  possible  j  celle-ci. 

En  supposant  qu'on  tire  de  cette  dernière  y  =  /^> 
et  qu'elle  comprenne  j^  rrrX,  la  fonction  ^  sera  néces* 
sairement  composée  avec  la  variable  x  et  la  constante 
arbitraire  Cy  de  manière  à  se  changer  en  X,  par  une 
détermination  convenable  de  C.  Si  l'on  désigne  par  O 
cette  valeur  de  C,  et  qu'on  observe  que  la  supposition  de 
C^ssC  donne  /^=  A",  ou  que  U  différence  ^—  X 
s'é'i^anouit  quand  C— C=o ,  on  en  conclura  que,  du 
moins  par  son  développement,  l'expression  de  ^—-  X 
doit  pouvoir  être  mise  sous  la  forme 

f-— X  =  f^(C  — Cy +  /^'(C^O:+  etc., 

les  exposans  ^ ,  i* ,  etc.  étant  tous  positifs ,  et  les  quan- 
tités V'y  V y  etc.  indépendantes  de  C — C,  On  peut 

prendre  (C-—  Cy^^=ih\  la  quantité  h  demeurera  arbi* 
traire  aussi  bien  que  la  quantité  C\  et  changeant  aussi 

—  en  ^ ,  ^  étant  alors  ]>  i ,  il  viendra 
/*         • 

r—X^F'h  +  Vhl^  +  eXQ., 

d'oii 

V:=zX'{-v'h+r''hf^+t\,c., 

■  * 

expression  qu'on  pourra  regarder  comme  le  développe- 
ment de  la  valeur  complète  de  y. 

Cela  posé,  si  Ton  représente  par  d^=/>d«,  Péqua- 
Calc.  intégr,  3o 


t 
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tkMd  cliSéreiitidIe  proposée  «  résolne  p«r  rapport  è  éy, 
oMe  noarelle  éfiiâtion^  à  laquelle  Mliidiik ,  par  bypo- 
tbkte,  Féqnation  y^=^Xj  devra  être  vérifia  iftdépen*- 
danuneatde  /^,  par  la  Taleur  complète  de  y.  £n  dér 
signant  d'abord  oelle-ci  par  ^^  b ,  ii  iBradra,  pMir  la 
siriistituer  dans  dj^  vsxpàM  ^  èhercher  ee  que  derieni/i, 
létpsqv'én  j  change  y  txx  X  +  k.  Soit 

P  ^r  P'it"  +  P'h''  +  etc. , 

fe  déTeloppement  de  cette  Talear  de  p ,  les  exposans 
I»,  71,  etc.,  que  je  suppose  rangés  dans  l'ordre  de  leur 
grandeur  y  seront  nécessairement  positifs;  car^p  ne  de* 
vient  pas  infini  quand  i&=  o ,  puisque  l'équation  j^^zX, 
mi  ne  donne  pas  d^*  infini ,  rend  identique  l'équation 

rzzzpAxy  en  sorte  que  àX^=^PAx. 

Lorsqu'on  fait  j*  =  X+  i,  on  a  pour  résultat 

dX+  dit=(P-^  P'k^^P'k''  +«t«.)djr, 
que  l'équation  àX  2ti  Pàx  téàxàt  à 

U  =  (P'*-  +  P'k^  +  etc.)dx; 
et  remettant  pour  k  le  ^veloppement 

il  vient 

i     P'A"dâ<f"'+;^"(W*-'+et€,)»i 

W^+A^dr''4^lc.=(4^«'A«d*(;^'+^'A^"'+otcv  )•](-*)» 

(4.  etc.  1 

équation  d'après  laquelle  il  Éaut  déterminer  y%  V^  etc., 
indépendamment  de  A.  En  ne  prenant  d'abord  que  les 
termes  où  cette  quantité  a  le  plus  petit  exposant ,  oa 
forme  l'équation 


^t  ae  feut  avoir  liea,  «f^elle  que  seît  A,  que  iquâfld 
mnx  1 V  duM  oe  cas  A  disparaît  6t  il  mat 

QajBiBd  m^  I  y  on  ne  peut  plus  comparerile  premiei* 
^rnq^  PV^h^à^  4»  m^ô^pd  membre  au  terme.  W/^/ 
da  pi;e9)içr  ;  ^ai»  on  fait  ij^pai^itr^  celuî^oi  «^  {Kisairt 
d/^'=;;o  y  ce  qui  4onne  V^w^QO^t.^  ou  plu9  aimplar 
oonent.,  F' 7^1  ;  puia  ou  ^upp^ise  /rtf7s=i7i.y  et  l'on  â 
dF'  =  P'ài?,  d'oJiil  résulte  ;^"  =;/4P'd*;  et  «n  polira 
auiy^At  de  qeU^e  xuaiwère^n  tfiouve  toii»]fis«utreaittf(mes 
4ela;^érie.    ,  >  .'^^ 

Q^npd  ^<  4 ,  il  n'eBl  plus  possible  de  satis&ire*» 
l'équation  {A)  çn  .au^un^  maniène ,  pviaqu^on  <ne  taui- 
rait  comparer  le  ternwe  P'V^h^àx  ni  au  terme  hàV ^ 
ni  à  aucun  de  -^tn^  t^av  le  iujrent ,  et  dont  les  ex- 
posans  surpassent  tous  l'unité  ;  l'équation  j*  =  X  ne 
pouvant  alors  admettre  une  constante  arbitraire,  n'est 
pas  une  intégrale  partikiliëre^  mais  une  solution  parh 
ticulière. 

3q7.  Ceci  fournit  un  procédé  pour  découyxir  immé- 
diatëment  leë  soluliôtis  ^àrticulièrtes  des  é'(juations  Sdt- 
£6reiitielles  flu  pretnier  ordre ,  sans  connaître  leur  in^ 
tafpr^  roçiv^plèt^p  £n  effint^  Je  dértlopj^nMDli  Âer  p^ 
quand  on  y  change  j"  en  jr-^k  ^  seraH  en  général  ^^ 
par  le  théorème  de  Taylor, 

et  lacsqa'ilipMad  k  forme - 

p-j.p'l-JI-etc.,  '  '  ' 

m  étant  <  i  ^  le  coefficient  différeptj^  ^  d^ieot  in- 

3o.. 


V 


l 
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fy^l  (89);  il  faut  donc  que  la  différentiation  par 
laquelle  on  passe  de/»  à  ce  coefficient,  amené  un  divi- 
seur qui  s'évanouisse.  11  résulte  de  là,  que  si  Ton  re- 
présente —  par  y,  toute  solution  particulière  donnera 

X=Oy  et  sera  par  conséquent  un  facteur  de  £r,  et 
i^ciproquement,  tout  facteur  de  L  qui  ne  le  seta  pas 
en  même  tenips  de  iC ,  et  qui ,  étant  égalé  à  «éro ,  Térî- 
fieva  Péquation  différentielle  proposée ,  en  sera  une  so- 
lution paHicttlîëre. 

On  évite  la  résolution ,  par  rapport  à  àjTy  de  l'équation 
différentielle  proposée,  en  remarquant  que  si  Z=:p 
désigne  cette  équation  ,  Z  étant  fonction  de  Xy  JT^lpf 
lortqu^on  écrit  pis  au  lieu  de  c[x>  on  a 

^dx4.^4r+^^.4P=o, 

àZ 
àr         dZ' 

et  que  si  Pon  a  préparé  Péquâtion  Z=30  de  manière 

qu'elle  ne  contienne  ni  fractions  ni  radicaux ,  il  sufBra^ 

'      d»  V 

popr rendre  -p  infini,  d'égabeir  à  séro  un  facteur  de 

H/  .  .  )  , 

On  n'obtiendrait  ain^  que  les  solutions  particulières 
dans  lesquelles  entre  J^',  mais  on'  parviendrait  à  celles 
qui  ne  renferment  que  x,  et  qui  sont  de  la  forme 
jr  =;  const, ,  en  considérant,  dans  la  proposée,  x  comme 
fonction  de  jr- 

3a6.  Je'vais  efaerdier  par  cette  méthode,  d'abord  les 


d'oà 


^lotioni  particalières  de.Féqaation 

dtt  n*  324*  Cette  équation  devient ,  après  Téiianouisse- 
ment  du  radical^ 

**d4f*  4-  2jprd*4r  +  («* — **)4r' = ^  > 

ou 

4P*  +  24ir/>  +  (a' — î«*)p*  =  o , 

et  la  difitérentiatîon  donne 

dZ 

la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle» 
qu'à  l'aide  de  la  valeur  que  sa  diférentielle  fournit 
pour  p ,  elle  Tériiîe  en  même  temps  les  deux  équations 

*•  +  2*JÏ>  +  («*  — *')/>*  =  0| 
«J' +  («•  —  J»?*)/?  =  o.    , 

Il  suit  de  là  que,  sans  le  secours  d^  sa  4ifférentidild, 
elle  vérifiera  l'équation  résultante  de  l'éliminatimi  de  p 
entre  les  deux  précédente^.  CeU  ppsé,,  l'équaiion 


multipliée  par  p  et  retranchée  de  la  proposée ,  con- 
duit à 

X 

x*-f-*^/>  =  o,     d'où    />=  —  -; 

et  substituant  cette  yaleur  dep  dans  la  première ,  on 
trouve  Péquati<m 

**4-^'  — «'=0, 

qu'on  sait  être  une  solution  particulière  de  la  proposée. 
Uéq[uati<m  plus  générale  yssspx+P,  étant  traitée 
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de  la  même  manière ,  conduit  à  -5—  =  *  +  -=—  y  c'est 

dp  dp 

donc  à  l'équation 

que  doivent  sati&fàire  les  solutions  pftriiculiètes;  et  elles 
résulteront  de  l'élimination dep entre  celle-ci  etl'éqaa«- 
tion  difierenti^e  proposée. 

Enfin ,  pour  donner  un  exem|;4e  des  solutions  partir 
culiëres.dc  la  forme  y =consù.f  )e  prendrai  l'équatîon 

de  laquetta  o»  tit^  immédiatesieiit 

Cette  expressibn  ne  peut  devenir  Infinie  que  quand 
FexpOÉHtnt  -m-^t  ^t  négatif,  et  qu'on  a  en  ttéme 
teuip»  y*i^a,  valeur  qui  ne  sati^it  à  la  propo- 
sée ^it  lorsque  m  est  pôifitlve;  il  faut  donc  que 
l'exposant  m  soit  une  fraction  positive.  Dans  ce  cas 
jr=a  est  une  solution  particulière,  tandis  que  l'inté- 
gfde  Complète  est 

(:K-a)' 


I— « 


I  — /» 


.  399^  £ng)énéral,  parmi  les  fottctioa»  algébriques!^  il  ti^y 
a  que  les  radicaux  qui  acquièrent  uaéétiominatear  par 
là  différentiation ,  et  qui  puissent  par  conséquent  donner 

r^sss-,  lorsque  p  a  une  valeur  fipie»  c'est  donc  dans 
vgf       o 

let^  radiraux  qu'il  fant  dienziier  le$  «olutkms  partico- 


*^ 
Hères  y  en  égalant  à  zéro  les  fonctions  qn'ib-aflE^otent, 
et  en  s'assurant  que  les  équations  résultantes  satisfont 
à  la  proposée.  Par  ce  procédé ,  Téquation 

3çdx  +  J-J^ess  djKK  t«f*  +  ;K*  —  «%       ' 
donne  immédiatement  K'^-^-y^^a^^azo]  et  Pé^uation 

ydx  —  xaj  =  ny  d**  +  dy* ,  -^ 
de  laquelle  on  tite 

dar       »•_*»""         «*  — **        ' 

conduit  à  «*-|-^* — n^  =  o,  comme  on  l'a  déjà  trouvé 
de  plusieurs  manières. 

Des  méthodes  pour  résoudre  par  approximation 
les  équations  différentielles. 

33o.  Quand  une  équation  différentielle  ne  peut  s'in-  • 
tégrer  par  aucun  des  procédés  connus,  ii  faut  ehet^et 
à  la  résoudre  par  approximation ,  c'est-à-d^ra^  à  en  tirer 
la  valeur  de^  en  jp ,  au  moyen  d^une  série.  On  a  ^déjà-iru 
dans  le  n**  298,  comment  celle  de  Taylor  pouvait  s'ap- 
pliquer à  cet  usage  ;  on  peut  aussi  .prendre  pour  jr 
une  «érie  à  coefficiens  indéterminés ,  ordonnée  suivant 
Ie9  puissances  de  ^  >  mais  il  faut  le  plus  aasayBtit,  Aes 
artifices  particuliers  pour  déterminer  les  exposant^ 
Iprsqoi'ils  nç  suivent  pas  la  progression  des  nomfWes 
eatiera.  Quand  la  forme  de  cette  série  est  connue» 
oa  parviept  h  trouver  sç^  <y>eflBciens9  en  la  aubstî tuant, 
^iosi  que  »e»  diS^epitialle^v  au  lieu  de^,  àjr,  i^jr,  eta , 
dans  l'équaticm  proposée,    . 

Si  l'oiî  avait,  par  exemple»  l'équation 


y 
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OD  sappcMorait 

^  =  ^^  +  5jç«-f"' -f.  Cjr*+*  +  etc.  i 

mettant  cette  yalenr  et  sa  différentielle  dans  l'équa- 
tion proposée  I  en  observant  d'assembler  les  termes 
de  manière  qu'on  puisse  former  un  nombre  suffi- 
sant d'équations  pour  déterminer  les  exposans  et  les 
coefiiciensy  sans  tomber  dans  des  contradictions,  on 
aurait 


ir^«*-'+(H-0^«*+(H-a)C**-*"'+(«+3)Z>**+*+etc.)     ^ 
—m*»   +  ^jr*+  Ba/^^'+  Cor^-'^+etc.}     "^^ 


équation  qu'on  rendrait  identique  en  faisant  n  =« — i, 


ou  «=/i+i,  et  -rf=-,  iï=-7— — -,  C=z  >,....  » 


ce  qui  donnerait 


ar»+* 


Cette  valeur  de^  est  incomplète,  puisqu'elle  ne  ren- 
ferme point  de  constante  arbitraire;  il  en  sera  de  même 
pour  tous  les  cas  où  la  constante  ne  peut  être  isolée  de 
la  variable  x,  dans  le  développement  de  l'intégrale; 
mais  j  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  299 ,  on  arrive- 
rait à  un  résultat  aussi  général  que  ^intégrale  complète, 
si  l'on  pouvait  lui  donner  une  forme  telle  qu'en  j  fai- 
sant AP  =  ^ ,  il  en  résultât  ^  =  6  ;  or  c'est  ce  qui 
s'effectue  en  posant  x ssa '^tfjrs^b+Ufet prenant 


J 
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pour  représenter  u  y  une  série  dont  tousleâ  termes  s^éy'a- 
nouissent  quand  f=o. 

Véquatîon  Ajr-^jrAx^=^m9^àx  devient  par  celte  trans- 
formation dM+(^+")d/=wi(a+*)"d^,  et  faisant 

i^=s  A^+Bf^^^  +  a*-*-^  +  etc., 
on  trouvera 

r 

•/^^•r-'  +  («t+  i) 5/*  4-  (*  +  a)  C<*+-'  +  etc.  ) 

+  b       +  At*+  5/«+'  +  etc.  L„. 


—  iraa* — z»-a"""'/ —  i»— ^^ i  c^'^t''  — etc. 


=  o, 


1.2 


il  faudra  supposer  dans  cette  équation  «t—  i=o,  ou 
«t  =  I ,  et  il  viendra     , 


A^=:ma^'-^bj   iî  = 


2 


c;= i 5 ,  etc. 

2.3 

33 1.  L'emploi  des  séries  à  coeffîciens  indéterminés , 
dans  les  équations  du  premier  degré  et  du  second  ordre, 
présenté  quelquefois  des  circonstances  qu'il  est  à  propos 
de  connaître  y  et  dont  l'équation  très  simple 

A^jr  +•  aoi^jràx^  =  o 

offre  un  exemple  remarquable. 
Si  l'on  y  suppose 

^  =  ^**4.i?y'+'  + C**-^**^  +  etc., 
on  aura 
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-h  aBx*-^^-^" 

-h  aCx*^^^  +  etc.]  dx\ 

On  Toît  d'abord  qu'il  ne  sera  possible  de  faire  corres- 
pondre les  termes 

par  lesquels  commencent  respectivement  les  expressions 
précédentes,  que  dans  le  cas  particulier  oi  n  =  —  2  ; 
mais  il  suffira  de  poser 


fit  •=  o ,     ou     et  =  I  , 


pour  faire  disparaître  le  premier  terme  de  la  valeur  de 
dy  ;  et  le  second ,  dont  l'exposant  est  « + J" — 2 ,  pourra 

être  comparé  avec  aAx*^^^  :  il  résultera  de  là, 

i^ — ;i  =  /i,    d'où     J=i»  +  2. 

A  partir  de  ces  termes,  les  deux  séries  se  correspondront 
exactement  y  et  pour  déterminer  les  coelEciensi  on  aura 
les  équations 

(* -harf') {«+2i>  —  I)  C  +  ai»  =  o, 

dans  lesquelles  A  demeure  arbitraire. 

Si  l'on  y  met  successivement  les  deujt  videurs  de  a, 
avec  celle  de  J^,  ou  obtiendra  pour  y  les  deux  dêst- 
loppemens 

(«-H  I)  (r*+2)  "^  (/ï+O  (»+a)  (2/^+3)  (sn-^4) 
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(/i+a)C«4-3)       (7*+a)  C/*+-3)  (2^+4)  {2n4-5) 

Ils  ne  sont  encore  que  particuliers,  puisqu'ils  ne 
çoittiennent  que  la  constante  arbitraire  A\  maisi  en 
écrivant  dans  le  dernier  ^i ,  à  la  place  de  ^ ,  et  prenant 
ensuite  leur  somme,  on  aura,  à  cause  de  la  forme  par^ 
ticulière  de  l'exemple  proposé  (Bog)  y  l'expression  gé- 
nérale de  y* 

33l.  En  terminant  ici  ce  qui  regarde  l'intégration  ap- 
procliéedes  équations  différentielles ,  je  dois  dire  que  les 
méthodes  exposées  ci-dessus ,  ne  donnant  que  bien  r^e- 
n&ent  des  séries  convergentes ,  et  seulement  pour  des 
valeurs  très  limitées  de  la  variable  indépendante ,  ne 
sont  guère  en  usâge.  Dans  les  problèmes  physico-ma- 
thématiques auxquels  s'appliquent  les  approximations 
du  Galcut  intégral ,  il  ne  s'agit  le  plus  souvent  que  de 
déterminer  les  petites  corrections  qu'il  faut  faire  à  une 
première  valeur  approchée ,  connue  d'ailleurs ,  et  con- 
sidérée comme  un  état  moyen.  La  vraie  râleur  cher- 
cfiée  ne  s'en  écartant  que  par  des  fonctions  dont  on 
peat  négliger  d'abord  le  quarré  et  les  puissances  supé- 
rieures ,  oh  réduit  au  premier  degré  les  équations  diffé- 
rentielles qui  déterminent  ees  fonctions ,  et  l'on  y  ap- 
plique ensuite  des  procédés  qui  sont  encore  trop  varies 
pour  pouroir  entrer  dans  les  élémens ,  aussi  les  trouv©- 
t-'on  toujours  développés  dans  les  divers  traités  spéciaux 
oh  l'on  s'en  est  servi. 


I 

I 
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Résolution  de  quelques  problèmes  géométriques, 
dépendans  des  équations  différentielles. 

333.  La  mise  en  éqaation  des  prohiëxnes  géométriques, 
dépeDdans  des  équations  différentielles ,  ne  reposant 
que  sur  les  propriétés  des  tangentes ,  des  normales,  des 
rayons  de  courbure  y  ne  présente  pas  plus  de  diffîcnltés 
que  les  autres  traductions  analytiques ,  lorsqu'on  oonnait 
les  expressions  des  lignes  qu'il  faut  considérer;  aussi 
n'en  donnerai- je  que  quelques  exemples. 

J'observerai  d'abord  que  l'intégration  des  équations 

différentielles  du  premier  ordre  s'appelle  aussi  Méthode 

irwerse  des  tangentes j  parce  que  toute  équation  différen- 

dv 
tieile  de  cet  ordre,  donnant  l'expression  de  -p  en  «  et  en 

y  y  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées et  lasoutaugente,  ou  la  tangente,  ou  la  normale,  etc. 
dans  la  courbe  qu'elle  représente.  £n  effet,  si  de  l'équation 

proposée,  on  tire  -p=jE>,  la  soutangente  aura  pour 

ex  pression  *2.,  la  tangente*?-^- -^,  etc.  (66).  On  in- 
venta le  Calcul  différentiel  pour  mener  des  tangentes 
aux  courbes,  c'est-à-dire ,  pour  résoudre  le  Problème 
direct  des  tangentes  :  on  s'occupa  ensuite  du  Calcul 
intégral,  pour  parvenir  aux  équations  primitives  des 
courbes  par  les  propriétés  de  leurs  tangentes;  mais  les 
progrès  et  les  nombreuses  applications  de  ce  Calcul  ont 
fait  abandonner  la  dénomination  de  Méthode  inverse  des 
tangentes j  qui  ne  convenait  qu'à  un  seul  de  ses  usages.. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à  déterminer  par 
les  aires,  ou  même  par  les  ^cs  de  quelques  courbes 
connues,  l'ordonnée  de  la  courbe  demandée;  depuis^ 


y 
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on  a  laissé  ces  constractions  de  côté ,  parce  que ,  quel- 
queélégantes  qu'elles  fassent  dans  la  théorie,  elles  étaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  exactes,  dans 
la  pratique  y  que  les  formules  approxîmatiTes  qui  ont 
pris  leur  |flace.  \ 

Une  équation  di£Pérentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu'on  en  a  séparé  les  yariables,  parce 
qu'alors  l'expression  de  l'une  d'elles  ne  dépend  plus 
que  de  la  quadrature  d'une  courbe  dont  l'équation  pri- 
mitive est  connue. 

334*  Je  prends ,  pour  exemple ,  la  construction  des 

courbes  dans  lesquelles  la  soutangenle  est  égale  à  une 

fonction  donnée  de  l'abscisse  x\  l'équation  différentielle 

ydjf 
de  cette  courbe  sera •^7—  =  X,  X  désignant  la  fonction 

donnée.  Les  variables  se  séparent  sur-le-champ,  dans 

cette  équation ,  et  il  vient  —  =  — .  Multipliant  alors 

les  deux  membres  par  une  quantité  constante  n»,  on  a 

— ^  ==  -~-  ;  et  désignant  par  Ly  le  logarithme  de  j>^ , 

pris  dans  le  système  dont  le  module  est  m ,  l'intégrar 
tion  donne 

^^=J -x=l^J  -X-' 

£n  construisant  d'abord  la  courbe  2>iV,^.  56,  telle  que  fig.55« 
l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse >^P,soit-PiV=— , 

Paire  AJDNP  donnera  la  valeur  de  /  —y—.  On  ré- 
duira cette  aire  à  un  rectangle  FQ ,  dont  le  côté  A  F 
Mt  jHj  l'autre  côté,  AQ,  exprimera  —  /  -t=— ;  dé- 
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crnrant  eiMuHtfi  sur  le  module  m ,  la  logarîtbmîqoe  £R, 
dont  les  ordonnées  soient  perfwndîeubtires  à  Paxe  u^'C^ 
et  élevant  par  le  point  Q  la  fierpendicalaîve  H4^ ,  mi 

auraL./lQ=^Ç(ii2),ouL./ÎO  =  l  f!!^:RQ 

sera  dotie  éfjûÀe  à  l'ordonnée  PMde  la  courbe  ckerehée. 
Il  faut  bien  remarquer  que  eette  constractton  n'exige 
pas  que  l'on  ait  l'expression  analytique  de  la  fonetkm  X; 
on  ponrraft  prendre  k  sa  place  l'ordonnée  d'une  oonribe 
Ijuelconque  rapportée  à  l'axe  jiB ,  et  efibehier  sur  cetle 
ordonnée  et  sur  la  ligne  arbitraire  m^let  oprrations^a- 
pkîques  indiquées  par  les  formules  d^dessus.  On  -mit 
au^i  qae  ia  ligne  m  si'a  été  introduite  que  pour  reaib» 
ces  formules  homogènes ,  et  peut  Atre  supposée  égale  à 
l'unité. 

335.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d'un  'pro- 
blème célèbre  «ians  les  premiers  temps  o&  l'on  s'est 
occupé  du  Calcul  intégral ,  du  problème  des  trajec^ 
toirea*  Il  a  pour  ol)}et  de  déterminer  la  courbe  qui 
coupe  j8om  un  angle  donné,  touie$  celles  d'une  espèce 
donnée.  On  entend  ici  par  courbes  d'une  espèce  donnée, 
lea  4iiwrses  •courbes  particulières  tfo'on  obtient  en 
assignant  successiTcment  à  l'une  des  constantes  d'une 
équation  primitive,  toutes  les  Taleurs  possibles.  Si,  par 
exemple,  on  fait  varier  le  paramètre  d'une  parabole, 
il  en  résultera  une  sui  te  de  paraboles  rappertées  au  même 
axe,  ayant  même  sommet,  et  dont  les  extrêmes  seront 
d'une  part  Paxe,  et  de  l'autre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculajpe  et  qui  passe  par  le  sommet  :ta  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné,  en  sera  la 
trajectoire  (*). 

(*-}  On  4ann9  aiusi  e«  MiScanique  le  nom  de  tM^etoin^  à  et 
conrbe  décrite  par  -nn  corps  sollicite  par  des  forces  quelconques,* 
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Soient  DJN^^  DNy  ffN\  etc.,  fig.  5^,  les  courbes  pig.S?. 
coupées  et  MZ  1»  courbe  coupante ,  ou  la  Irafeetom 
cherchée;  ^  par  Yva  quelconque  il/ de %es  points  on  lui 
atène  une  tangente  Mt^  €t  qu'on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe  coupée  qui  passe  par  ce  point,  Tangle  TMty 
d'âpres  renoncé  de  la  question,  doit  être  égal  à  l^angle 
donnée  Je  désigne  par  x^y,  les  coordonnées  des  courbes 
coupées ,  par  x^y^  celles  delà  courbe  coupante,  et  par  a, 
la  tangente  trigonométriqne  de  l'angle  constant  TMt^ 
qui  est  ^1  à  la  diâënence  des  angles  MTP,  MtP^ 

dont  \es  tangentes  respectives  ont  pour  expression  ^ 
et  -j^-  (66)  ;  la  relation 

QX 

tsng  T'^ts  taog  (MtP  ~  MTP) , 


donne  ensuite         a  = 

dj^ds 


Je  supposerai  ici  que  l'on  connaisse  l'équation  pri- 
mitiTC  des  courbes  coupées  ;  on  en  tirera  par  la  dif- 
féreittiation  èy'^szpàx'y  et  Féquat^on  ci-dessus  de- 
viendra 

II  faudra  écrire  partout  x  e\y,  au  lieu  de  «'  et  de  y\ 
parce  qu'au  point  ilf ,  la  courbe  coupée  et  la  courbe 
coupante  ont  les  mêmes  coordonnées.  Cela  fait,  si  Ton 
élimine,  entre l^quation^^  et  l'équation  primitive  des 


«^-pi 


mais  il  ne  saurait  être  question  de  cet  le  espèce  de  trajectoire  dans 
an  «»ttTrag«ccnMMré  ntiiqtienient  li  l'Analyse  et  &la  Géométrie. 


^8o  TfiAlïi  iubceNTAiiiE 

courbes  coupéés^la  constante  dont  les  différentes  Yaleurs 
partîcttlaVisent  cbacone  de  ces  courbes,  oa  aura  un  ré- 
sultat qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  succès* 
siTes  avec  la  trajectoire,  et   en  sera  par  conséquent 

l'équation. 

Soit,  pour  exemple,  les  paraboles  ayant  même  axe 
et  même  sommet,  et  dont  Téquation  esty«=£«p''"î  il 


mmx^^^ 


viendra  »= -, •   On  pourra  chasser  immédiate- 

ment  de  cette  expression ,  au  nioyen  de  Péquatîon  pro- 
posée, le  paramètre  «  qui  particularise  chaque  paralx>le 
d'un  même  degré  ;  substituant  le  résultat  dans  l'équa- 
tion (-^) ,  après  avoir  changé  x'  et  /  en  ar  et  en  jr,  et 
divisant  ensuite  par  «•^'j^»-*,  on  trouvera 

aÇnxàx  +  wsydy)  +  mjix  —  nardy  =  o. 

Cette  équation  étant  homogène,  peut  se  traiter  par  le 
procédé  du  n®  288.  Lorsqu'on  a  i»=7ï=i  ,  elle  deyient 
intégrable  en  la  divisant  par  «*  +  v',  puisque 


*'+r  .       ..      ^ 


on    a 


J 


donc  al  \/x*+y*  +  arc  Ttang  =  -^  =  C, 

ou  «1 ^  =  arc  (  tang  =  -  l , 

en  changeant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  fait 

/**+T*=^>  arc^tang='Q  =  ^ 
on  retombera  sur  l'équation  des  spirales  logarithmiques. 


,qui  ont.  la  propriété  de  couper  leur  rayon  tecteuv^  sous 
un  angle  constant  (  1 28}  :  en  efiel ,  dans  le  cas  actuel 
Les  courbes  coupées  ne  sont  autre  chose  que  toutes  les 
lignes  droites  menées  par  l'origine  des  coordonnées,  et 
dont  l'équation  est  y'  -zrzax  , 

.  Si  Ton  voulait  que  .l'angle  TMt  fût  droit,  il  faudrait 
supposer  a  infini ,  et  par  çonséquentne  tenir  compte  que 
des  termes  qu'il  multiplie^  l'équation  ci-dessus  se  rédui- 
rait à  7Mfdj?+OTydj'=:ô,  dont  l'intégrale  7Mr*-4-my"=c, 
montre  que  la  courbe  qui  coupe,  à  angles  droits  toutes 
les  paraboles  proposées ,  est  une  ellipse  décrite  sur  le 
même  axe  que  ces  courbes  et  ayant  pour  centre 
leur  sommet  commun.  Les  trajectoires  où  l'angle 
TMt  est  droit  ,  s'appellent  trajectoires,  orthogp-  ^ 
ncdeè  j  et  la  supposition  de  a  infini ,  dans  l'équation  (^), 

dv 
donne  i  -{- j»  -p  =  o  pour  leur  équation  .difiPérentielle. 

336.  Les  considérations  géométriques ,  comme  On  Ta 

•    annoncé  dans    le  n**  298,  établissent  aussi  la   possi-   - 

bilité   des  équations  différentielles  à  deux    variables. 

En  eOet,  quand    il  s'agit  d'une  équation  du  premier 

dy 
ordre,  on  n'en  %\tq  que  la  valeur  de  -p  qui  exprime 

la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  la 

ligne  des  abscisses,  la  tangente  de  la  courbe  relative 

à  cette  équation;  prenant  donc  arbitrairement  les  coor« 

données  ^Psssa,  PMz=^b,  d'un  premier  point  il/, 

jftg'  58,  on  mènera  la  ligne  MT,  faisant  avec  MQ ,  pa-  fic.58. 

rallële  à  AB  ,  un  angle  M'MQ ,  dont  la  tangente  soit 

'  dy 

égale  à  la  valeur  correspondante  de  -p  :  cette  droite 

touchera  au  point  M  la    courbe  cherchée.  £n  regar- 
dant  la   courbe  et   sa  tangente ,  comme  confondues 
Cale,  intégr.  3i 


I 

enaembley  dans  les  enyifOtt«  du  -point  de  centaot  ^  la 
droite  AfT' déterminera  »  pour  «n  point  P y  infinîment 
proche  de  P,  l'ordonnée  Piaf  avec  laquelle  on  cateu^ 
lera 4  par  Pcqnation  différeetîelle proposée,  la  tangente 
de  l'angle  WMq',  relatif  à  la  tangente  J^T  con- 
sécutÎTe  Ji  JIT*.  La  continnatîon  de  ce  procédé  don- 
nera wn  poljgone  qui,  ii  mesure  qu'on  en  multipliera  les 
côtés  I  différera  d'aataffift  nsioins  ^  la  céurbeà  lamelle 
appartient  Féqaation  proposée.  Il  résulte  aussi  de  cette 
ocmstruetion ,  qu'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  représente  une  infinité  de  courbes ,  puisqu'on  peift 
prendre  le  premier  point  M  oii  l'on  voudra. 

Dans  ks  équations  du  second  ordre,  qui  ne  donneiM 

d*r 
que  la  valeur  de  -~,  on   substitue  les  paraboles  os- 

culatrices  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairement  un 
premier  point  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  Soient  j;=:a 
et  jr  ac  &  y  on  forme  l'équation 

,  cpi  afipartient  à  une  parabole  paasaiit  par  ce  point.  Enl» 
différentiant  deux  fois  de  suite  et  faisant  »zaa  ».  on  ett  tiré 

Ax  àx"  ' 

le^  eodBcient  A  demeure  arfiitraive ,  fùÀh  B  est  détei"- 

miné  en  mettant  dans  l'équation  proftosée*,  a^h  y  A  y 

dr 
au  lieu  de  ;p  ,  ^>  t-.  :  on  oonstrait  doua  en  prem.iei* 

ri  0.59.  M^^  w**   parabole   ilfiV,  fig.  %,  qui   pas^  pa«|  le 

point  M  y  et  dont  la  taïigente  à  eô  point  fasse ,  avec 

l'abscisse^   un   angle  ajant  A  pour  tangente  trigo- 

nométrique.  Oîi  calcule  la  valeur  de  l'ordonnée  P^Nf 

dy 
de  cette  courbe  et  celle  de  -pj(  correspondante»  k  a» 
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fK)îiit  P^ ,  pria  trè«  près  du  point  P^  sur  l*al^  des  abs-  ' 

cisses;  puis  mettant,  ces  valeurs  dans  Péqualion  différea- 

d*y 
tielle  projjosée ,  on  en  déduit  une  nouvelte  valeur  de  -pi- 

En  représentant  cèlIe-ci  par  ?jB,  ,  et  par  by^l  Ax  celles 

de  P^Jii^  et  de  -^ ,  on  forme  l'équation 

de  la  seconde  pafâhole  os<ïulatrice  M'N'  av^  '  kiquelli» 
Qu  en  déterminerait  une  troisième  ^  et  akièi  de  suite. 

On  modifierait  aiséiùent  oe  procédé  pour  y  i^empla-^ 
cer  la  parabole  osouLitrice  par  le  eerde  oscuUteiir ,  ou 
pour  retendre  à  tous  les  ordres. 

33*7.  te  problème  suivant  va  montrer  comment  les 
^nsidératfôilà  géométriques  conduisent  à  la  théoi^îe  dés 
SôltttioAs  particulières ,  que  f  ai  ésposéé  dans  le  n*  3^3: 
Trùui^er  une  courbé  telle j,  que  toutes  leà  perpetuttcùlairei 
abUièséeé  â^un  point  donné j  sur  les  tangentes  de  c^tte 
courbe  ^  soient  égales?  Pour  parvenir  à  Féquation  dififé- 
rentielle ,  il  faut  se  rappeler  qu'en  nommant  x  et  j^  les 
coordonnées  d'une  courbe,  ar' et  ^'celles  de  sa  tangente, 

dv 
ré^uation  de|  cette  droite  est  y'-^y  ^^  j    («--*•  «)  (68)  \ 

prenant  pour  origine  des  cbôrdonnéeà  le  point  connu, 
duquel  doivent  être  abaissées  toutes  les  perpendiculaires, 

chacune    d'elles   aura   pour    équation  y  ::tt  -^  ~  ^^ 

(JTrig*  9o)>et  sa  longueur  sera  exprimée  par  V^«'*+jrf* , 
En  mettant  pour  x'  et  pour  ^ «les  coordonnées  du  point 
où  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  ooirrespond^  et 
dont  les  valeurs  s'obtiennent  par  les  deux  éqmtioria  ci** 
dessus  (7V%*  92),  on  aura,  en  vertu  de  ces  équatii^b^^ 

3i. . 


484  TKAITÉ   éLiMEKTÀIftS 

■  t 

, («dy  —ydx)iy         , (jdy — yûx)Ax 

réquation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle  dont 
le  rayon  e=  »,  et  dont  le  centre  esta  l'origine  des  cooi^ 
données,  salisfeit  à  la  question.  Ce  cercle  ayant  pour 
cauation  j'*  +  «*  =  u*,  est  préci/sénient  la  solution  par- 
ticulière trouvée  n*  297  5  mais  toute  ligne  droite  située, 
par  rapporta  l'origine  des  coordonnées ,  de  manière* que 
sa  plus  courte  distance  à» ce  point,  soit  égale  à  7i, 
résout  également  le  problème  proposé;  et  comme  il  y 
a  une  infinité  de  lignes  droites  qui  peuvent  remplir 
cette  condition ,  c'est  dans  l'équation  qui  les  comprend 
toutes  que  réside  l'intégrale  complète  de  l'équation  dif- 
férentielle trouvée  ci-dessus ,  et  qui  est  en  effet 

^—cx—n {/T+?  (1197). 

Une  circonstauqe  digne  de  remarque  et  qui  s'aper- 
coSt  Sttr4e-cfaamp ,  c'est  que  totftes  les  lignes  droites 
dont  on  vient  de  parler  seront  nécessairement  touchées 
par  le  cercle  représentant  la  solution  particulière, 
puisqu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
chacune  d'elles. 

La  même  relation  a  lieu  entre  les  diverses  courbes 
que  représente  ^intégrale  complète  d'une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre ,  et  celle  qui  résulte  d'une 
solution  particulière  de  cette  équation  :  la  dernière 
touche  totftes  les  autres.  En  effet,  l'équation  différen- 
tielle ne  détermine/ que  la  direction  dfe  la  tangente, 
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et  toute  courbe  qui,,  dans  uu  point  quelconque /aura 
la  même  tangente  que  l'une  des  courbes  déduiteff  de 
riptégrale complète,  y  satisfera  nécessairement  ;  or<,  c^^sl 
ce  qui  arrive  à  la  courbe  qui  touche  toutes  celles- ci* 

Il  suit  de  là ,  q^ie  la  développée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  la  solution  particulière  de  1* équation 
différentielle  qui  représente  toutes  les  normales  d&  celte 
courbe  (80),  et  que  celle- ci,. c'est-à-dire  la  dévelo'p' 
pan  te  ^  est  pareillement  la  solution  particnlière  d^ 
l'équation  dififérentielle  commune  à  tous  ses  cercles 
oscula^eurs ,  mais  avec  la  différence  que  les.  contacts 
sont  du  second  ordre. 

La  liaison  établie  dans  le  n**  3^3 ,  entre  les  intégrales 
complètes  et  les  solutions  particulières ,  se-déduit  aussi 
des  considérations  géométriques;  carchaque  point  du 
cercle  de  l'exemple  précédent,  peut  être  regardé»  comme 
l'intersection  de  deux  tangentes  consécutives,  c'est- 
à-dire  comme  l'intersection  de  deux  droites  fournies  par 
deux  valeurs  consécutives  données  à  la  constante /c  ; 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  cette  intersection  dépendent 
des  valeurs  de  c,  qui  par  conséquent  est  à  son  tour  fonc-» 
tion  de  ces  quantités,  ou  de  x  et  de  ^,  Il  est  évident  que 
pour  former  l'équation  d'une  ligne  consécutive  à  celle 
que  représente  l'équation 

^  —  cx  =  n\/i+c\ 

il  faut  différentier  celle-ci  en  faisant  varier  c;  et 
puisqu'on  ne  cherche  que  l'intersection  de  ces  deux 
lignes,  point  où  leurs  coordonnées  sont  communes,  on 
doit  regarder  x  et  y  comme  constans  :  cette  intersec^ 
tion  sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 

y C»  =  7ÎK   I  -f-C", 

ne 
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$ii  l'oQ  afffâ^ne  li  c  une  -valeur  partîculîère.  Mais  si  Von 
élimifUB  ç^  le  résultat,  ne  désignant  plus  aucune  inter- 
•ection  ea  "particulier,  embrassera  tous  les  points 
ré»^ltans  des  rencontrer  des  droites  fournies  par  toutes, 
les  valeurs  de  «,  et  combinées  deux  à  deux  consécu- 
tîvioHient,  c'est^à-^dire ,  le  cercle  qui  est  la  solution  par- 
ticulière, et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  variation 
attribuée  à  la  constante  arbitraire  de  l'intégrale  com- 
plète. Les  mêmes  remarques  se  yérifient  sur  les  déyelo|>* 
pees ,  lorsque  l'on  considère  ces  courbes  comme  pro- 
doiites  par  les  int^sections  des  normales  consécutives 
de  la  développante  (80). 

De  Fintégration  des  équations  differei^tielUf 
contenant  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables. 

Des  équations  défferea^tieUen  totale$^ 

338.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables,  diffèrent  de  celles 
d'une  seule,  en  ce  qu'elles  ont  pour  cbaque  ordre 
pli^ienrs  coefficients  différentiels.  Si  2,  par  exemple, 
est  une  fonction  de  deux  variables,  il  aura,  pour  le 
premier  ordre,  deux  coefficiens  difiPérentlels,  savoir^ 

-^,  -r-,  l'un  pris  en  faisant  varier  x  seul,  et  l'autre  en 
ax    6y 

faisant  varier  y  ^eul.  Dans  le  seco^^d  ordre  ^le  nombre 
de  coeiEciens  di£Pérentiels  s'élève  s^  trpîs^  et  $'açcroH 
ainsi  successivement  d'ordre  en  ordre  (44)'  Pour  yç- 
monter  des  coefBciens  différentiels  d'une  fonction  ^9 
deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables  à  cette 
fonction^  il  se  présente  plusieurs  cas  :  1^.  on  peut  avoir 
tous  ses  coefficiens  différentiels  d'un  même  ordre,  expri- 
més par  les   variables   indépendantes,  ce   qui  donn* 
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explicilenent  les  différentielles  totale»  Je  la  fonction 
cherchera  laquelle  on  parvient  par  les  procédés  jexposés 
dans  lesn®*  27Ô —  260^  2**;  la  fwictîon  elle-même  peut 
entrer  avec  les  variables  indépendantes,  dans  ies  ex- 
pressions des  coeffîciens  différentiels,  ce  qui  fournit 
ane  équation  différentielle  totale;  3^.  enfin,  om  peut 
n'avoir  qu'une  relation  entre  ^ces  coeffîciens ,  la  fone- 

tiaa  dont  ils  dérivent  et  les  variables  ind^^peadante». 

« 

339.  Je  m'occuperai  d'abord  du  second  cas ,  en  con-^ 
sidérant  l'équation 

Elle  s'intégrerait  par  le  procédé  du  n**  280,  si  le  pre- 
mier membt^a  était  une  différentielle  exacte  à  trois 
yariables;  mais  s'il  ne  l'est  pas,  il  e^  susceptible  de 
le  devenir ,  par  le  moyen  d'un  facteur  convenable  ^ 
quand  cette  équation  dérive  d'une  équation  primitive 
i^=c  :  cela  se  voit  comme  pour  le  cas  de  deux  variable 
(289).  En  effet,  l'équation  diffsrentiiellé  proposée  doit 
^Ior3  s'^GCord^r  avec 


du  j   •     du»,     .  du 


T-  d*  4-  '5r'dr  +  "5^  d»=so^ 
d*  V  dy  dz 


e'est-à-dire  que  les  valeurs  de  d« ,  tirées  de  l'une  et  de 
Fttutre,  doivent  être  identiques^  indépendammi^nt  de 
d4p  et  de  dy  (i36)  -,  or,  ces  valeurs  étant  respectivement 

d»  A» 

j  l*j        Q  .        j  Sx,        ^  , 

d.=~gd*-^cir,  d.=:-2^^*-^4y. 

dx  Am 

il  s'ensuit  que 


/ 
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da  du  eu      â'ù      du 

dx      P    'dy_Q  „  ,     dx_dy_li 

d^==ÎR'  d^-*  H*  "^^^    T  —  'Q-R' 
ds              dz 

et  nommant  ^  les  quo tiens  indiqués,  il  viendra 

du  s=  fiPdx  4-  ^QdjK+A»Adz. 

Gela  posé,  pour  que  cette  diiFérentielle  soit  exacte, 
il  faut  encore  qu'elle  vérifie  les  conditions 

d.féP_d.^Q       d.^R_d.fcP       d.ftQ_d.fcR 
dy  dx    '        dx  d«    '        d«  Ay    * 

dont  le  développement  fournit  les  équations 


'^\d*        d»/  dx  ds 


(^). 


On  aperçoit  bientôt  que  la  fonction^  disparait  quand 
on  multiplie  la  première  dé^  ces  équations  par  Jl ,  la 
seconde  par  Q ,  la  troisième  par  P,  et  qu'on  a)kte  les 
produits;  car  la  somme,  étant  divisible  par  ft,  se  réduit  à 

équation  de  condition  qui  doit  d'abord  être  satisfaite 
par  la  proposée,  pour  que  celle-ci  puisse  devenir  dif- 
férentielle exacte,  au  moyen  d'un  facteur,  et  qu'elle 
puisse  par  conséquent  dériver  d'une  équation  primitive 
à  trois  variables,  ou ,  ce  qui  est  la  même  cbose ,  être  vé- 
rifiée par  une  fonction  de  deux. 

Cette  dernière  considération  mène  aussi  à  l'équation 


( 
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(B')y  par  l'application  immédiate  dn  J:héorëfne  du 
n**  278;  car  si  l'on  avait  l'expression  primitive  de  z  en 
jf  et  en  y  y  et  qu'on  la  substituât  dans  celle  de  dz  tirée 
de  '  l'équatîon 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  o, 
il  en  résulterait  nécessairement  une  différentielle  exacte 
à  deux  variables ,  et  de  la  forme 

dz=pdx  +  qdy,     où     j^  =  ^. 
Mais  dajDs  le  cas  actuel  »  oii 

P^  Qy  R  renfermant  z,  il  faut, dans  les  di^érentiations 
indiquées,  le  faire  varier  aussi,  et  mettre  en  consé- 
quence p  et  q  kla.  place  de  t—  et  de  .-r-  j  alors,  au  lieu 

de-r-  =  -r^>  il   viendra, 
dy      dx  ^ 

dy^^dz-dx^^dz' 
ou 

dp       dq  dp  dq  .^ 

p  Q 

Si  l'on  substitue  ""  *]5  >  — *»>*'*  place  dep  et  de  i^, 
on  aura,  après  les  réductions, 

dy  dy  d*       ^  dx .    ^  dz  dz 

c'est-à-dire  l'équation  {B)  du  n**  précédent. 

Pendant  long-temps  on  a  appelé  équations  absurdes, 
et  l'on  regardait  comme  insignifiantes ,  celles  qui  ne  sa- 
tisfaisaient pas  à  l'équation  (B)  ;  mais  Monge  a  fait  voir 
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que  touteft  les  équationi  différentieibs  à  troU 
aTalenfc  ut^e  signification  réelle^ et  que  tandis  quecell«& 
4ont  Ifintégrale  était  eiprimée  par  4ine  seule  équation 
entre  les  trois  variables ,  appartenaient  à  des  svrfâoe& 
courbes,  chacune  des  autres  représentai!  une  infinité  de 
courbes  à  doubla  courbure 9  jouissant  d'une  propriété 
commune.  Je  m'occuperai  d'abord  des  premières. 

340.  Quand  l'équation  (^)  est;  satisfaite,  deux  quel- 
conques des  équations  {A)  suffisent  pour  déterminer  la- 
facteur  /it,  et  l'on  Ta  Toir  que  l'intégration  de  la  proposée 
se*ramène  à  cellf  des  équations  à  deux  variables. 

Pour  cela,  soit  /n  le  facteur  qui  rend  intégrable  K 

différentielle 

Pàx-\-qiy, 

lorsque  l'on  y  regarde  2  comme  constant;  en  posant 

f(féPdM  +  f^Qày)  =  U, 
on  aura  pour  l'intégrale  cherchée 

ï7+Z=o, 
oh  Z  désigne  une  fonction  de  k  seul.  Si  maintenant 
on  différentie  cette  intégrale ,  en  j  faisant  tout  variery  et 
en  observant  que 

pn  aura  i'équation 

dont  la  comparaison  avec  la  proposée  donnera 

dU  .   dZ 


\ 


an 


iZ        -     âV 


maiâ^  pour  que  U  détermination  •  de  Z  puisse  avoir 
lieu  suivant  riijpoibëse  établie'^  il  faudra  que  le 
second  membre  de  cette  dernière  équation  se  rçduise 
à  une  fonction  de  is  et  de  Z,  au  moins  après  qu*on  en 
aura  chassé  y,  par  sa  Valeur  prise  dans  l'équation 
17 -f- Z  =0  :  considérant  donc  alors  y  comme  une 
fonction  de  jt  et  de  J?»  on  aura  l'équation  de  con^ 
dit  ion 

.  d«  ^  éy  djT         ' 

oU|  en  développant, 

•  .  *     ■ 

Or,réquation  différentielle  prQpo^,4tant  mite  «0H« 
la  forint 

donne 

ày      ^P 

m  a  auaBÏ 

A'U      d./.P         àP  ,   „d(i 

d'y 
dydx 


"^^    d«  ~''d. +^di> 


de  ,pla<,  le  fkdeor  ^,  reada«t  «xaote  1»  dif%neiUii)U* 
|(Pd«  +  /*Q4y>  wtisfait  i  l'équatioa 
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d^         d^         /dP      àQ\  ,      ^ 

dic 

et  si  l'on  tire  de  cette  dernière,  la  Taleur  de  -p,  pour 
la  substituer,,  avec  celles-,  de 

d'U      d^U     dy 
dardis     dj^da     d* 

dans  l'équation  de  condition  trouvée  plus  haut  »  le  ré-^ 
sultat ,  étant  réduit  avec  soin ,  sera  précisément  l'équa- 
tion (^):  ainsi  quand  elle  est  vérifiée,  l'intégration  de 
l'équation  différentielle  proposée  à  trois  variables ,  ne 
dépend  que  de  celle  des  équations  à  deux  variables. 

341*  Lorsque  les  différentielles  d^,  dj^  etds  montent 
au-delà  du  premier  degré  dans  l'équation  proposée  >. 
elle  ne  peut  s'intégrer  par  ce  qui  préùëde,  que  quand 
elle  satisfait  à  une  nouvelle  condition  que  je  vais  faire 
connaître  sur  l'équation 

Pda!''\'Qdy''+Rdz^'\-7JSdxdy+7,Tdxdz+7,Fdydz=:o. 

Pour  quelle  puisse  résulter  d'une  équation  primitive 
u^szcy  il  faut,  avant  tout,  qu'elle  se  ramène  à  la 
forme 

P'^x  -f  (;ydy  +  Kdz  =  o  (339). 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu'en  la  résolTanft 
par  rapport  à  l'une  des  différentielles  da; ,  dj^ ,  ds ,  les 
deux  autres  sortent  des  radicaux  :  or,,  c'est  ce  qui 
n'arrive  pas  toujours;  car  on  a 

±.\/{T''~PR)û:^-\-i{TF-nSMxAy+{F^~qR)ày'}y 
et  si  la  quantité  qai  est  sous' Te  radical,  n'est  pas  un 


r' 


DE  CALCUL    INTÉGRAL.  49^ 

quarrc  uarfait^  ou  du  moins  si  l'on  n'a  pas 

les  différentielles  dar  et  ày  resteront  engagées  sous  ce  ra- 
dical. £n  général  y  quel  que  soit  le  degré  de  l'équation 
proposée,  par  rapport  à  dz,  dor,  dy ^  il  faut  qu'étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  dz,  elle  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  de  la  forme  ^ 

dz  — pdx  —  qdjr  =  o. 

Des  équations  différentielles   totales   qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabilite\ 

342.  J'ai  fait  Toir,  dans  le  xï°  339^  qu'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  à  trois  yariables^  de 
la  forme  Pdx  +  Qdj^  +  Rdz  =  o ,  ne  pouTait  être  sa- 
tisfaite par,  une  fonction  de  deux,  variables,  qu'autant 
que  l'équation 

.        dy      ^dy+"d*      '^dx^'<dz      ^Az—"' 

était  identique  par  elle-même;  mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  x^  y^  z^  on  changera 
l'équation  proposée ,  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables,  et  déterminera  par  con- 
séquent l'une  de  celles-ci  en  fonction  de  l'autre. 
Si  l'on  avait,  par  exemple,  l'équation 

dz  xdx  +  ydy 

■        I    .    C53 II».       .      I    .11  ■ 

z — c      x[x  —  ay  +  y{y  —  b) 

*» 
qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus ,  tant 

que  a  et  è  ne  sont  pas  nuls,  et  qu'on  y  fît  ^  =r ^  (^), 

^  désignant  une  fonction  quelconque,  elle,  se  cliange- 

rait  en 
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et  donnerait  autant  de  relations  différentes  entre  «  et  «% 
que  l'on  assignerait  de  formes  particulières  à  la  fono* 
lion  p. 

En  prenant  f(4p)  =  4P,  on  aurait 

ds  surdj»  2d« 

d'où  l'on  tirerait  «  — c=^C(2jf  —  a — b),  C  étant  une 
constante  arbitraire  ;  et  la  proposée  serait  satisfaite  par 
le  système  des  équations 

Newton ,  dans  jon  Traité  des  Fluxions  (*) ,  atsiît  déjà 
indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  dîffê- 
rentielles  qui  contenaient  plus  de  deux  variables;  mais 
eltea l'inconTénient  d'exiger  une itfilégration  pour  cbâque 
résultat  qu'on  veut  obtenir,  et  Monge  A  remarqué, 
en  1784  >  qu'on  pouvait,  par  l'introduction  d'une  fonc- 
tion arbitraire ,  parvenir  à  un  système  général  d'équa- 
tions qui  en  donnât  une  infinité  de  particuliers,  sa- 
tisfaisant tous  à  la  proposée. 

343.  Le  procédé  que  l'on  doit  suivre  pour  intégrer 
l'équation 

Pdar+  Qdy  +  Riz=o , 

par  une  seule  équation  primitive,  kn^sque  la  cbose  est 
.possible  (340))  conduit  aussi  à  la  solution  la  plus  générale 
que  Ton  ptiisse  obtenir  pour  cette  équatkm ,  dans  le  tm 
contraire.  En  effet ,  $i  on  Titttègt^  d'»bnrd,  en  n^r- 

(♦)  Newtoni  Opuscula ,  i.  I ,  p.  83,  édition  de  1744. 


dant  une  des  variables  qu'elle  l'enferme  comme  con»^ 
tante,  «,  par  exemple,  €|ue  l'on  représente  par  Î7=  C, 
Téquation  primitive  qui  répond  à  Pd*  +  Qdj' rii  o , 
que  l'on  différéntie  cette  équation  prhnitive,  en  fai- 
sant varier  à  la  fois  x^y^z  et  C^et  que  I'od  compare 
le  résultât  à  la  proposée ,  on  arrivera  à  l'équfltioD 

dC      AU         „ 

f*  étant  le  fac^ur  qui  rend  Pàx  +  Qày  une  différen- 
tielle exacte.  A  la  vérité,  le  second  membre  ne  se 
raltkira  plus  à  une  fonction  dé  z  sôul ,  comme  cela  arrive 
clans  le  -cas  où  la  Ciyndilion  d'intégrabilîté  est  remplie, 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  l'exige  cette  <îoitdi- 
tion  \  mais  il  est  évident  qu'en  supposant  tou)Oi»ra  <|ue  C 
soit  une  fonction  de  z ,  l'équation  proposée  s^ra  9atM«. 
faite  par  l'équation  primitive  Vs^C,  si  l'on  a  eu 
même  temps 

dC_dj^_    ^ 

dz        dz 

iêiisant  donc  €^=^(2),  ïe  Sjaftètne  dè^  équations 

U  =  <piz) 
de/  „         /-  V 

dz 

satisfera  à  la  préposée ,  quella  q«e  sait  la  iewfe  de  r« 
fonction  ç ,  et  pourra  se  parti culâris)ër  d'une  in$nUé 
de  ïnatiîëifeà  ,  en  prenant  <p  arbitraifemeat. 
En  appliquant  ceci  à  l'équation 

dz     \  sàx  +  ydy 

z-^û^xix.-^ay  +  yij  —  by 

que  j'ai  prise  pour  exemple  dans  le  n®  précédent,  en 
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et  faisant 

on  trouTera  t/i=r*»4- j^*  :  on  obtiendra  par  conséquent 
les  équations 


x{x 


*' 4- j'' =  <>(«)[ 


Intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre. 

344*  'e  Yais  passer  au  troisième  cas  de  la  recbierclie 
de$  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
rariables.  Dans  ce  cas,  on  n*a  pour  déterminer  la  fonc- 
tion inconnue  que  quelques-uns  de  ses  ^efficiens  dif- 
férentiels d^nn  certain  ordre ^  ou  une  «seule  équation 
entre  eux.  Il  constitue  ce  que  l'on  appelle  Calcul  inté- 
gral aux  différences  partielles  j  et  qu'on  devrait  nom- 
mer^ d'après  les  remarques  du  n^  4^>  Calcul  intégral 
aux  différentielles  partielles  ;  car ,  les  coeffîciens  dif- 
férentiels ,  considérés  isolément ,  ne  font  connaître 
que  les  différentielles  partielles /-et  non  pas  les  diffé- 
rences qui  sont  l'objet  d'un  calcul  à  part,  qu'on  trouvera 
dans  V  Appendice  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coefficient 

différentiel  t-^j"^  >  étant  multiplié  par  dar^d^*, devient 

d"*"*""is  .  .  .      ■       . 

j-^,  ^  djp^dj'*,  et  exprime  alors  la  différentielle  w»''"", 

par  rapport  à  â;^  de  la  différentielle  n'^"*'  de  2,  par 
rapport  k  y  ^  et  vice  versa» 

345.  Les  équations  différentielles  partielles  les  plus 


^nipU^s  f ont  ceMe^  qui  nç  renferment  qu'^n  seul  coef- 
ficient di^érentiel  expriiné  par  le?  Tariables  ind^pep'- 
dantes  :  telles  sont  celles  du  2^  et  du  3^  ordre  qui  ont 
«té  traitées  dans  les  n®?  271 ,  ^77.  Au  premier  ordre, 

si  Pon  a  -p  ^=:it,  R  ne  contenant   point  x,  on  mul'r 

tipKera    par    âx ,    pour  détenir    «p  d^  =  JRâx ,  ■  ou 

dx  =  Ràx  ;  et  en  intégrant  par  rap{k>rt  à  x  seulement , 
il  viendra 

z=/ndx  +  C. 

Dans  ce  résultat,  C  nMndîque  pas  une  simple  constante 
arbitraire,  mais  une  fonction  absolument  indéterminée, 
de  toutes  les  variables  autres  que  x,  que  pourrait  con* 
tenir  la  fonctioi^  c.  Si,  par  exen^plo ,  z  dépendait  en 
même  temps  de  x  et  de  ^,  on  aurait  0=/Rd«-f-çCy)9 
en  désignant  par  ç  une  fonction  arbitraire  composée 
d'une  manière  quelconque  de  la  variable  y  mêlée  avec 
des  constantes.  En  général, pour  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  s,  /,  u,  x,  y^  etc. ,  Finté* 

grale  ^Y  ?=r'Sf  s«ra  i?=//îd»+f(«,  *,  u^  y,  etc.), 

parce  qu'il  e3t  évident  que  la  fonction  f(«,  tp  u^y,  etc.) , 
quelle  qu'elle  soit ,  ne  variant  point  quand  x  varie,  on 

a  toujours  —  =  /l., 

Lorsque  2  entre  dans  B,  l'équation 

H  =  o,     ou    -r- dx — Rdx:=.o, 

ax  ax  "  " 

tombe  alors  dans  le  cas  général  des  équations  dififé- 
rentielles  à  deux  variables  z  et  s;  $i  on  peut  l'ipté- 
Ccdc.  intègr*  32 


^ 
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grer  par  quelqu'une  des  méthodes  précédentes ,  et  que 
l'on  désigne  son  intégrale  par  f^znzconst. ,  on  aura 

pour  l'équation  primitiTe  de  laquelle  dépend  la  fonc- 
tion s.  En  effet  y  si  l'on  différentie  cette  équation  en  ne 
faisant  Tarier  que  s  et  z^le  résultat  sera  de  la  forme 

Pds  +  Qdjp  =  o, 
et  tel  que  — p  =  ^'  ^  T*^  donne  j-  =  fl. 

346.  Si  y  pour  abr^er,  on  pose 

àzi±spix  +  qày    (1), 
Féquation 

Pp+Q9  =  R    W> 

dans  laquelle  P,  Q9  -R  contiennent  à  la  fois,  x,  y 
et  2,  est  la  plus  générale  qu'il  soît  possible  d'avoir  entre 
les  coefiBciens  différentiels  du  premier  ordre  p  et  q , 
lorsqu'ils  ne  passent  pas  le  premier  degré.  En  prenant 
la  valeur  de  p  dans  cette  équation  y  pour  la  substituer 
dans  (i)>  la  question  s»a  ramenée  à  intégrer  l'équation 

Pds— fld*=^(Pdjf  — Çd*)     (3), 

oh.  le  coefficient  q  est  encore  indéterminé.  Il  se  pré- 
sente ici  deux  cas  :  1^.  la  composition  de  P,  Q  et  jR, 
peut  être  telle,  que  la  fonction  PAn^-^RAx  ne  renferme 
que  les  variables  %  eï  x  dont  elle  contient  les  différen- 
tielles, tandis  que  la  fonction  Pd^  —  QAx  ne  renferme 
que  X  eX  y\  2*.  l'une  ou  l'autre  de  ces  fonctions,  ou 
même  toutes  deux»  peuvent  renfermer  les  trois  va- 
riables X,  y  et  X. 
Dans  le  premier  cas,    il  existe  un  facteur  ft    qui 


/ 
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rend  Pèy — Qdar  différentielle  exacte  (289),  et  un 
Î9xXé\a  fi  qui  opère  la  même  chose  sur  Paz  —  Ràx\ 
en  désignant  ces  différentielles  par  AM  et  diV,  on  a 

/>dr~  Çd*=  idJIf,      Pd«  —  72d*  =  JL  aiV, 

/•  f* 

et  l'équation  (3)  devient  dJV"=2i!-dlf,  qui  ne  peut 
être  intégrable  à  moins  que  ^  ne  soit    une,  fonction 

quelconque  de  M.  On  posera  donc  ^  =  ç'(M),   d*où 

dA?=^'(il/)dil/,  et  en  intégrant,  il  viendra  JV=:^(J[f) , 
résultat  dans  lequel  ç  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  sur  la 
formation  des  équations  différentielles  partielles  (i4o). 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  je  prends  l'équa- 
tion 

px  +  qys=nzi 
on  en  tire 

-P=r.**  Qj=^:y>  R=nz, 

Pdjr —  Qdx  =^dy  —  j^dj? , 
Pdz~Ràx^xiz~hzdx;' 

on  trouve  par  l^iûtégràtipn  des  équations 

xdy  —  ydx  =;  Oj     xdz  —  nzdx  =  o , 

que  les  facteurs  ^  et  fi  sont  respectivement  —,  — — 

y  z 

et  que  par  conséquent  ilf  =  - ,  Nsss  --  :  il  s'ensuit  donc 

*  X 

c'est-à-dire^,  que  z  est  une  fonction  homogène  en  x 
et  ^,  du  ;degré  i».  En  effet,  l'équation  px^qyzs^nz 

32.. 
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n'est  autre  c^iose  qu9  U  tbé(9rèiisie  des  fonctions  halo- 
gènes donné  n°  293 ,  et  dont  ce  qui  précède  fonvBÂt 
encore  une  dénxNnstration  pour  le  cii^  de  d^ux  y%- 
rîables. 

347'  Qi^^nd  les  variables  x ,  ji^ei  z  sont  mêlées  in- 
distinctement dans  les  fonctions  Pdy — Qdx,  Paz — RAx, 
il  n'est  plus  possible  de  rendre  ces  fonctions  intégrables , 
chacune  en  particulier  y  par  le  moyen  de  facteurs ,  parce 
qu'on  ne  saurait  intégrei:  isolément  les  équations 

P4y—  Çd«=:o,    Pda  —  jRd:^  =?  Q  j 

osit  il  faut  bien  remarquer  que  z  ne  doit  pas  être  supposé 
constant  dans  la  première,  ni  y  dans  la  seconde;  mais 
ou  peut  encore  transformer  l'équation  (3)  en  une  autre 

qui  ^oit  une  difiPérentielle  exacte  de  la   forme 

diV=i^'(M)dM,  pourvu  qu'on  regarde  les  fonctions 
M  et  N  comme  contenant  à  la  fois  les  trois  variables 

X,  yj  fi- 

Dans  cet  état  de  choses ,  l'équation 

se  développe  en 

qui  doit  s'accorder  avec  l'équation  (3).  Tirant  de  l'nne 
et  de  l'autre  la  Tajeor  de  «is,  et  égalant  ]e$  (joet^iens 
des  différentielles  Ay  et  àx  (SSg) ,  on  trouve 

_         d^— ^^^^  ,Q^H      ^--,(ilf)  — 


»     .       -*' 


La^pr^miçre  de  .;Ces  équi^tiv>.njB  Ui$$e  ^f^itr^ire  jU 
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fonction  ç\M)  ,  puisque  q  est  indéterminé  \  maîé  en  le 
chassant  de  la  seconde  équation ,  on  change  celle-ci  en 

et  comme  il  y  â  deux  'fonctions  inconnues  M  et  N,  on 
pourra  partager  cette  dernière  équation  en  déilx  autres» 
en  égalant  séparément  à  z^ro  la  partie  qui  est  multi- 
pliée par  ç'iM)'  Où  àoi'a  de  cette  ùianièi^c 

dM      QdM      RdM  _ 

d*  "^Pd^  "^P  dis  ~'''\ 

QVy  d'après  ce  cfb'onti  vu  dans  le  n**  32 1^,  les  équations 
ci-dessus  établissent  que  M=::a,  iV"==^sont  les  intér 
grales  du  système  d'équations  différentielles 

dj^— ^d*=o^     d«— -|5d^  =  o, 

qui  revient  à 

Pdy  —  Qdx  =:  o ,    Pdz  —  Rdx  =^  o    (4)  : 

c'est  donc  à  l'intégration  de  ce  système  que  se  réduit 
ici  la  détermination  des  fonctions  M  et  A^. 
Prenons  pour  exemple  Féquation 

^/>  +  «j'  .=  —  /  ; 
eti  en  tire  d'abord 

xdy  —  zdx  =  o ,     xdz  -|-  j^djp  =;:  o     (4') , 

r  f 

«équations  dont  aucune 'n'est  intégrablé  en  particulier  \ 
taaië ,  côihnîe  l'a  t^marquê  Monge,  il  n'eét  pas  ^éce^- 
saire  de  descendre  jusqu'au  second  ordre  pour  en  dé- 
duire des  dilKrenIlelles  exactes:  il  suffit  d^éliminer  d^r^ 


n 
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ce  qui  donne 

^dy  +  gdz  =  o    et    y  +  z*z=za. 

Prenant  dans  cette  dernière  la  Taleur  de  y,  on  change 
la  deuxième  des  équations  (40  ^^ 

jrda  +  dxV^a — «•  =  o,     ou     — 7=.=  + — =0, 
dont  Pintégrale  est 


(sin  =  — =  j  +  k  =  1&  ; 


arc 

remettant  pour  a  sa  Taleur^  et  passant  aux  nombres, 
on  obtient 


arc 
e 
d'où  l'on  conclut 


(sin r=     ■— 1_  ) 


arcf  sin  =—-==:  ) 

pour  l'intégrale  de   l'équation  diflPérentielle  partielle 
proposée. 

348.  On  facilite  beaucoup,  dans  un  grand  nombre 
de  cas 9  l'intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre ,  à  trois  variables ,  en  les  par- 
tageant en  deux  autres ,  par  l'introduction  d'une  quan- 
tité indéterminée,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple 
suivant. 

.Soit  l'équation  f(/>i  *)  =  F(gL,  j' )  j  si  l'on  fait 
f  (p^  x)=:z0f  on  aura  en  même  temps  F  {q^y)  =::  «,  et 
l'on  en  tirera  les  équations 


] 


£,  «t  F^  étant  des  fonctions  déduites  de  celles  que  dé- 
signent f  et  F.  L'équation  dstzszpdx-i-qày,  deviendra 

ds  =  dx(X^,  x)  +  dyFX^,  y)  -, 

mais  si  l'on  représente  les  intégrales  ; 

fâx£,{^,x),      fAy¥,(,0,y), 

prises  en  n'ayant  égard  qu'aux  yariables  x  et  y,  par 
P  et  Q,  ces  dernières  quantités  étant  aussi  des  fonc? 
tions  de  «,  il  Tiendra 

dx£,(m ,  x)  =  -Y-  d«=:  dP r-  d« , 

.     /  daf  .d«       _       ._. 

et  par  conséquent 

Cette  dernière  équation  ne.  peut,  devenir  difFéreatieU« 
exacte ,  que  par  la  supposition  de 

dP  ,  dO        ,.. 
cû+d.=*W' 
d'où  il   suit 


/( 


s +©'•=»<•'' 


on  aura  donc 


» 


^]fi.)^P+Q,    ^'(-)=|^+^, 


équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  « ,  lorsque 
)a  fonction  arbitraire  ç{^)  sera  déterminée. 
)1  suffit  souvent  de  substituer  dans  l'équation 

ds  =/>d*  +  qdy  y 
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là  TaUttr  âèpàûiè^,  ïrtéê  iiikMA\s^/tkaêûî  ée  la  po^ 
féiêëf  èî  d'infégréi^  énsûlié  par  {Parties.  Lorsqtfotfi  a, 
par  exemple  y  ^=«£(4^)  (i€i)^  ilTÎekit 

d*=Atf|(5r)  +  ^a^- 
OQ  trouve 

* 

et  octanie  IHatégtatiàn  t*diq«4e  ac  penrt^effieotuë^  (Ja'éh 
posant  xC(7)  +  ^=^¥{9)  >  *I  ^u  réndtc 


^" 


(*)  MoDgQ,a  lié,  par  d?f  consjidëèationfl  très  ingëaienses ,  rincé- 
gracion  des  éqaaiiihis  rlifférentielles  fMirtielles  tfvec'la  génération  dea 
sarfaces.  (  Voyez  sa  Géométrie  analytique,)  L'analogie  des  deux 
sujets  se  montre  anssi  par  tes  formes  d'intégrales  sa  r  lesquelles  noaa 
sommes  tombés  dk^i  ce  qtfi'  ^cède.  L'éqna^ion  JY=^f(M)  (347)  "^ 
rapporte  au'^ode  Vk' génération  indiqué  dans  le  n<*  r4t  ^  M=^a, 
7V=^(a)  -=  &,  sont  les  équations  des  lignes  dont  se  composent  les 
léiflèMeorf  èspottdaaiiâ  À  l'ëqiiaitioiirdiffa^ntiette  partielle  propoaëi^ 
et  qui  se  succèdent  suivant  la  loi  ^priméo,pac  la  ibrme  de  la  fonc- 
tion f, 

La  seconde  forme  d'intégrale  oMtfnue  dans  le  n?  précédent ,  ré- 
pond au  mode  assigné  dans  lé  n*  163,  po^r  la  génération  des  sur' 
faces  développables,  auxquelles  se  rapporte  le  second  exemple. .. 
p  =  f(^].  L'intégrale  étant  alors  exprimée  par  deux  équations  ae  (à 
forme 

f^=o,     -3^  =  0, 

représente  les  intersections  successives  d^nne  suite  de  surfaces  tirées 
de  l'équation  /^=o,  par  la  variation  de  la  quantité  «9,  «i  appaf> 
tient  par  éotoséquënt  à  la  limite  de  toutes  ces  intersections  :  cette 
l^nûtc  esc  donc  formée  de  lignes  dont  la  nature  est  donnée  par  les 
deux  équations  qui  composent  Tintégrale,  Iprsqu'on  a  particuTàrisé 
la  fonction  arbitraire.  Monge  nomme  ces  lignes  earaetérisiiqàé$'f 
et  appelle  éatfafiûs  enuéUppes ,  eeiks  ^i  résmhcBt  cb  ayslème 
d^équations  considéré  en  dernier  lieu. 

/ 


iîe  t intégration  des    éqiuitions  dij^érèntiettes 

pditidlèsdei  ordres^  supérieure  au  premier.  » 

349.  Au  secbricl  ordre ,  les  coefficîêns  différentrefe 
sont  au  nombre  cle  trois  pour  une  fonction  dé  deux  Và- 
ipiabiés ,  et  une  équation  différentielle  partidié  du  môrtie 
ordre  exprime  eii  général  une  relation  entre  leà  variables 
indépendantes ,  fa  fonction  cbercbée  et  ses  cdeffiéîens 
différentiels,  tant  du  second  ordre  que  du  premier: 
Dans  un  ordre  quelconque ,  cette  relation  peut  embras- 
ser, avec  les  variables,  touiles  coefficiens  différentiels 
depuis  le  preipâieir  ordre  jiisqù'à  celui  de  Têquation  in- 
clusivement. J'en,  rapporterai  d'abord  quelques-unes  qui 
s'abaissent  à  des  ordres  inférieurs. 

I**.  Toute  équation  à  trois  variables  qui  est  de  la 
forme 

*'  y'  dp'  àwl7'  ^à^Ap'  •  ' •  'à^àp]  "^  "^^ 

s'abftiâsë  sur-le^tihanrp,  deFordre  ni-\^nh  l'ordre  m^ 

d"4J 
en  faisant  j—;j  =  f,  parce  qu'elle  se  change  en 

M*' ^' *"' dï' dJ" d?:)  =  "- 

On  y  doit  supposer  alors  y  constant,  puisque  tous  les 
coefficiens  différentiels  Je  ^  qui  s'y  trouvent  sont  relatifs 
à  j;,  et  elle  peut  par  conséquent  se  traiter  comme 
n'étant  qu'entre  les  deux  variables  x  ei  ç\  mais  ÎI 
est  évident  qne  f^our  donnner  à  l'expression  de  if  toute 
la  généralité  dont  elle  est  susceptible ,  il  sera  néees* 
saire  de  remplacer  les  m  constantes  arbitraires  qu'elle 
doit  renféz^ér ,  p^risutàM  de  fonctions  arbitraires  de  la 
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YATÏahley,  prise  d'abord  pour  constante.  Ayant  obtenu 

^,  on  remonte  à  c,  par  le  moyen  de  l'équation  -j— =</, 

dans  laquelle  on  doit  alors  regarder  x  comme  cons- 
tant ,  et  qui ,  deyenant  par  là  une  équation  de  l'ordre 
neutre  deux  Tariables  seulement,  pourra  se  traiter  ainsi 
que  les  équations  de  ce  genre ,  en  observant  néanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  x^lesn  constantes 
arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégration, 
a®.  Les  équations  de  la  forme 


('■ 


^*  *'  di»  a?' div~**' 

dx     d*«  d"*\  _ 

^'  *'  d^'  dy* ^/      "' 


peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement ,  comme 
s'il  n'y  entrait  que  deux  variables ,  savoir,  x  et  z  dans 
la  première ,  y  eX.z  dans  la  seconde  ;  et  après  l'intégra- 
tion, on  substituera  aux  constantes,  dans  l'une,  des 
fonctions  de  y ,  et  dans  l'autre ,  des  fonctions  de  x* 
Les  équations  du  second  ordre,  • 


d*dy^^      d*        ^'     dardy  d^ 

dans  lesquelles  P  et  Q  ne  contiennent  que  x  ei  y^ 

da 

se  rapportent  à  la  première  forme.  En  faisant  -p  ==  </, 

la  première  devient  -z — [^Pp^^Q^  équation  du  premier 

degré  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  variables  p 
et  y,  et  dont  F  intégrale  est 


J 


1 

J 


I»  cAiiCui«  imt:&orai<.  ^^7 

Si  Von  met  pour  if  sa  valeur  -ï-  ,  et  qu'on  change  C  en 
if(4f),  on  aura 

^  Cl4P 

en  int^rant  cette  fois,  p^r  rapport  à  «et  à  ar  seuls,  on 
trouvera 

en  traitant  de  même  la  seconde  équation ,  on  arriverait  à 

Lorsqu'on  aura  P  =  o ,  les  résultats  ci- dessus  se  ré- . 
duiront  à 

%  =  fAxfQàjr  +  /d:r^(*)  4. 4(^) , 

dans  un  cas,  et  dans  l'autre  à 

z=fAyfqAx^fiy(p{j)'JtK*)\ 

mais  comme  la  fonction  ^  est  arbitraire ,  on  écrira 
simplement 

z = fAxfqày  +  ^(^if)  +  4(:k)  , 

J'observerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent  que  de 
l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable  ,  et  ont 
été  traités  sous  ce  point  de  vue ,  dans  le  n®  271. 

On  a  des  exemples  de  la  seconde  forme  générale 
dans  les  deux  équations 

d*«        p  d«  _  ^       d*«  _.       àz 

di^"*"^d;~^'     d^'^^d^;"^*' 

la  première  doit  être  traitée  comme  une  équation  du 
second  ordre,  entre  les  variables   at  et  s  ;  les  oons^' 
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tanles  arbitraires  dues  &  son  int^ration  seront  des 
fonctions  de  ^  :  oh  opérera  de  la  même  manière  sur  la 
deuxième,  par  rapport  aux  variables  yettf-Hiîtï  chun- 
géra  les  constantes  arbitruîres  en  fonctions  d6  «:.  Pour 
ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple  ;  je  réduirai  les. 
équations  proposées  à, 

et  je  «Apposerai  que  Q  ne.  contienne  que  «et  ^;  les. 
formules  du  n"  241  donneront  immédiatement 

z  =fdxfQdx  +  Cx+  &,   X  =fàyfQày  +Cy+C, 

d'où  l'on  conclura  ^ 

35o.  Dans  le  second  ordre,  je  considérerai  seulement 
les  équations  o&  tous  les  coeffîciens  différentiels  de 
cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier  degré;  et  pour  simpli-^ 
fier  les  calculs,  je  ferai  usage  dbs  dénominations  soi- 
vantes  : 

àz  ^=:pàs    +  jrdjf , 

dp=rdx    +  «dy,       dy=£s«d*  +  rfy, 

d*«  =  dpâx  +  dqdy  =  rdjr*  +  !isdxdy  +  rfy*, 

déjà  employées  dans  le  n^  i44* 

L'équation  différentielle  partielle  du  second  ordre  et 
k  trois  variables,  considérée  dans  le  c^s  giénéral,^ 
ne  peut  donner  que  l'expression  de  l'un  des  coeffî- 
ciens r,  s,  tj  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités/7,^;:v>^,is,  ce  qui  ne  suffît  pas  pour  déterminer 
les  différentielles  dp  et  dq.  On  peut  aussi,  au  moyen 
de  ces  difi^entiellesj  éliminer  de  l'équation  {)roposée, 
denx  des  trois  coeffîcieds  r,  s,  t^  et  le  résaltal  dera  la 


relatioo  que  celte  équcitjiot)  suppose  ^ntr^  dp  çt  d^,: 
de$t  ce  frocéài  que  Mongç  a  sifiyj. 
Je  l'Appliquerai  k  l'équatiQn 

Rr+Ss+Te=r, 

où  je  supposerfii  que  les  quantités  R,  S,  T  et  J^ 
renferment  9  d'i^ne^iOianière  (^uelconqiie  »  Xy  y,  z,  p 
et  q.  En  y  substituant  les  Taleurs  de  r  et  de  ty  tirées 
des  équations 

dp  =  rd*  -f-  sày ,     ô^^ss^ix  +  /dy , 
•et  qui  sont   ^ 

âp—  sày  dq-^sdx 

on   trouve 

Rdpdy  +  Tdqdx-^  Fdxdy = a  {Rdy^ — iSd^dj^ + Ti}**) , 

éqi^tiop  dont  il  semble  .qu'il  faudrait  intégrer  sépa- 
rément les  deux  membres,  à  cause  du  coe£Bcient  diffé- 
rentiel indé^erpainé  s^  qui  luultipliç  le  second;  mais 
ici,  comme  dans  l<3  n^  347}  ^^  suffît  de  parvenir  à  deu^ 
équations  primitives  M^=:a,  N^=:bf  qui  satisfassent  en 
même  temps  aux  équations 

Rdpdy  +  T'dyd*  —  Vdxdy  =  o  ,  . 
Rày^  ^  Sdxdy  +  7^:^*  =o; 

l'intégrale  de  la  prpposée  sera  encore  iV=^(iPf). 

Pour  le  démontrer ,  je  transforme  d'abord  les  équa- 
tions précédentes  en  d'autres  ob  les  diS<^^entiétles  ne 
montent  qu'au  premier  degré ,  et  pour  cela  je  fais 
dy=:md:p.Lasecoude  de  ces  équations  devenant,  aprës 
la  substitution,  ^ 
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détermine  la  quantité  m  ;  mettant  essuite  pour  dy  sa 
yaleur  dans  RàpAy  ^Tàqàx — /^d«dj^=  o  ,  on  aura 
pour  chacune  des  yaleurs  dont  m  est  susceptible ,  un 
système  d'équations  de  la  forme 

djr  — i»d*  =  ol 
RmÀp-^^Tiiq—FmAx^ii)      ^^' 

auquel  il  faudra  joindre  l'équation 

ds  =  pdx  -f-  qdy , 

qui  exprime  la  relation  qu'ont  avec  la  fonctions,  les 
coefiiciens  p  et  q* 

Cela  posé,  si  les  équations  M=:a,  N=zb  satisfont 
aux  équations  (i),  et  que  dans  leurs  différentielles 

AM.    .  dM,    ,  dAf ,    .   dibf  j    ,  AM^ 

d7  ^'+ -^^^^  dT  ^+ 1)7  ^^+ d7  ^^  =  ^' 

AN  ,       AN.    .  d^^  _^^^'  A  ^^^  A^ 
li  ^+  Ay  ^y-^lz  ^"+  d/  ^^+  d^  ^^  =^' 

on  mette  au  lieu  de  ds  sa  râleur  pdx  +  çày,  et  an 
lieu  de  dy  et  de  dq ,  celles  que  donnent  les  équa- 
tions (i),  les  résultantes 

(■AT + "*  17  +  f^ +*"*^ -dT -*- -r  di-)  *** 

.  /AM      RmAM\  , 
+  W-^di-)^^='*' 
/dN  ,       dAT   ,  ,      ,        .AN  .FmdN\ 
U*  "*""  djT  +(/'+î'^)  dr  +  -r    dyV^* 

.  /d^■      Rm  dN\  , 

devront  être  identiques  ,  chacune  en  particulier,  et  se 
partager  par  conséquent  dans  les  suivantes  : 
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dM      BmdM  _ 
-dp         T    dq  ""**' 

dît  ,       dN    ,   ,     .        .diV  ,   rmdN 

dN      RmdN_ 

L'équation  i^  =  ^(ilf  )  étant  différentîée,  donne 

dN=:ipXM)dM, 

ou 

diV  ,.  .  diV  .    ,  diV  ,    .dN,    ,  dN, 

d,-^*+cÇ^^+dr  «»«+d?"*^+d-f  *^y  = 
^(^){di-*^+-^'*-y+dr^'+dF*'^+wM' 

si  l'on  substitue 9  dans  cette  dernière ,  les  yaleurs  de 

dM     dM    dN    dN 
dx'    dp'    dx'    dp' 

prises  dans  les  quatre  précédentes,  et  quW  change  ds 
en  pdx  -f-  qd^  y  on  obtiendra 

+  i  i^  (fli»d/>  +  Tdq  -  Fmd^  = 

œ  qui  revient  à 

Rmdp'^-'Tdq  —  ^md*  =  #  (d^  —  iikl*) , 
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en  faisant 

Si  l'on  remet  rcl*+«dy  et  sdx  +  rfj^,  pour  dp  et  d^, 
et  que  l'on  égale  à  zéro  ce  qui  multiplie  chacune  des 
différeoitielles  indépendantes  dx  et  dy,  on  obliepiirei 

puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi-* 
ci«ns  différentiels  r  eit,  pour  les  substituer  dans  la 
proposée,  elle  deyiendra,  après  les  réductions ,  . 

et,  en  Tertu  de  l'équation  (^),elJa  sera  satisfaite  in* 
dépendanament  des  quantités  «  et  ^. 

Le  théorème  démontré  ci-*dessus ,  ainsi  que  ses  ana- 
logues dans  les  ordres  supérieurs,  n'a  pas  la  même 
généralité  que  celui  du  n^  347  ;  ^^  '^  ^^^^  ^^^^  ^^ 
marquer  que  les  équations  (i)  peuvent  renfermer  à  la 
fois  les  cinq  variables  x,  y,  x,  p  et  q^  et  qu'en  y 
joignant  même  l'équation  d^  =  pdx  +  f  4^»  on  ne 
saurait  parvenir  y  par  l'élimination ,  qu'à  une  résul- 
tante contenant  trots  variables ,  laquelle  par  conséquent 
ne  pourrait  dériver  d'une  seule  équation  primitive^ 
que  sous  certaines  conditions  (SSg).  On  se  tromperait 
néanmoins  si  l'on  concluait  de  là  que  quand  les  con- 
ditipns  dont  ou  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies, 
l'équation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle- 
même  dériver  d'une  seule  équation  primitive;  mais  pour 
parvenir  à  spn  intégrale,  il  faut  avoir  recours  à  d'antres 


i 
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{procédés  f  et  le  plus  souvent  ou  n'arrive  qu'à  uq  dévelop- 
{lement  en  série)  comme  on  l«verra  plus  loin  (352^  353). 

35i.  Soit^  pour  exemple^  l'équatioli 

Jr  +  Bs  +  Ci—r, 

danî,  laquelle  J ,  B  et  C  sont  conslaus>  et  ;^est  utie 
fonction  de  x  et  de  y.  L'équation  (A)  devient  pour 
ce  cas  jim*  —  Bm  +  Ct=s=.o)  ses  racines^  que  je  dési* 
gnerai  par  jnf  et  m",  étant  constantes ,  fournissent  deux 
fijstëmes  d'équations  (t)  quidonneiit;  par l^intégràtion» 

Am^p  +  C^—nifFàx  =  b  y 

fct  où  l'intégrale/Fa*  ne  dépetid  qtie  d'une  seUlé  Variable 
t>arcG  qu'on  peut  chassey  ^  de  /^,  au  mojeot  de  sa 
Taleur  prisé  dans  k  première  équation  de  chaque  sy». 
terne:  où  a  donc  en  même  temps  les  deux  intégrales 
premières  de  la  proposée  > 

Am'p+  Cq-^m'fVàx-^  ^(j^  — i»'ar), 
Aw!'p+  Cq  —  m;'fFàx:=z^{y  —  ml'x)', 

et  en  intégrant  l'une  quelconque  de.  ces  équations ,  on 
arrive  à  l'intégrale  seconde. 

Si  l'on  prend  la  première,  par  exemple,  elle  donné 

on  peut,  pout  sîmplîer, mettre  t»^  aultéu  de— 1-^ 

puîsqu'en  vertu  de  Téquatién  {À)^  m'm"  =  £;  et  «» 
Cale,  ïntégr,  ^  $5 
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tubstituant  dans  ds  :=pds  +  ^àj,  4>n  trouTera 

àx  • 

d^  .^  -^  P^dx  —  àx^(^y  —  ot'jt)  =  q(dy  —  m'dx)  : 

i«  - 

.  les  équations  à  intégrer  (347)  ^^^^^^  donc 

âx 

On  tire  de  l'une,  y^^m"x'=za\  ce  qui  change  l'autre 
en 

d«— -j//^d»— d*^[a'+  (m'  —  to  )*]  =  o  ; 

mais  le  dernier  terme  de  cette  équation  peut  être 
mis  sous  la  forme 

\m^—  TO')d*ç>'[a  rhC/»"—  wï>], 

parce  que  la  fonction  ^  est  arbitraire;  et  l'on  Toi! 
alors  que  Tintégrale  de  Ce  terme  est  ç[a'+(m" — rn^sl  y 
(p  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire  dépen- 
dante de  Çi\  Par  ce  moyen ,  l'équation  précédente  s'in- 
tègre et  donne 

z  —  --jfdxfVdx'^  ç^y-^mx)  =i', 

lorsqu'on  remet  pour  ci  sa  valeur.  Il  faut  bien  re- 
marquer que  pour  obtenir  fdxfVdxy  on  doit  intégrer 
une  première  fois  par  rapport  à  at  ,  en  substituant  au 
lieu  de  y  sa  valeur,  tirée  de  l'équation  y'^^w!x:=^a, 
comme  il  a  été  dit  |)lus  haut;  mais  lorsqu'on  sera  par- 
venu au  résultat,  on  remettra  au  lieu  de  a  sa  valeur 
y' — m'xf  et  avant  d'effectuer  la  seconde  intégration, 
on  changera  y  en  a'  -f-  m"xy  ainsi  que  l'exige  l'équa- 
tion y  —  rn^x  =  a',  trouvée  en  dernier  lieu.  En  gé- 
néral, quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successives  à  effectuer,  on  ne  pourra  jamais  employer 
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K  leur  àimplification  cpie  les  équations  qui  doivent  avoir 
liett  en  même  temps.  Ayec  ees  attentions ,  Tiatégrald 
seconde  de  Féquation  proposée ,  -^r  +  ^«  H-  C'*=  /^> 
sera 

Si  Ton  avait  Az=zi ,  B  =  o,  Cz=. —  ©•  et  /^=:o,  ce 
qui  changerait  l'équation  proposée  en 

r-cH=o,    ou     _  =  c-^.  n, 
l'intégrale  deviendrait 

35a.  Non-seulement  la  méthode  précédente  n^em-* 
brasse  pas  tous  les  cas  de  Féquation  du  premier  degré 
et  du  second  ordre 

Ar+Bè  +  Ct  +  Dp  +  Ë^+Fz=:U^ 

lors  même  qu'on  y  suppose  constans  les  coeffîciens  du 
premier  membre  j  mais  elle  échoue  sur  l'équation  très 
simple 

d^z       dz 
^'  dor*       dy* 

qu'elle  fait  dépendre  de  l'intégration  des  équations  si" 
znnltanéea 

.dj^  £=:  o^    àp*^  yd*  ==  o    (35o) f  .  . 

car,  la  seconde ,  qui  renferme  troîi  variables ,  />  9  ^  et 
X  f  ne  saurait  devenir /tine  diffidrentielle. 'exacte  (^Sg). 
Il  ne  faut  pourtant  pas  conclure  de  là  que  l'équation 

(*}  Cette  itfjMàoA  tti  ecUe  dncotdei  'rtbranie*. 

23.. 
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différentiéDe  partielle  proposée  ne  puisse  pas  être  in- 
tégrée; et  même  d'une  manière  très  ^nérale.  Si  d'abord 
Ton  y  fait  «  =  ^e"*^%  les  lettre»  ji^m-etn  désignant 
des  constantes  indéterminées,  le  coefficient  A  et  l'expo- 
nentielle  disparaîtront ,  et  il  ne  restera  que  l'équation 
à  deux  inconnues 


OT*  =lï 


à  laquelle  on  pourra  satisfaire  d'une  infinité  de  ma^ 
nières.  Si  l'on  se  donne  m ,  on  en  déduira  l'expression 

qui  yérifie  l'équation  proposée,  quelles  que  soient  le» 
-valeurs  deAeiiemt  si  donc  on  prend  pour  ceâ^ quan- 
tités une  suite  infinie  de  valeurs 

jit,  Toi,  ué^f  m^,  Azi  w»3>  etc., 

on  trouvera  autant  d'expressions,  dont  la  somme  sa- 
tisfera encore  k  la  proposée  (Sog)  ,  en  sorte  qu'on  aura 

+^.e"**'-**"***^  +  etc., 

série  à  laquelle  on  pourra  donner  autant  de  termes 
qu'on  voudra. 

Si  l'on  avait  pris  m  pour  inconnue,  il  en  serait  ré* 
suite 

m=:±{/n    et    z^Ae^'^^^'^r, 

d'o&  Pon  aurait  pu  déduire  pour  x  deux  séries  diffé- 
rentes en  apparence ,  savoir, 

«  =  j/e*^^+'^^    +  ^.e*^^+'»*-^     4-etc., 
z  =  Ae-'  yTn-^^r  -f,  A^e-*  V^^-hntjr  ^  etc.  ; 
mais  ces  résultats  ne  sont  pus  plus  généraux  que  le 
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premieri  puisqu'on  peut  donner  à  m  des  Taleurs  néga- 
tires  aussi  bien  que  des  yaleurs  positives. 

353.  Laplace  avait  cru  d'abord  que  l'équation 
proposée  ne  pouvait  admettre  de  fonctions  arbitraires 
dans  son  intégrale  ;  M.  Paoli  a  le  premier  reconnu  le 
contraire ,  lorsque  cette  intégrale  était  développée  en 
série,  suivant  les  puissances  de  y.  En  effet;  si  l'on 
pose 

fi  =  p ^Qy  +  Ey^  +  Sy^  +  etc. , 

PfQ,R,S  désignant  des  fonctions  de  x,  on  aura 

d««      d»P  ,  d^Q      ,   à*R    ^  .        - 

â?=d;r  +  î?^+d?J^*  +  ^*<^-> 

^=  Ç  +  2By    +  3Sy    +etc., 

d'oii  l'on  conclura 

^      d*P     „       1  d*Q       I  d^P 

^       dx*  '  a  djp*       2  d:ç4  »  » 

et  comme  rien  ne  détermine  P ,  on  peut  le  supposer 
égal  à  une  fonction  arbitraire  de  x  :  on  aura  ainsi 

*  =  ç(*)  +  f'(x)^  +  ^"(*)  ^  +  etc. , 

OÙ 

Si  l'on  développait  l'intégrale  suivant  les  puissances 
de  J? ,  en  posant 

z=zP+Qx  +  Rx^+  Ar^  +  etc. , 

Py  Qy  R,  Sy  etc.  désignant  alors  des  fonctions  de  y , 
les  deux  premiers  coeffîciens  P,  Q  resteraient  indé-< 
terminés ,  et  l'on  pourrait  par  «•nséqusnt  introduire 
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dans  l'expression  Aez,  deux  fonctions  arbitraires;  mâii 
M.  Poisson  a  montré  que  ce  second  résultat  n'était  pas 
plus  général  que  le  premier^  et  que  la  même  circonstance 
s'offrait  dans  tonte  équation  qui  ne  contenait  pas  en 
même  temps  les  "deux  coeificîens  différentiek  de  son 
ordre ,  pris  par  rapport  à  x  seule  et  à  ^  seul  (*). 

354*  Ce  qui  précède  suffît  pour  prouTcr  qu'on  ne 
doit  pas  établir  une  analogie  complète  entre  les  fonc-^ 
tiens  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles ,  et  les  constantes 
des  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires (298).  Le  nombre  des  premières  n'est  pas  tou- 
jours égal  à  l'exposant  de  l'ordre  d&  l'équation  diffé- 
rentielle partielle  proposée. 

Cette  remarque  peut  se  faire  directement  sur  l'élimina- 
tion des  fonctions  arbitraires ,  entre  les  équations  primi-< 
tives  et  leurs  différentielles  partielles  (i  4o)  ;  car  soit  2^=0, 
une  équation  contenant,  avec  les  Tariables  Xy  j,  s^,  deux 
fonctions  arbitraires  ç(s),  ^'(O  des  quantités  s  et  t  don- 
nées en  X,  y^z-y  si  l'on  passe  aux  différentielles  premières 
et  secondes ,  suivant  ce  qui  a  été  prescrit  dans  le  n^  iS^, 
on  trouvera  cinq  nouvelles  équations,  savoir , 
au  au 

d*»""*''     d*dy— *•'     dp  —  *' 
et  l'on  aura  introduit  les  quatre  fonctions 

"d? — *(*)'    -d?-  =  ^W  = 


(•)  royez  le  Traite  in-4«,  t.  II,  p.  63g. 


on  aura  donc  à  éliminer  six  fonctions  inconnues ,  c'est-à- 
4lire  autant  qu'on  a  d'équations,  ce  qui  ne  pourra 
se  faire  que  dans  le  cas  oil  ^  par  la  forme  particulière 
de  l'équation  2^=0^  deux  de  ces  fonctions  disparaî- 
tront en  même  temps. 

355.  lies  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  di£PérentieIles  partielles  ^  se 
'déterminent ,  en  supposant  que  la  fonction  z  prenne  des 
formes  particulières ,  lorsqu'on  assigne  des  relations 
entre  les  variables  y  et  x.  Voici  deux  exemples  de 
cette  détermination ,  dans  les  cas  les  plus  simples. 

I**.  Si  l'on  a  i=:Mç{F) ,  M  et  /^désignant  des  fonc- 
tions données  eux,  y  et  z,  et  quon  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  ç ,  de  ma- 
nière qu'en  posant  F{x,  y,  z)  =  o,  on  ait  en  même 
temps  f(a?,  y,  5î)  =  o,  les  caractéristiques  F  et  f  dé- 
signant des  fonctions  connues,  on  fera  p^:=s:t,et  l'on 
combinera  les  trois  équations 

F  =  t,     F(x,  y,z)=o,     f(ar,^,a)  =  o, 

pour  en  tirer  des  valeurs  àe  x ,  y  et  z,  en  t'y  subs*- 
ti tuant  ces  valeurs  dans  M ,  qui  deviendra  une  fonc* 
tion  de  t,  que  je  désigne  par  T,  on  aura 

l:=r(p(0,    tîU    ^w=^, 

et  la  fonction  ^  sera  par  conséquent  déterminée,  si  l'on 
remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t  et  T,  leur 
valeur  en  ar,  ^  et  ;z. 
2^  Soit 

i=Mç{F)  +  NHh'.         , 
comme  il  y  a  deux  fonctions  à  déterminer,  il  faut  qu'il 
y  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

F(*;  />  *)  =5  0  <lonne  f(*,  y,  s)  =  o, 


< 
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et  qa«      F^  (»,  j<,  «)  =  o  donne  f '(«,  y^  %)  =  o. 

faisant  toujours  f^=  (,  et  tirant  des  trois  équations 

V^t,    F(jir,  j',  «)=o,    f(^,^,«)  =  o, 

les  valeurs  de  « ,  ^,  a  en  * ,  on  changera  3/>  iV 
en  fonctions  de  t\  et  désignant  par  T  et  ôces  Ibufit 
tions,  op  aura 

,  =  T^(0  +  H(0 (I). 

On  combinera  ensuite  les  équations 

r=t,    F'(x,j,«)=:;o,    f\x,y,z)  =  o, 

pour  en  déduire  des  valeurs  de  ^^  y^  z  en  t,  afin  detranfr» 
former  encore  M  elN  en  fonctions  de  celte  seule  va- 
riable; et  si  les  résultats  sont  représentés  par  T'  et  B\  il 
viendra 

i  =  T>(0  4-<-4'W (2). 

Ati  moyen  des  équations  (i)  et  (2)  on  déterminera  les 
fonctions  ^  et  4*  en  ^,  puis  on  remettra  à  la  place  de  t 
sa  valeur  F'  (*)? 

De  la  méthode  des  variations. 

ftecherche  de  Ut  variation  (Tune  fonction  quelconque^ 

356.  Toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel 
pré$entée^  précédemment ,  supposent  que  la  dépendance 
des  variables  demeure  constamment  la  même  dans  le 
cours  de  la  question;  mais  il  y  a  divers  genres  de  pro- 

('*')  La  détermination  des  fonction^  arbitraires  revient  &  faire 
passer  par  des  courbes  données ,  les  surfaces  qui  repre'sentent  les 
éqaadons  proposées  ;  et  ces  coarbes  peavent  être  coqtiaues  oa  diV 
continnes ,  ainsi  que  les  fonctions  elles-mëmcSt  Si  les  fonctions  # 
f  1 4  dépendaient  de  quantités  différentes ,  on  ne  pourrait  plus  pro-» 
fédfx comint ci-defsa«. (Foyr^z \ç Traité iii«4''» V  XII , p«  3^8} 
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blêmes  pour  lesquels  il  faut  concevoir  que  eette  dépen- 
dance change  :  en  Toicl  un  exemple.  Quand  V  désigne    . 
une  fonction  contenant  Xy  y  tt  les  coeffîclens  différen- 
tiels de  y^  l'intégrale  fVà^  est  susceptible  ^  entre  les 
mêmes  valeurs  de  Xy  d'uqe  infinité  de  valeurs  qui  dé- 
pendent de  la  relation  établie  entre  x  et  y;  en  sorte 
qu'on  peut   demander    quelle    est>  parmi  toutes  les 
«relations  possibles,  celle   qui  fait  prendre  a  l'inté- 
grale fVàxj  entre  les  limites  données ,  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur.  L'intégrale /T^ddf ,  lorsqu'on 
ne  particularise  pas  la  relation  de  j^  à  x  ^  exprimant  la 
mesure  d'une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes» 
on  dqmande  alors  pour  quelle  courbe  cette  propriété 
est  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  est  visible  que  si 
es  yfig,  60,  représente  cette  courbe,  il  faudra  que  "o-^o» 
pour  toute  autre,  yi,  l'intégrale  /^d*  ait  une  valeur 
plus  petite  dans  le  premier  cas,  et  plus  grande  dans 
le  second.  Pour  satisfaire  à  cette  condition,  la  pre* 
mière  chose  à  chercher  est  la  différence  qu'un  chan- 
gement  quelconque  dans  la  relation  de  ^  à  âr,  ou  dans 
la  nature  de  la  courbe  qui  représente  cette  relation, 
produit  sur  l'int^rale  fFàx.  Ce  changement  s'exprime 
en  faisant  varier  y  indépendamment  de  x\  car  lorsque 
Ton  considère  deux  courbes  CE  et  yi ,  la  même  abscisse 
-<^P  répond  à  deux  ordonnées  PM  et  P^,    et  leur 
différence  Mfé  doit  être  distinguée  des  différences  M^R 
et  fif ,  qui  ont  lien  entre  deux  ordonnées  consécutives 
prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange,  qui  marqua  le  commencement  de  sa  car- 
rière parla  découverte  du  Calcul  des  variations,  en  a  fait 
aussi  à  la  mécanique  une  application  de  la  plus  haute 
importance,  dont  on  saisira  facilement  le  but,  si  l'on  ob* 
^rve  qu'on  peut  considérer  les  coordonnées  des  différem 
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points  d'un  corps  qui  se  meut,  soit  pour  comparer  au 
même  instant  deux^  poi  nts  de  ce  corps,  soit  pour  comparer 
deux  positions  consécutives  du  même  point.  Dans  l'un 
de  ces  cas,  il  n'y  a  entre  les  coordonnées,  de  dépen- 
dance que  celle  qui  résulte  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps;  dans  l'autre,  les  coordonnées  changent  sui- 
vant les  conditions  du  mouTCment  établi,  et  avec  une 
variable  nouvelle  qui  est  la  mesure  du  temps  :  voilà 
donc  encore  deux  manières  de  faire  varier  les  mêmes 
quantités ,  qu'il  est  à  propos  de  marquer  par  des  signes 
distincts.  Celle  de  ces  manières  qui  succède  à  l'autre , 
constitue  le  Calcul  des  f^ariationsj  dont  on  ne  peut 
embrasser  les  divers  usages  qu'en  le  regardant  comme 
ayant  pour  but  de  diffêrentier  sous  un  noupeau  point 
de  vuej  des  quantités  qui  ont  déjà  été  différentiées  sous 
un  autre  :  on  établit  ensuite  dans  le  second  mode  de 
difTérentiation ,  l'hypothèse  convenable  à  la  nature  des 
questions  qu'on  se  propose  de  résoudre  (*). 

357.  C'est  par  la  caractéristique  ^  que  Lagrange 
désigne  la  nouvelle  différentîation  ,  et  cet  usage  a  été 
adopté.  Pour  ne  pas  sortir  des  limites  de  mon  sujet, 
je  me  bornerai  à  développer  les  principes  de  l'appli- 
cation du  calcul  des  variations  aux  questions  géomé- 
triques. 

Dans  ces  questions,  la  caractéristique  d  s'emploie 
pour  le  passage  d'un  point  à  un  autre  sur  la  même 
courbe,  et  la  caractéristique  (^  est  appliquée  au  change- 
ment de  coi^rbe:  ainsi  ilf'ii  étant  représenté  par  dy(6o}| 
Mf*  sera  iy]  et  il  suit  de  là  que 

F'M'^y+dy,      Pf,=y+iy. 

■■  ,.^^|„,^  ,  — ■— .  ,11  ,     Ml         I      11     !■        I  I  1        I  .^1——    I  ■■ 

O  y^X^^  ^  Mécanique  analytique ,  a*  tfdit.,  p.  80  du  1. 1. 
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En  passant  du  point  M  au  point  ^',  puis  tirant  /<r  pa« 
rallèle  à  Mil/,  on  yerra  que 

est  le  changement  dé  dj^  d'une  courbe  à  l'autre,  et 
l'on  aura 

mais  le  point  f/u   étant  consécutif  au  point  fty  sur  la 
courbe  yi,  on  aura  aussi 

-PV= j  + <^j^  +  d  Cr4- J»=r +  è' +  dy +  <ï^J'i 

et  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  donnera 

*dy  =  d<ry. 

La  même  cbose  peut  aussi  se  prouver  sans  la  consi- 
dération des  courbes  y  en  représentant  par  ^{x)  l'état 
primitif  de  y  ^eX  par  une  autre  fonction  '^{x)  son  état 
après  la  variation  (*).  Alors  ^^  =  4W — ?W  sera  une 

('^)  Afin  de  donner  une  origine  commune  aox  fonctions  ^  et  4» 
Enler ,  qui  s^empressa  d'adopter  et  d*cclaircir  le  calcul  des  variations, 
regardait  la  yalear  primitivS  de^,  on  9(0:) ,  comme  déduite  d^une 
autre  fonction,  contenant,  avec  la  variable  jt,  une  nouvelle  variable  t, 
et   se  changeant  en  ^(ar)  lorsque   t=o.    {^Novi  Comm.  Acad^ 

Petrop. ,  t.  XVI ,  p.  35.)  Par  ce  moyen  j^-f-Zy*  devient  y+  -^  àt, 

cl  j-  <^tantpris  dans  Phypothèse de  «  =0,  représente,  tant  qu'on 

ne  particularise  point  la  composition  de  ^  en  t ,  une  fonction  ai>- 
bitraire  de  x,  La  valeur  générale  de  j*  serait  exprimée  par  la  série 


drd«       d'rdz*    . 
T  +  :r-  —  ■+•  T^ h  etc., 


Ja  variable  t  étant  supposée  égale  à  zéro  dans  y  et  ses  coefficicns 
différentiels j  et  en  prenant  les  coefiiciens  différentiels  de  cette  série  par 
rapport  à  x,  on  formerait  toutes  les  quantités  qu'il  faut  substituer 
pour  obtenir  Tétat  varié  de  l'intégrale  fF'àx ,  ordonné   suivant  les 
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certaine  fonction  de  s  «  et  par  conséquent  une  fonction 
de  jfk  cause  de  la  liaison^  primitÎTe  de  ces  yariables  : 
désignant  donc  par  sr  cette  dernière  fonction^  on  aura 

D'après  cette  loi ,  et  faisant  pour  abréger  y  -f-  ày=^y\ 
on  aura  pareillement 

d'oii  l'on  conclura 

mais  comme 

il  viendra,  en  prenant  les  variations ^ 

ce  qui  donne  encore 

My  =  d^. 

Il  suit  de  là  que  W*^  =  dM^=  d*Jy  ;  et  en  conti- 
nuant ainsi,  on  obtiendra  le  théorème  fondamental 

en  vertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractéristique  i" 
après  la  caractéristique  d. 

Pour  donner  plus  de  symétrie  au  calcul ,  ainsi  que 
pour  embrasser  des  circonstances  relatives  aux  limites 
des  intégrales ,  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques 
exemples ,  on  fait  varier  x  aussi  bien  que  y  ;  mais  le 
théorème  ci-dessus  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  pour  cela , 
parce  que  la  loi  de  la  variation  étant  constante  j  quoi^ 

pniMances  de  dt.  C^st  sous  cette  forme  qae  Lagrange  ^  dans  la  dei> 
njère  e'dition  de  se»  Leçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions ,  présent^ 
cf lui  des  variations,  à  Tegard  duquel  il  entre  dans  beaucoup  de  dç« 
taîit  tr^  iBtmsfani.  (Vcfez  le  Traita  in-4*»  ^*  ^9  P*8*  7^^0 
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que  arbitraire ,  i'x  est  une  fonction  de  Jt,  de  laquelle  se 
tire  i^\  en  y  changeant  x  en  x'  :  il  en  résulte  3àx^=^di'Xt 
et  pareillement  W/^=dJ^^,  pour  tonte  fonction  F'  dé- 
pendante de  :V|  dej^et  de  leurs  différentielles. 

358.  Il  existe  un  théorème  analogue  par  rapport  au 
signe  /.  En  effet ,  si  l'on  représente  fU  par  Ui ,  il 
Tiendra 

dU^  =  U,    puis     3dU,=W; 

transposant  la  caractéristique  ^  après  la  caractéristique 
d  ,  et  passant  ensuite  aux.  intégrales  ^  on  trouvera  suc* 
cessiTcment 

puis  remettant  pour  Ui  sa  valeur  |  on  aura  enfin 

359.  Gela  posé ,  on  voit  que  pour  ohtentr  la  yaria-* 
tîon  d'une  fonction  quelconque  î/,  contenant  ar,  y 
et  leurs  différentielles  des  ordres  quelconques ,  il  &ut 
supposer  que  *  et  j^  se  changent  respectiTcment  en 
X  ^i'Xj  y  +  3yy  et  regarder  hc  et  ^y  comme  des 
fonctions  arbitraires  l'une  de  x,  l'autre  de  y.  En  se 
bornant  aux  termes  011  les  variations  ne  passent  pas 
le  premier  degré,  l'opération  revient  à  différentier 
par  ^e  procédé  ordinaire  la  fonction  £/,  tant  par  rap- 
port kx  ^tk  yy  que  par  rapport  à  leurs  différentielles 
considérées  comme  des  variables  distinctes  5  mais  en 
mar^juant  par  la  caractéristique  ^  la  dernière  différent 
tîation.  Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypothèse^ 
les  différentielles  de 


• 


af,     y,     djT,     ày,     etc., 
sont 

/.r,    Jy,  tdx^   *dy,     etc. 


"7  y// 


5aC  TRAlTi  iLitfXMTAIBS 

Si  doDO  la  différentielle  ordinaire  de  C/  est 

d  Î7  =  3/dx  +  ^a'*  4-  Pi^x  4-  Qd4a?  +  etc. 
+  mAy  +  nd*^  +  f^y  +  ^d*^  +  etc. , 

il  suffira  d'y  changer  le  dernier  d  en  ^^  et  il  viendra 

IV  =s  Mi'x  4-  ISi^x  +  P Wx  +  QW^jr  +  etc. 
j^  mSy  +  nJd j  +  pi^^'y  +  s^ W^j^  +  etc. 

Quand  la  fonction  V  sera  sous  la  forme  yàx ,  Tua 
contenant  alors  que 

d^r'"-'^'     d;v"" 
on  aura 

àV—  Max  +  Ndy  +  Pâp  +  Qdq  +  Rdr  +  etc, 
et  la  variation  de  F'  sera 

<^F=  i»f  <^x  +  my + p<^p  +  çe^^ + jR^jv + etc., 

en  observant  que  les  quantités  j»,  y,  r,  etc.  doivent  / 
être  regardées  conune  renfermant  deux  variables  indé- 
pendantes y  X  et  y  (n®  précéd.),  et  que  par  conséquent 
on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux  hypothèses 
différentes  9  savoir,  en  ne  faisant  varier  qu'une  de  ces 
quantités,  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  deux.  J'opé* 
rerai  ici  sous. ce  dernier  point  de  vue,  parce  que, 
comme,  }e  Tai  déjà  dit,  il  est  plus  général,  et  que 
d*ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui  conviennentan  pre* 
mier,  en  supprimant  les  termes  relatifs  à  celle  des  va- 
riables que  Ton  veut  traiter  comme  constante.  En  diffé* 
rentiant  par  la  caractéristique  i",  les  fractions 


iy^  (  ^ Axhly — ày^àx     iM'y^pài'x 

9=£\  on  trouve  <i^= ^, =-^-  ' 

d^l  /  K âxf^dq-^âqi'dx d^q^rd^x 

dx)  K  dr*  dx         ^ 

etc.  etc. , 

et  à  l'aide  de  ces  formules  on  obtient  la  variation  d'une 
expression  quelconque,  renfermant  Xy  y  et  leurs  diffé- 
rentielles de  quelque  ordre  que  ce  soit 

36o.  Lorsqu'il  s'agît  d'une  formule  intégrale  /77, 
dans  laquelle  U  est,  comme  ci-dessus  ^  une  fonction  de 
x^yetde  leurs  différentielles ,  on  a  ifU^=zfW  (358) ,  X 

et  par  le  n*  précédent, 

f^U = /{M^x + Ni^Ax  +  P^d^x  +  Qfd^x  +  etc.) 
+  /[m^y+  ni'dy  +pW>  +  g^d^y  +  etc.). 

Cette  expression  n'est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple  qu'elle  puisse  avoir  :  il  faut  faire  en  sorte  qu'il  ^ 

ne  reste  sous  le  signe  /  aucun  terme  contenant  à  la 
fois  les  caractéristiques  d  et  ^  appliquées  l'une  sur 
l'autre;  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient ,  en  transposant 
d'abord  la  caractéristique  Câpres  la  caractéristique  d, 
et  en  intégrant  ensuite  par  parties,  comme  on  le  voit 
ci-dessous , 

/Mi-x  =fMS'x,' 

fNi'Ax=fNd^x=mx    '^fdmx, 

fP^d!'x=fPd^fx=:Pdh:  —fdPd^x  =Pdfx  — dP/Ur  4-/d*P«ftr , 
fQM^x=fQdHx=  Qd^J^jT— /d  Qd*^=  Qd^S^x-  d  Qdh+fd^Qdix 

t=  qd'i^x—d  Qdix+d^  Qhç-^fd^  Q^ , 
etc.  etc. 

On  aura  pareillement 
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fmfy  =tfmff, 

fnHy  =fndiy=nfjr  ^finly, 

etc., 

et  en  substituant ,  il  Tiendra 

+«?— etcOd*^*+etc. 

+(»— d/i  +d»^  — etcO^Çy  +(P  —  dgr  +  etc.)d^ 

+(g— etc.)d*J^j^+elc. 

+/(3f — diV^+  d*P— d^Q  +  etc)^* 
4/(7»  —  d;»  +  à^p  —  d^gr  +  etc.)(Jy. 
Ce  résultat  est  composé  de  deux  parties  semblables^ 
Tune  produite  par  la  Tarîation  de  * ,  et  l'autre  par 
celle  de  y-j  et  il  est  aisé  de  Toir  qu'on  retendrait  à 
une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables, 
en  y  ajoutant,  pour  chacune,  des  lei^mes  pareils  à  ceux 
qu*a  fournis  la  variable  *  ou  la  variable  y. 

36 1.  Lorsque  l'expression /T/  est  mise  sous  la  forme 
fFdxy  c'est-à-dire  qu'il  n'entré  dans  f^que  les  variables 
»,  ^  et  les  coefficiens  différentiels  de  ^,  le  calcul  du 
développement  de  la  variation  pataît  un  peu  plus  com- 
pliqué, mais  il  mène  à  des  conséquences  remar- 
quables. Il  faut  d'abord  ôbsemr  que 

fràh^=^rSx^fdFi'Xy 

et  que  par  conséquent 

jyiTdar  ==  rfx+J{àxi^P'—  AFh)* 

La  quantité  AxiF^dVi^x  se  forme  en   écrivant 
pour  i^F  et  dr,  les  valeurs  rapportées  dans  le  n*  SSg, 
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et  il  YÎent 

t\x^r—  dri-x  ;=  JV(cla^l^K  —  dy^)  +  P(da?J>  —  dpi'x) 

+  Q(cW^  —  dq^x)  +  etc.  ; 

■  •  • 

puis  mettant  pdx  pour  dj/,  dans  te  qui  multiplie  N,  et 
îa  valeur  de  ip  (SSg) ,  dans  ce  qui  multiplie  /»,  on 
trouvera 

dxiy — dy/îj?  =  dx(^i*j^  •—'pi'x) , 

djreJjt?  —  dphc  =  d/y  —  /?d«^a^  —  d/>Ar =d(Jy  ^>~pfx)^ 

d'où  il  suit 

Si  Pon  change  y  en  />  et  />  en  «7 ,  on  obtiendra  de  même 

.d,/,-d^^J=d(^-fî^^=»), 

€t  ainsi  de  suite  :  faisant  donc 

il  en  résultera  .  »  '  .  . 

»     djp/y— dy^=P«4Ja:,     dxip — dp^x  =  dtij 

d« 
dor 


dxi'g  —  dqfx  =  d  j- ,     etc. , 


et  par  conséquent  '  , 

•  /idx/'r— d^/'*)=y3V#d*4-/7>d# 

En  intégrant  par   parties ,  dans  le  second  membre 
de  G^tte  équation,  chacun  des  termes  où  il  y  a  des 
différentiations  indiquées  sur  la  quantité  t»,  on  aura 
Cale,  intégr.  ^A 
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etc.  ; 
et^ûnrec  ces  expres^îom,  on  obtiendra 


+  etc. 


+/{*-ë+r.*'^— }-^- 


On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à  un  plus  grand 
nombre  de  Tariables  dépendantes  de«^  en  ajoutant  pour 
chacune  des  termes  pareils  à  ceux  qu'on  a  trouvés ,  en 
ne  considérant  que  y  ;  mais  ce  qu'il  importe  d'obser- 
Tcr,  c'est  que  si  l'on  remet  pour  «  sa  valeur  i^y-^p^Xy 
la  partie  affectée  du  signe  /  prend  la  forme 


/{"- 
-/{-- 


d:i;        àx     Ax 
éx       àx     Ax 


—  etc.  >  dap^y 

—  etc.  î  pAxhe  ; 


et  l'on  Toît  que  dans  ce  cas ^  le  coefiBcient  de  i^y  et  celui 
de  ^  ont  une  relation  qu'on  n'aperçok  point  dans  le 
n®  précédent  :  en  désignant  le  premier  de  ces  coefE- 
ciens  par  4  >  ^^  second  sera  —  ^, 


...   ^  p.. 


362f.  .Une  •remarqite  non  raoina'  digne  <f attetitïon , 
c'eH  qtté  ii',  dans  le  développement  dé' ^itT  (36o) ,  on 

M-^tW'^  d^P-*i^d3<?4»(Btt4.  dttîîdy 
'mî'«w*»iftrt'i4'  ^^  **^»d^^  -4*^elCi  stfc-ôy  '   '"'-  ^ 'ï 

li  T>af <afiôi\  /ic/'^Waït'eHlfërcWénV  défi Vï-êê  itu^  sJgilé /;^ 
iA^?^  cfes^é^tfâteWé  èVïiVt>recîséinent^ celles  cjui'doivénï' 
a^i^lîéà p«ur\JWe1a  fa^iJtïoîi  t/  l^Stî^téglalîlé parcelle-* 
ihèirié:  Cettfe  pî^^ôkïtiaaVà^naancWâkiis'ieâ^  280;  se 
prouve  à  priori j  en  appliquant  à  la  recherche  dé  ces 
conditions  la  méthode  même  des  yâriUlMflsv  '     ^  '   * 

En  effet ,  soit  Z/'^lajlifférentif lie  d'u|ie  fonction  Ug  ; 
on  aura  U  =  dlJi\  et  par  conséquent 


;  ' n*^=;  JaV,  =.t»ê^'n-  . 


^  i 


^& en  uoit  être  pareillement  une;  et  pai>)dtiil^é^4ieiit^ 
lorsqu'on  a  fait  sortir  du  signe  /,  dans  Texpression 
de  fS'lily^ïiyés^Us-térmes  qtti  jJeiiténrriûéCgrèi-^  fFïàÛk' 
qu«>  l'ën^^tili'ble'âetas^^qui  restentsoit  nul  par  lui-même, 
san6. '(^<tti  «it  iiesm  A>dir  m§p6'fl€r  àiiëûiie  vt'etàt&yn  entre 

Le  dévelop^éttt'd«^  i^ft^àà  ne;f(/uhïîssaût-qùe  la 
seule  conditiûîi     '  '  \     -.-  -    - 

montre    que^  cdW'^uî  ^  rap^rtelûla  variable  *, 
devient  inutile  quand  la  fonction  U  est  ramenée  à  la 
forme  Vc^x ,  V  ne  contenant  que  Xy  y  et  ides  coeffi-^ 
ciens  rdiJférëntîel's  ie  y  \^.   '^      '  '         ''    ' 

'(*)'Oeié^ttaftisforakdii6HiiV8t'p'as'ttiùJ6tir4  ^oséitaë.  S6i6iit, 't^ay' 
exemple,  les  deux  fonctions    '       ",   ,  •  " 

34.. 


, . .  j   . .  « 


1 


\     » 
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363.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  h  Pex  pression 
de  fU  :  elles  s'étendent  également  à  celles  de  ffU, 
JJjij,  etc. ,  quel  que  soit  le  nombre  des  signes  d'inté- 
gration; et  en  chercLant  aussi' là  variation  de  ces  der- 
nières formules»  on  trouve  les  équations  de  condi- 
tion ^  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  la  cptantité  U 
soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  Ui  d'un 
ordre  immédiatement  inférieur ,  d'une  .  fonction  £/» 
d'un  ordre  inférieur  de  deux  unités,  et  ainsi  de 
suite. 

En  eflbt  y  puisque 

il  viendra 

et  l'on  obtiendra  V^C/ft  en  intégrant  de  nouveau  ifU.  Or, 
parlen^360|       •  ; 

ifU:s^  (iV--dP4^*Q--etcO*»:+CP— dQ+etc.)dihr 

+(Q-eta)d»J^+ctc. 

+  (»—  4/>+d'î^etcO*j^+(p— djrThBtc,>«> 

+(g— etÉi.)d*Jyrhetc   . 
-h/(i»/— diV +.d*i'.— d^Ç  +  ,ctç.y* 
+J{m—  d»  +  dV>  —  dV  +etc.)rfy: 

on  aura  donc  i        ' 

^.a_^B«M>«^SBaaMMa^Ba««i>^^^»— ••■^■•^^^««•■•«•■•■^■«MMaMia'BM» «»«^Baa^aa>aMr|^^Ma«a^^^«HiWV<i» 

djrdy-4-^d»g     ^^     dard«jr— dy-d'ar.,.,  . 
d*«,  ,  .  djr>        .  .' 

si  Ton  y  change  ,      .      . 

•  .  .      ».  .         ,       , 

dy    en    pàx,    à*jr  en   gdx* -^ pd*x  .{i3i), 

d*jr  ne  jdisparatc  que  dans  la  seconde  :  on. ne  peut  donc  pas, dans 
la  première,  regarder  j^  conuo»  di^pendant  immédiaiem^nt  d«  x, 
(Ployez  le  Traité  in-40,  u  I,  p.  217.) 


,    » 


J 
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+/(<>— ete.)cl*4rir  +  etc. 
+f[n  — dp,rh  à*q  — c*c.)  Jfy +yiip:  r"  dgr  -f.  etc.)d^y' 

+y3f(M — dz\r+  d*p — d'ç + eic.)<^ 

4-/7(wi  —  d/i  +  d*/>  —  dV  +  étc.)<îy  j 

et  intégrant  par  parties^  les  termes  qui  contiennent  en* 
corè  des  di£PérehtielIes  de  he  ou  de  40  ^^  trouvera 

l^C/|^(P-  aaÇ+3tPfl-.ete.)<Rir+CQ— «d«-fetc.)dihr 

'    4-(fl— ètcOa^^/iÉ+ctc, 
+  (p — ^à^  v+  3d*#*---etc.)  Ji>^+{f — adr  4-  etc.)di^K 

+(r— etc.)d"^j('+ etc. 
+/(i^  —  2dP  +  3d»Q — 4dSfl  +  ëtc.)Air 
-H/t»  —  2d/>  4-  3d*y  —  4dV  +  ôtc.)^ 
-h/jEî^—  dJV  +  d*P  —  d^Q  +  dm  ~  eteO*^ar 
+/]((w—  dn  +  dV?  —  d^y  +  a^r  —  etc.)^^. 


'  <    i  >  V  1 


Telle  estjâ  Yariatbn  demandée,  qni  ne  sera -délÎTrée- 
des  deux  signes/  que  quand  lies  équations 

2V  — adP  +  3d*Q  —  4d3/l  +  etc.  aeo, 

»  —  2d/>  +  3d*y  —  4d^'*  +  etc.  =ss  o , 

M—  dN+  d'P  —  d^Q  +d4iî— etc.  =  o, 
m —  dn  +  d*/>  —  d^^r  +  dV. — etc,  =o, 

seront  identiques  *,  alors  JhZ7fl>.  étant  intégré  une  seule 
fois 9  par  rapport  aux:  yariations,  donnera  (/«^yourin*- 
tégrale  secoftde  de  la  proposée» 
Soit  9  pour  exemple  > 

U=szxd*y  +  %dxdy'^yd*âi\ 

on  a  W^dyi'x  +2âj'ài^+j-d*i)» 

+  d»^/y  +  2dA;dJy  +  «d*/y , 


*     » 
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et  Jes  éoaatTons  de'conditîon  ci- dessus  deriennent 

••    •    •         ^ 
,a<b.=^^d4fJ=o,. 

•  ^'*  — i  ?«^ '*  +  d  V  î=  9  ; . 

la  ^fonction.  jpppg^éQ  p|t  donc  impiédî^tf  ment  iatér 
^Me.,  la^'D3ir\\e^^i'x 'f' xi'y  y  délivrée  du  signe  /, 
dç^npe/^  .e^  ri^^anf  ;  a^  jariations, 

I^  marçl^  des  ca1^al4]^épéden&'XD0AUu^1ie  la  pre- 
mière întécratii^ç  j^'i^nç  fQjQctk^f^  difféf;e)UieU6|  dç  ja  Ta- 
rîables^  ef]^^  ^  pon4itious,  flu^d  ce3  varial^le^sont 
consi^r^e^  coq^iffe  jndépojK^qtes^  fçt  .s^»f^  pour  un 
nomoté  7»  d'intégrations  successives,  il  y  aurait  mn 
éç^i^\(imà»  condition;.  Il  y  en  aurait  seulement  m — i 
pour  la  pnemièDeiin<tégration>  et  n(7»ï— ï)  pour  toutes 
ensemble ,  si  la  fonction  proposée  était  sous  la  forme 
f^f^Ax^,  ^  ne' coaten^nt  que  des  coefficiens  diffé- 
rentîèh.  "'"'""  ^  ^      '- 


o^ 


i  "  —  - 


/)ej' tnaxîmûms  éè  des  minimums  des  formules 
intégfrales  indéterminées. 


-i. 


364*    On    peut    appeler    intégrales    indéterminées, 

les  expressions  telles  que  fyâx  ,  /i/djf*-f- d^%  lors- 
qu'on n'assigne. Aumme  forme  ^  la  'onction  y;  mais 
pour  être  susçeptjble^  c|e  maxin^urrk  ou  à%  minimwik» 
ces  intégrales  doîveui  être  çUfiniiSi  (^9)  >  puisque  ce 
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n'est  qu'entre  des  limites  données  qu'elles  auront  nne 
valeur  une,  quand  ^  sera  déterminé  en  x* 

Les  principes  exposés  dans  le  n^  155,  à  l'égard  dôs 
fonctions  dont  la  forme  est  donnée  ,  s'appliquent  aussi , 
avec  le  seoours  du  calcul  des  variations ,  aux  intégrales, 
indéterminées.  En  effet,  d'après  la  marche  tracée  dans 
le  n®  4^ ,  le  résultat  de  la  substitution  de 

x  +  ^r     y+^^y     djp-f-War,     d^rf-Wi^,  Ctc.^ 

à  la  place  des  quantités 

x\     y  y     dâ?,     d^,  etc., 

dans  une  fonction  quelconque  i^  de  ces  quantités^  pourra 
s'ordonner  suivant  les  puissances  des  variations; 

hsy     ^y,     iÛXj     <^d^,  etc.;. 

et  l'a  contiendra  tous  les  termes  de  ce  développement, 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu'au  prc- 
itiier  degré.  Ces  termes ,  changeant  de  signe  en  même 
temps  que  les  variations,  doivent,  suivant  la  théorie 
rappelée  ci-dessus,  s'anéantir  lors  du  maximum  et  du 
minimum j  quelles  que  soient  les  variations  JV  et  S^y  : 
il  faut  donc  que  i^u=.o.  Lorsque  uz=zfV,  il  vient 
/z*  = /J^Z7  (358)  :  au  maximum  et  au  minimum  de 
fVy  on  a  donc  f^U=  o ,  en  observant  que  c'est  entre 
les  limites  assignées  à/i7,  que  fi'U  doit  s'évanouir. 

Il  résulte  aussi  de  la  même  théorie,  que  la  condition 
^u=^o  n'entraîne  pas  nécessairement  Texistence  du 
maximum  ou  du  minimum»  ^  parce  qu'il  faut  en  outre 
que  les  termes  o&  les  variations  s'élëvent  au  second 
degré,  conservent  toujoui's  le  même  signe;  la  discus- 
filon  de  ces  dernières  conditions  est  trop  compliquée  et 
trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

365.    Le  développement  de  fi"U  est    composé   de 


n 
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deux  parties  bien  distinctes  (36o),  puisque  Pune  est 
délivrée  du  signe  /,  et  l'autre  y  demeure  soumise;  on 
peut  représenter  la  première  par 

m^x  +  ^i'y  +  «id^  4-  fiiàiy  +  etc. , 
et  la  seconde  par 

Ces  parties  ne  sauraient  être  comparées  entre  elle^s, 
puisque  la  dernière  n*est  point  intégrable,tant  que  i^ 
et  ty  consenrent  l'indépendance  qu'exige  la  nature  du 
problème;  et  dans  cet  état  on  ne  peut  la  faire  évanouir 
qu'en  posant  séparément  les  équations 

;k;  =  o,       4  =  ®> 

dont  le  nombre  est  généralement  égal  à  celui  des  va- 
riations indépendantes;  mavs  lorsqu'il  n'y  a  que  deux 
variables  y  et  que  U  peut  prendre  la  forme  F'àx ,  le 
développement  de  la  variation  defFdx,  dans  le  n®  36i , 
fait  voir  que  ;^=:'-^4'p $  et  que  par  conséquent... 
xàx  -f-  44y  ^^  ^  >  condition  d'ailleurs  facile  à  vérifier 
en  particulier  sur  chaque  exemple.  Il  en  résulte  que 
l'une  des  équations  ;^  =  o ,  4^=0  ayant  lieu,  l'autre 
s'ensuit ,  et  qu'il  n'y  a  y  entre  x  et  y ,  qu'une  seule 
relation   qu'on  aurait    également  obtenue   en  posant 
^=  o,  c'est-à-dire  en  ne  faisant  point  varier  x\  mais 
cette  hypothèse  restreindrait  beaucoup  y  comme  on  va 
le  voir ,  les  propriétés  de  la  partie  délivrée  du  signe /^ 
dans  la  variation.  * 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  indi- 
quées dans  le  u°  362 ,  comme  exprimant  les  conditions 
qui  rendent  intégrables  les  formules  fU  et  fF'àx ,  et  qui 
sont  alors  identiques,  déterminent ,  quand  elles  cessent 
de  l'être,  la  relation  de    y  k  x^  par  laquelle  les  in- 


J 
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tégrales  proposées  deyiennent  un  maximumon  un  mini-' 
mum.  On  reconnaît  aisément  que  ces  équations  peuvent 
s'élever  jusqu'à  l-ordre  dont  l'exposant  est  double  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue,  soit 
dans  U^  soit  dans  V. 

366.  Après  l'éyanouiasement  de,  la  partie  affectée  du 
signe  fy  il  reste 

«^j:  +  fii'y  4-  ^\àhe  +  fiiAi'y  +  etc. , 

expression  que  ^  pour  abrégsr,  je  représenterai  par^  :  on 
aura  donc  fiV ^=^p '^  consL  ,  et  la  valeur  complète  de 
cette  intégrale  s'obtiendra  en  prenant  la  différence  de 
celles  que  reçoit  la  quantité  ç,  à  chacune  des  deux  li- 
mites (229)  ;  en  sorte  que  si  ç>^  désigne  cette  valeur 
pour  la  première  limite ,  et  ç"  pour  la  dernière ,  on 
aura  ff'Uznç'^  '■^ç^^  d'où  il  résultera  encore,  pour  le 
maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale /T/ ,  la  con- 
dition 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  équation  ne 
contient  plus  que  des  quantités  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  l'int^ale  fU,  et  qu'alors  les  variations  i'x, 
fy^  iûxy  ^^,.fKc. ,  peuvent  être  nulles,  ou  seulement 
liées  entre  elles  par  des  relations  données ,  selon  que  ces 
limites  seront  fixes  ou  variables.  L'explication  géomé- 
trique de  ces  diverses  circonstances,  les  éclaircira  suffi- 
samment. 

La  première  a  lieu  lorsque  la  courbe  qui  rc^nd 
maximum  ou  minimum^  j  Viotégrate  proposée ,  doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  assujetties  à  passer 
par  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  déterminées , 
ainsi  que  tout  ce  qui  s'y' rapporte,  et  que  l'intégrlae 
doit  commencer  à  l'un  de  ces  points ,  et  finir  à  l'autre. 
Si  x'  et  ^  désignent  les  coordonnées  du  premier,  x^  et  y" 
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celles  du  second,  ces  quantités,  appartenant  à  toutes  les 
courbes  qu'on  pourra  considérer  dans  la  question  dont  il 
s'agit  y  n'éprouveront  aucune  variation  :  quand  donc  on 
changera  x  et  y  eax'  ci  en  y,  puis  en  x"  et  en  y",  il 
faudra  faire 


^ar'  =  o,     ^y  =  o,     ^jf'  =  o,     <^y*  = 


o. 


Alors  les, termes  aJ&ctés  de  ces  yamtions  disparaîtront 
d'eux-mêmes  de  l'équation  ç" —  ^'=  o,  qui  sera  par  con- 
séquent vérifiée  si  elle  ne  contient  que  ces  termes;  et  la 
courbe  déduite  de  l'équation  ^=o ,  résoudra  complète- 
ment Le  problème  y  pourvu  qu'on  l'assujettisse  à  passer 
par  les  deux  points  donnés;  ce  qui  s'effectuera  en  gé- 
néral ,  par  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
comprises  dans  l'intégrale  de  l'équation  citée,  qui  sera 
alors  da  second  ordre. 

Si  l'équation  ç" — ^'=o  contenait  de  plus  les  termes' 
affectés  de  W* ,  ^d/,  ^dx",  W^",  et  qu'outre  la  con- 
dition précédente,  les  tangentes  de  la  courbe  cherchée 
dussent  avoir,  aux  limites  de  l'intégrale,  une  inclinaison 
donnée,  ces  termes  disparaîtraient  aussi  d'eux-mêmes , 
parce  que  les  différentielles  do;  et  dy.  n^rouvant  aucun 
changement  aux  limites ,  les  variations  Wa;',  ^d^'',  èhix'^ 
^dy",  seraient  zéro ,  et  feraient  évanouir  les  produits  on 
elles  entrent  :  mais  pour  assujettir  la  courbe  cherchée  à 
cette  condition,  par  rapport  aux  taugentes  de  ses  points 
extrêmes,  il  faudrait  que  son  équation  contînt  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  précé- 
demment examiné,  et  que  par  conséquent  Féquation 
différentielle  ;^  ==  o  fût  du  quatrième  ordre.  En  voilà 
assez  pour  montrer  comment  doit  se  vérifier  l'équation 
ç"  —  ç'  =  o ,  lorsque  les  coordonnées  des  limites  et 
leurs  coefficiens  différentiels  ont  des  valeurs  fixes  :  je 
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p98se  auiL  C93  oiji  Ws  limites,  doi v«pt  étm  rc^g^rdées 

'  '367,  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du 
maximum  ou  du  minimum  dé  la  propriiété  proposée , 
coït  prise ,  non  parinî  toutes  les  courbes  qui  passent 
par  d'eux  pomtâdontiés,  mafs  parmi  toutes  celles  qui 
seraient  menées  entre  deux  courbes  données  A  A'  et 
Éff^^*fig,  61,  sans  déterminer  le»  points  oîi  ces  der-  «^'g.Gi. 
nîferes  sont  coupées  par  celle  qu'on  cherche.  Il  est 
"lisible  qu^en  passfant  alors  de  là  cburbe  AB  ^  à  une 
i  au^re  JtWy'Xé^  extrémités  A  et  £f  se'  meuvent;  les 
abscisses  qui  répondent  au  commencement  et  &  la  fin 
rfè' ^intégrale ,  apr^s  qu'elle  a  Tarïé ,  ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à 'son  état  primitif,  et  les  oT- 
danpép&qui  ^y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi 
établie  par  le^  courbes  A  A'  et  BB\  Dans  c^tte  circons- 
tapce^  les  vj^riajtions  des  ordonnées  et  celles  de  leurs  abs- 
cjsse9^  dçiiveQÏ  avojr  )es  mêmes  relations  que  les  diSe- 
re^ntieUf^  H^elatives  aux  courbes  AA\  Bff^  relations 
ç^primées^pfii^  les  équations  de  ces  courbes,  qui  sont 
données  :  il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans 
l'équation  p"-^^*  j^  9;  et  pour  la  térifîer  epçuite,  il 
faudra  égfiler  '^éparameo^  à  zéro  le*  coefficiens  des 
variations  qui  resteront  indépendantes. 

A  mesure '«[ue  la  fonctran  /I7  oontieQdra  des  di£& 
rantiellcs  d'aiiortibre  pilus  relevé  y  le  nombre  de  termes 
de''Péquatiqn'*i^/^^-^^'\t=;  o  ,  augmientapnt ,  on  pourra 
ajouter  de  «nouvelles  coDditi9ii&  aàx  limites;  supposer, 
par  exemple^  ^ue  la  courbe- ^^  doit  être  prise  parmi 
toutes  celles  qui  touchent  à  la  £oiis  J^  deux  courbes 
A  A  et  BB\  Par  cette  dernière  condition,  non-seule- 
ment les  coordonnées  x  et  y  doivent  avoir ,;  aux  limiter 
de  Wntégrale^Ics  relations  exprimées  par  l'es  équatiom        ^ 
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de  ces  courbes;  mais  il  en  doit  être  de  même  de  leurs 
différentielles  t  ainsi  les  yariations  iûx\  iû^j  Mx", 
^y",  ne  sont  plus  indépendantes,  et  doivent  coïncider 
arec  les  différentielles  secondes  relatives  aux  courbes 
proposées.  Oa  pourra,  par  ces.  rdati(>ns ,  éliminer 
quelques->unes  des  yariations  fdx,  i'dy,  iûx''y  idy'  y 
de  l'équation  ^''— ^'  =o  ;  et  ensuite  on  la  vérifiera  en 
égalant  séparément  à  xéro,  les  coefficiens  des  varia- 
tions restantes,  lesquelles  seront  entièrement  arbitraires. 
Lei  équations  qu'on  se  procurera  par  ce  moyen  » 
établissant  des  relations  entrcf  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courlue  propp^ ,  pointeront  né- 
cessairement sur  les  constantes  introduites  par  l'intégra* 
tiiin  de  l'équation  ;^  =  o  ».et  servirent  a  le»  déterminer. 

368.  Ou  doit  ensuite  remarquer  que  puisqu'il  y  a  des 
circonstances  où  il  faut  avoir  égard  aux  Tariattons  dés 
limites  des  intégrales  ,  si  les  coordonnées  x\  y^x^^y^y 
de  ces  limites,  entraient  dans  l'expression  de  17,  il 
serait  nécessaire  de  les  y  faire  varier,  aussi  bien  que 
4f  et  j' ,  et  d'augmenter  par  conséquent  ^V  des  termes 

J!ix  4-  B'iy'  -f  ^**'  +  i^'V 
+  ^.dA/+5',d/;y'+^',d^'+^,dV4-  «^^ 

Or  comme  les  variations  tx' y  i^y  j  i^%  i^y"  s<mt  in- 
dépendantes des  coordonnées  indéterminées  jr  et  ^, 
elles  passeraient  bors  du  signe  /,  tandis  que  les  fonc- 
tions jf,  jty  etc.,  A\ ,  A'x  y  etc.  ,y  resteraient  soumises  z 
il  faudrait  donc  introduire  dans  la  premi^e  partie  de 
la  variation  /(^C/,  fes  termes 

• 


T" 
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en  ayant  soîn  de  prendre  ces  intégrales  entre lee  niéndes 
limites  <{ue  la  proposée. 

On  né  voit  pas  tout  'de  suite  ce  que  dèyiendraient 
led  termes  précédens,  si  Tune  des  limites  était  en 
même  temps  l'origine  des  coordonnées.  On  évite  cette 
difficulté ,  en  faisant  d*abord    ' 

»  =  X  — a/,    jc=r  — y, 

et  en  concevant  que  l'origine  des  coordonnées  X,  Y, 
soit  ûxe,  mais  que  les  quantités  jp'  et  y  soient  variables  ^ 

il  vient  alors 

t. 

*ir  =  *X— /^^     fjr  =  i<Y—i<y. 

Quant  aux  différentielles  d^ir,  dy,  etc.,  elles  ne  dé- 
pendent point  des  quantités  x'  et  y,  et  ne  prennent 
par  conséquent  aucune  variation  :  l'expression  de  ^U 
devient  doac  seulement 

Mii^X--^  ^')  +  jvr/vlX  +  etc. 

+  TO(^r— ^')+  Tiwr +etc. 

Il  est  permis  de  faire  ensuite  *',  /  égaux  k  zéro, 
pourvu  qu'on  laisse  subsister  les  variations  h:%  /V' 
qui  peflV6^t  être  considérées  comme  le  premier  degré  • 
de  grandeur  de  ces  quantités;  alors  X  et  Fredeyiennent 
f  S*  X^  ^^M  changement  de  l'expression  de  f^U  sç 
réduit  aux  .  termçs  — '^'/M  -i-  ^y/m ,  dont  il  faut 
prendre  les  intégrales  dans  fés  limites  primitives. 

369.  Soit  proposé  de  déterminer  y  en  *,  pour  que 
l'intégi^ale  f^dx^^-dy,  prise  entre  deux  Kihiles  don- 
nées, devienne  un  minimum^  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose  i  troiiPér  la  plus  couHe  ligne  qu'on  puisse  mener 
entre  deux  points j  sur  un  plan»  On  a 
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en  faisàTit  i/^''+^y*'=^'^^'  ^^  ®"  tra«9p<»«[ôtiU  ç»r 
raclérislk^ue^^.Jittogrrin*  ensuite  fwir  pôrtieSyOwtr<Mlve 

«t  la  partie  affectée  du'  signe/  donne'  (36S) 
ds  .         ,^«         .    dx 


■.j  -  -  '•  o  -    ^   '     »»■*>•■ 


\ 


Ce  résultat,  ainsi  gu'pn  detait  s'y \^tt^ndre,  désigne 
la  ligne  droite,  çt  les  constantes  qu'il  renferme  ser- 
Tirpnt  a  reraplir  les  conditions  relative^^^au^v.  point$ 
entre  lesquels  elW  doit  être  menée,  ,.,^  ..,,.  .  ;  ,:  ^  ,' 
La  partie  qui  est^éUv^ée  du  ^ignejr,.ou  ç  (3o6),  ne 
contenant  que  les  variations  des ^oocdonnées^des  points 
extrêmes,  s'éyai^ouit'  quîind  ils  soat  fixes  j  et  les  cons- 
tjtntes  C'''et  C  se  déterminent  alors  en' asâûjèttîssarit 
la  iîroité  propô'séô'à  pâsëer  n^îi*  cé?r  pôirfiS^^^^ 
*  né  sont  p^s  îles,  mais  quMls  doîVent* 'sëMèteetit * ^s^ 
trouVer  sur  des  courbés  données ,  il  fà\it  que  îék' qt^ii- 
tTtés  *  ^t  rlx^^^Yf  quisonViiiddnhui^s;  satTsfe^&efïit^ 
ainsi  que  leurs  vàriat^on^/a  l'éqyation  <p  —(p  —  o, 
qui  devient 

et  ^ux  ^quatioii?  dçs^courte5,.4p^éev.49ftVâ^  T?»^^ 
senterai  les  différentielles  p^r    .  vu   ^    ../ 

dy  ;;=iajadAr  ^    d^  =:  ndx :. 
on  aura   donq-  (367) , 
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o. 


A  cause  de  ViniSépendaiice  des  Tariatibiis  ^a?"  et  ^% 
cett^  équation  se  partage  dans  les  suivantes  : 

d*"+/."d/=«o,  ou  iyC=-^, 

qui  expriment  que  là  droite  proposée  doit  être  normale 
à  cl^acune  des  courbes  données. 

D'après  Téquation  y  ==  C^x  +  C*,  on  a  d j  =  Cd* 
pour  tous  les  points  de  la  droite,  elles  équations  pcé- 
cédentes  deviennent  en  conséquence 

mais  1^  constante  C  dépend  des  coordonnées  dçs  points 
extrêmes»  puisque  l'équation' de  la  droite  menée  par 
ces  points  pétant 

y-  y ="^^«  (*  -  *')  '  ^«""^  ^ =^^»  •' 

et  substituant   cette  valeur  de  C,  il  en  résulta  les 
.  équations 

dont  la  combinaison  avQc  çeJles  des  courbes  donné^s'^ié- 
termine  les  points  par  où  passe  la  plus  courte  distance  de 
ces oourb'es^et pomplëtefasplution  du  {uroblëme  proposé» 
On  arriverait  âtox  mêmes  équations,  en  supposant 
d' aborda  que  les  points  extrêi^es  soient  .fixes,  circons^ 
tance  dans  laquelle  on  a,  entre  x  et  y,  Téquation 

•  .y' v'' 


^ 
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En  effet,  par  «elle  rdation,  l'intégrale  /i/dj^-H^y' 
devient,  entre  les  abscisses  x'  et  x"j 


et  la  seule  application  da»Calcul  différentiel  suffit  pour 
déterminer  le  minitnum  de  cette  expression,  en  ayant 
égard  à  la  dépendance  qu'établissent  entre  x'  et  y\  x" 
jet  y" y  les  équations  des  (sourbes  données. 

C'est  ainsi  qu'on  pouvait  achever ,  sans  le  secours  de 
l'équation  i^*—  ^'=  o  ,  que  les  méthodes  de  Bernoullî 
et  d'Euler  ne  donnaient  pas^la  solution  dçs  problëmes 
semblables  aa  précédent^  toutes  les  fois  que  l'on 
savait  obtenir  l'intégrale  proposée;  mais  en  considéranl 
que  cette  intégrale  est  une  fonction  ipiplicite  des  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  ses  limites,  M,  Poisson,  au 
moyen  àe  la  différentiation  sous  le  sign«  /(281),  a 
cherché  infipédiatement,  par  rapport  à  ces  quantités, 
les  conditions  du  Tjiaximum  absolu  de  l'intégrale  pro* 
posée,  et  est  parven^i  è  l'équation  ç" — ^'  =  0,  telle 
qu'elle  résulte  de  la  méthode  des  variations  (*). 

370.  Le  problème  du  n"  précédent  étant  transporté 
dans  l'espace,  conduit  à  déterminer  «  et  y  y  en  fonctions 
de  Xy  dans  l'expression  fV^éx^  +  'Ay*  -f-dz*.  En  fai- 
sant |/d«*  +  d^*  +  d«*  ss  ds ,  '  il  Tient 

: — 1 

(♦)  Voyez  le  Traité  in-4%  t.  II ,  |i.  742. 


.  I 


*  La  partie  affectée  du  signe/  four|^i\  les  trois  équations 

dont  toutes  les  combinaisons  a  à  2  s'accordent  à  donner 

ds  ds 

j-  ==  coHst  j     T"  ^==  conàL , 

et  montrent  que  la  ligne  cherchée  est  droite. 

Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  fixé  et 
une  surface  courbe  dont  l'équation  différentielle  soit 

àz  i=  pdèc  "^^  qdy  j 

il  faucira  qu*à  la  dernière  limite ,  f)s!^z==:p''i'x'^^q"i'y''é 
La  première  étant  fixte ,  rendra  ^^  =  0 ,  et  la  Taléur  del 
J^"  changera  çî''  =  ô  en 

(d«^  +/d/)>ir*  +  (d/  +  y^d^  Vy  =  o  y 

égalant  à  zéro  les  coef&cieiis  des  variations  indépen-* 
dantesi  il  Tiendra 

d^'+Zda^rrO,     d/4-/d«^=ô, 

d'oi  l'on  verra,  par  le  n®  i5o,  que  la  droite  cherchée 
est  normale  à  la  surface  donnée. 

Si  cette  plus  courte  ligtie  doit  être  tout  entièrer 
sur  une  surface  courbe  donnée^  il  faudra  que  les  va^ 
riations  ^,  t'y,  ht^  sous  le  signe  /,  satisfassent  à 
l'équation  différentielle  de  cette  surface ,  que  je  repré- 
senterai par  diE  =jpdjip  ~l*  9[^y*  ^^  ^era  donc 

i^z  z=z  pt:x  +  qi'y 
dhnaji'U f  qui  deviendra,  par  cette  substitution, 

Cale,  intégr.  3S 
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De  la  partie  affectée  du  signe /^  on  tire  les  équation* 

dont  une  seule  suffit  (36 1) ,  conjointement  avec  celle  de 
la  surface  donnée,  pour  déterminer  la  nature  de  la  ligne 
la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  sur  cette  surface  ^ 
entre  deux  de  ses  points. 

En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre 
un  point  fixe  et  une  courbe  prise  sur  la  même  surface^ 
on  aura  d'abord  ^'  =  o  ;  et  désignant  par  dyssndxf 
l'équation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  x^f  de  la  courbe  donnée,  il  viendra  t'y" zr^n" i'x''  \ 
puis  l'équation  ç'  =  o,  se  changeant  en 

àxf+p''às!'  +  (d/+î"cl«>'  =  ^> 
exprimera  que  leadeux  courbes  dont  S  s'agit  se  coupent 
à  angle  droit. 

371.  le  Tais  encore  cbercher  la  relation  Aè  x  k  y, 
propre  a  rendre  mimmum  lexpression  1   —  ^  , 

^  ^  •'   V^{y-Y)' 

dans  laquelle  je  considérerai  Y  comme  une  fonction 
des  coordonnées  x'  et  jr',  *"  et  jf*,  relatives  aux  li- 
mites (^). 

Pour  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité,, 
il  £sLut  faire  vHîer  y,  aussi  bien  que  y  (368).  Soit 

t/a(j.— r)  =  «,     v/d?+dp=d*; 
il  viendra 

i^)  Ce  problème  esc  celui  de  Ta  Brachyttochrone ,  eonrbe  le  lotff^ 
de  laquelle  on  corpe  descend  dans  le  moiot  de  teinpt  pemblfe  , 
d'an  point  k  ua  auiie» 


On  tire  des  termes  afiFectés  du  signe  /,  les  équations 

la  première  7  qui  est  la  plus  8imple>  donne 

ux  __     ^      jj  t  djf 

Ce  résultat  indique  une  cjcioïde  (i  1 4)  ;  car  si  l'on  y  ftit 
y— y  =a«,  on  en  déduira 

^_daV/g^.|/; adg. 

« 

Lorsque  i^r=o,  la  quantité  ^  àonne,  pour  les  li- 
mites^ les  àfaations 

d*"^''  +  d/V  rr. o ,  .  d*'^'  +  Ay^y^  o, 

d'après  lesquelles  on    reconnaîtra,   comme  dans   le 
n^  369,  que,  si  la  courbe  cherchée  est  menée  entre 
deux  autres ,  elle  doit  les  rencontrer  h  angle  droit 
Quand  /F  n'est  pas  nul  >  il  faut  calèuler  la  tâleu^  <lç 

/da  '     1      i.  ' . 

^ ,  entre  Jes  limites  de  l'intégrale  proposée  $  or^ 

l'équation 

35.. 


548  tBAiri  hJsMttnjoKf 

loarnie  par  le  Coefficient  de  iy  sous  le  signe  f^  âoaM 


f 


de  dv    , 


et  en  observant  que  t'Yj  ne  dépendant  point  des 
riables  indéterminées  s  et  y,  ne  doit  pas  changer  d'une 
limite  à  l'autre,  l'équation  ^'-<-^'s=6^  devient 

^  uds  uds  uda     "^ 

Si  l'on  prend  seulement  Y=yj  d'oi  il  suit  iY=iy^ 
on  aura }  en  réduisant  et  séparant  les  variations  rela* 
tives  à  chaque  limite, 

,75?^*  +i?d?^-'''I7d?^+iM?^'^-''' 

puis  fiiisant,  comme  dans  le  n"  869^ 

djp 
et  se  rappelant  qvtfi  --p  =  C,  les  équations  ci-dessus 

prendront  la  forme  ' 

d^aprlbs  laquelle  n'  =  m.  Ce  résultat  fait  voir  qu'aux 
points  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les  courbes 
données,  celles-oi  doivent  aVoir  leurs  tangentes  parai 
lèles.  De  plus,  Téquation  relative  à  Ut  dernière  limite, 
seveuant  à 

d«''Àr^  +  d/V  =  o* 
montre  encore  que  la  courbe  cherchée  doit  couper  a 
angle  droit  la  seconde  courbe  donnée. 


/ 


.  37a.  Les  problèmes  précédens  se  rapportent  à  des 
maximums  ou  à  des  minimums  absolus;  en  voici  un 
où  il  s'agit  de  maximums  et  de  minimums  relatifs  : 
Parmi  toutes  les  relations  que  peuvent  a^foir  entre  elles 
les  variables  z ,  7  y  et  qui  donnent  une  même  valeur  à 
l'intégrale  indéterminée  fJJuprise depuis x^=:^'sfjusqu*à 
X'=:^if,  tromper  celle  qui  rend  laformulefU  un  maximum 
ou  UTï minimum,  dans  les  mêmes  circonstances.  Ce  pro* 
blême  se  résout  en  égalant  à  zérola  variation  de  la  fonction 
fU+afUi.^  a  étant  un  coeJfioient  constant  indéterminé. 
Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  en  détail  cette  règle  ; 
on  conçoit  d'ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un 
maximum  ou  un  minimum^  et  que  Ton  fasse  fUi^sz^É, 
l'intégrale:/!/  aura  toujours  la  plus  grande  âa  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  pourrait  prendre  dans  cette 
b  jpothèse  (^).  Le  coefficient  indéterminé  4  ser%  k  rem«t 
plir  la  condition  fUx^=^A. 

Si  y  par  exemple ,  on  demandait  la  courbe  quij .  éous 
un  périmètre  donnée  renferma  le  plus  grand  ouïs  plus 
petit  espace  ^  on  aurait 

jU+  afU,  =f[yAx  +  a V/d:r«  +  ày^}  ; 


en  faisant  t/dx*  +  ày*  =s  d« ,  la  partie  de  la  variatiou 
affectée  du  signe  /  serait 

-/{(d.+^J);»-(a.-«d|)<,}. 

et  donnerait  les  équations 

^J'  +  '*^d7=='''     d*— ad^=:o. 


{^)  Foyem  U  Traiw'  iii-4%  t.  H ,  p.  80}. 
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dont  une  seule  suffit  pour  déterminer  la  courbe  cber« 
cbée  (365)  ;  mais  le  calcul  est  plus  simple  lonqn'<»i  ka 
etuploie  toutes  deux*  Leurs  intégrales 

étant  mises  sous  la  forme 

ensuite  élevées  au  quarré^  puis  ajoutées  membre  i 
membre  I  conduisent  à 

ce  qui  désigne  un  cercle  dont  le  rayon  est  a 
Ce  rayon  se  détermine  d'après  la  râleur  assignée  au 

périmètre  /  V/d«*  +  d^*  ;  les  constantes  CeXC  peuyent 
serrir  à  faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes  et 
données.  II  est  doué  du  maximum  à* air Cy  lorsqu'il  tourne 
sa  concavité  vers  Paxe  des  abscisses,  et  du  minimum^  si  le 
contraire  a  lieu.  Tel  est  le  cas  le  plus  simple  du  problème 
dê8  isopérimètregj  ainsi  nommé>  parce  que  l'on  n'y  oon^ 
sidéra  d'abord  que  des  courbes  de  même  périmètre. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Des  différences  et  des  séries. 

Du  calcul  direct  des  diffêrenceu, 

3^3.  Dans  le  Calcul  différentiel  y  on  n'a  fait  varier 
les  fonctions  que  pour  considérer  la  forme  des  termes 
de  leur  développement,  ou  les  limites  des  rapports 
de  leurs  accroissemens  à  ceux  des  yariables  dont 
elles  dépendent ,  mais  sans  avoir  aucun  égard  aux  va- 
leurs de  ces  accroissemens*  Cette  recherclie  ne  portait 
que  sur  de  nouvelles  fonctions  dérivées  delà  première, 
et  non  pas  sur  les  valeurs  numériques  de  ses  accroisse- 
mens ;  mais  Texamen  de  ces  valeurs  a  montré  que , 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  elles  suivent  des  lois  plus 
simples  que  celle  de  la  fonction  elle-même ,  ou  au  moins 
qu'elles  forment  souvent  des  suites  décroissantes  qui  se 
prêtent  plus  aisément  aux  approximations^  et  aux* 
quelles  par  conséquf  nt  il  peut  être  utîle  de  ramener 
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les  quantités  prîmitires.  Cest  sous  ce  point  de  Tue 
qu'on  fl^est  d'abord  occupé  du  Calcul  aux  différence^ 
proprement  dit. 

On  lui  a  donné  le  nom  de  Calcul  aux  différences 
jiniez^  pour  le  distinguer  du  Calci^  aux  différences 
infiniment  petites  y  maïs  la  dénomination  de  Calcul 
différentiel j^  exclusivement  affectée  à  ce  dernier ,  et 
motiyée  comme  on  Ta  tu  (5) ,  prévenant  toute  équi- 
Toque }  il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  l'épithëte^mV^ 
aux  différences  j  qui  ne  sauraient  être  confondues  ayec 
les  différentielles. 

Le  but  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc  de 
déterminer  les  accroissemens  en  eux-mêmes  j  en  les 
Réduisant j  non-seulement  de  l'expression  analytique 
des  fonctions  j^  mais  aussi  de  leurs  valeurs  numérique^ 
ou  particulières  j^lorsque  V  expression  analytique  manqua 
ou  serait  trçp  compliquée, 

374*  En  examinant  ta  marche  des  séries  formées  par 
les  quarrés  et  les  cubes  deâr  termes  de  la  suite  naturelle 
des  nombres  y  on  tombe  déjà  sur  des  propriétés  remar- 
quabl  s  et  utiles  des  différences,  ainsi  que  le  montrer!^ 
l'explication  des  tableaux  ci- dessous. 


Quarr-és. 


4 

25 

36 

49 
etc. 


Pifér.  1". 

Différ.  2». 

3 

• 

5 

a 

7 

2 

9 

a 

II 

a 

i3 

2 

etc. 

etc. 
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Gahea. 

Différ.  i«. 

Différ.  2-, 

Différ.  3». 

. — ^- 

I 
8 

7 

/ 

27 

19 

12 

64 

37        1 

18    1 

6 

1^5 

61 

24 

.  6 

2l6 

9ï 

3o 

6«< 

343 

127 

36 

6 

etc. 

etc. 

etc. 

V  etc. 

Je  n'ai,  point  fait  entrer  dans  ces  tableaux  la  suite 
naturelle  des  nombres  i,  2^  3,  4>  etc. ,  parce  que  la 
différence  de  l'un  à  l'autre  est  toujours  égale  à^  l'unité. 

A  coté  des  qnarrés»  le  premier  tableau  contient ,  dans 
une  seconde  colonne,  la  différence  entre  chacun  de  ceux-ci 
et  celui  qui  le  précède  ;  puis  dans  une  troisiëipe  colonne, 
la  différence  entre  chacun  des  nombres  de  la  secondé  et 
celui  qui  le  précède.  Ces  dernières  sont  nommées  di^é- 
rences  secondes^  comme  étant  les  différences  des  différ 
rences  premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences, 
présentent  déjà  une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de 
la  première  colonne;  et  les  autres,  étant  constantes  „ 
offrent  encore  une  nouvelle  simplification»  Une  consé- 
quence assez  în^portante  de  l'epchainement  de  ces 
différences ,  c'est  qu'on  peut ,  ai^  moyen  des.  seuls 
nombres  i ,  3 ,  2 ,  placés  respectivement  à  la  tête 
des  trois  colonnes  du  tableau ,  former  ^  par  de  sîm« 
pies  additions,  la  colonne  des  quarrés^  car  en  ajou- 
tant 2  à  3,  on  aura  S,  puis  2  à  5^  on  aura  7,  et 
l'on  formera  ainsi  la  seconde  colpnne  :  ajoutant  ensuite 
3  avec  i,  on  aura  4  y  ^  avec  4#  on  aura  9,  et  ainsj 
46^9  '  autres  quarrés. 


/ 

La  première  colonne  du  seeond  tableau  ocmlient  lea 
cubes;  la  deuxième,  leurs  différences  premières^  la 
troisième,  leurs  différences  .secondes,  qui  ne  forment 
plus  qu'une  progression  par  différences^  et  enfin,  dan» 
la.  quatrième  colonne,  les  différences  des  différence» 
secondes,  ou  les  différences  troisièmes^  qui^sont  cons- 
tantes. 

Ici.  aunnoyen  des  quatre  nombres  i,  7,  12  et  6 
places  respectiTement  en  tête  des  diverses  colonnes 
du  tableau,  on  pourra  former  toutes  ces  colonnes^  en 
commençant  par  celle  de  la  droite  ^  et  en  ajoutant  €^a^ 
cun  des  nombres  d'une  même  colonne  apee  celui  gui 
se  troui^e  sur  une  ligne  plus  hàut^  dans  la  colonne  à 
gauche. 

Cette  règle,  qui  n'est  encore  . établie  que  sur  une 
simple  induction,  et  pour  deux  séries  de  nombres  seu- 
lement, sera  bientôt  démontrée  et  étendue  à  un  nombre 
infîpi  de  fonctions,  pour  lesquelles  on  obtient  ainsi  des 
déterminations  rigoureuses. 

D'un  autre  côté,  que  dans  une  table  de  logarithmes 
on  prenne  les  différences  premières  entre  ceux  des  nom- 
bres consécutifs,  elles  auront  une  marcbe  fort  inégale , 
si  l'on  opère  dans  le  commencement  de  la  table,  où 
la  fonction  Yarie  beaucoup;  mais  en  passant  aux 
différences  secondes^  troisièmes,  etc.,  on  en  trou- 
Tera  qui  deviendront  fort , petites ,  et  finiront  par 
rester  les  mêmes  dans  un  intervalle  plus  ou  moins 
grand.'  Les  logarithmes  suivront  donc  sensiblement» 
pendant  cet  intcrTaUe ,  une  loi  analogue  à  celle  que 
nous  avons  fait  remarquer  ci-dessus,  par  rapport  aux 
quarrés  et  aux  cubes,  et  dont  on  peut  faire  usage  pour 
simplifier  la  construction  de  cette  table. 

375.  Quand  on  a  vu  le  parti  qu'on  peut  tirer  delà 
considération  des  différences  successires,  poussées  jus* 
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qa*ji  Tordre  oli  elles  sont  coûtantes  ^  soit  rigoureuse-' 
ment,  soit  à  très  peu  )irës , w  parait  tout  simple  de 
cherclier  l'expression  générale  de  leurs  relations.  Pour 
cela,  soit 

K,       Mj,       W»,       Ws, Uny 

une  série  de  valeurs  consécutÎTes  que  reçoit  une  quan-* 
tité  y  en  Tertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par  elle* 
même ,  ou  par  Peffet  de  celles  qui  arrivent  à  une  autre 
dont  elle  dépend;  les  chiffres  inférieurs  sont  id  des 
indicés  qui  font  connaître  le  rang  qu'occupe  chaque 
▼aleur  dans  la  série  ;  en  marquant  le  nombre  de  celles 
qui  la  précèdent  9  en  sorte  que  la  pretnièrey  »|  est  oen« 
sée  répondre  à  l'indice  o.  On  fait  ensuite 

»• — Ui     =Az^ 


en  se  servant  de  la  caractéristique  Af  pour  indiquer 
l'opération  de  prendre  la  différence  entré  deux  valeurs 
consécutives  d'une  même  quantité. 

Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  d^és  égaux , 
les  différences  Au,  àui^  Ak»»  etc.  sont  toutes  égales; 
.mais  si  le  contraire  aliôU|  on  fait,  par  analogie, 

Az^i— Au      =:AAz«      ^saA^u 

;  (a) 

Az^it-TÀz«^^,=sAAtfB^i=A*z^s^i 
etc* 
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A*»,««    A*»   =    4ÛW=?:  A^U 
û*»»-^  A*Wi  =  AA*î"=  A^M, 

(S). 
A*Ma— A*ï^,î«i==AA*W|,^,|:;=A^M|i_,  ' 

etc. 

£a  poursuivant  de  cette  maniëre,  on  tire  des. va-? 
leurs  Ut Uiy  u^* . .  ,Uuf  une  suite  de  différences  dont 
Je  Qombre  des  ordres  est,  au  pluS;  égal  à  celui  de  ces 
râleurs 9  diminué  de  l'unité, 

376.  IL  est  visible  que ,  suivant  la  notati<m  ci-dessus, 
la  différence  d* une  expression  quelconque  s^indiquera  en 
plaçant  devant  chacun  de  ççs  termes  la  caractéristique 
A  y  en  sorte  que 

ACM  +  i'— «')==tf|  +  î'i— «'i  —  (ïf +  f  *— »•) 

:=:  i^w^  Ap  "^  àuf  j 

de  même  que 

dCi^  +  v-^»*)  =d»+.d^— di*'    (10), 
On   a  aussi 

4(az^)     ou     A  •  azi  :;x  a(i^i  — - 1«)  =  oAu , 

de  même  que  d.  au  en  ad  u;  et  les  constantes  isolées 
des  variables  disparaissent  quand  on  prend  la  diffé-* 
rençe  d'une  fonction  (7). 

377.  Au  mojen  de  ces  règles  et  des  équations  (i), 
on  obtient  pour  les  valeurs  Uu  u^y  z^s , . . . . z^n ,  des  ex.-* 
pressions  qui  ne  dépendent  que  de  la  valeur  primordiale 
u  et  de  ses  différences  au ,  A^u^  etc.  ;  car  1  puisque 

Az^i  t=  Zi(u -4- Atf)  ?=  Ai^  rH  A'i^^ 

il  en  résulte 

UpZ=zUi'^AutS=su'^    Au -f- A(u -f"  ^^} 
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lit  de  même 

La  forme  de  ces  expressions,  dont  les  coefficiens 
numériques  sont  les  mêmes  que  ceux  du  quarré  et  dti 
cube  du  binôme  9  conduit  par  analogie  à 

u,fsau+^Au+-^ Wu+'^ ^ — ^A^M+etc.  1 

I  1.2  1.2.3  '  ^ 

ce  qu  on  peut  Térifier  aisément  au  moyen  de  l'équation 

Uh+i  =  I^g  +  AUn  j 

dont  le  développement  montre  que  la  loi  ayant  liea 
pour  l'ordre  n^  a  nécessairement  lieu  pour  Tordre  7»  4"  >• 

S'jS.  On  peut  aussi  exprimer  immédiat^nent  la  dif- 
férence d'un  ordre  quelconque  par  les  termes  de  là 
série  primitive ,  qui  ont  concouru  à  former  cette  diffé» 
rence. 

Ayant  d'abord 

AU^^Ui'-^u     et    A^u ^ts  Aui -^^ Au ,  . 

oa  observera  que  Ax^i  doit  être  composé  avec  z«i  et  i«»y 
comme  ù^ic  l'est  avec  i^  et  z^i ,  c'est-à-dire  qu'il  suffît 
d'augmenter  de  Tunité  les  indicés ,  pour  passer  à.  •  « .  « 
Aut  =  xii  —  i#i  >  et  l'on  obtiendra 

=i:  ^4  —  2Mi  "4"  ï^  5 

puisr  augmentant  de  l'unité  les  indices,  dans  ce  dernier 
résultat ,  pour  former  A^Ux  j  il  viendra 

^U  =  A"l*|  —  A*|£  =  U3-«-22la  +  Z^f 

—  (Wt  — 21^,  +  m) 

=s  1^5  — -  3i^A -f>  3i^, -^  i«  ^ 
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et  par  analogie 

I  I  «s  I  •2««> 

loi  qui  se  vérifierait  par  le  déreloppement  de  réqnation 

Ce  résultat  et  le  précédent  reviennent  à 
w,  =  ( I  -f-  AuY,    A*u  =  (m  —  !)■, 

pourra  que  l'on  change  dans  le  déreloppement  de  Vwt, 
l^s  exposans  des  puissances  de  Au  en  exposans  de  la 
caractéristique  A ,  et  dans  celui  de  l'autre,  les  exposaitl 
de  tf  en  indices;  on  peut  même  po^er  tout  de  suite 

et  il  n'y  aura  rien  à  changer  dans  le  déf  eloppement* 

379.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée  >  rien  n'est  plus 

facile  que  d'ea  obtenir  les  di£Férenees  successives;  je 

prendrai  pour  exemple  la  fonction  s^.  En  faisant  ir-r-a^, 

,  '   et  supposant  que  x  augmente  de  la  quantité  h,  on.  aura 

Ui  =  (x'^h)^f  et  par  conséquent 

^        '  •       i.a 

I  •^•o 

PoviT  passer  aux  différences  ultérieures  A*u,  A^u,  eta  » 
il  faut  faire  varier  X  de  nouveau^  ce  qui  présente  deux 
hypothèses.  L'une  consiste  à  supposer  que  la  quantité  x 
prenne  toujours  des  aocroissemens  égaux >  et  Vautre  que 
ces  accroissenens  soient  eux-mêmes  variables  :  je  ne 
m'-occuperai  ici  «pie  de  la  première.  En  .substituant 
jT+A  au  lieu  de  x  dans  Au,  on  aura 

1  •  <!■ 


\ 


Il  est  visible  que  si  l'on  développe  l'exprewion  de  A«, , 
et  que  l'on  en  retranche  celle  de  ùu,  le  résultat  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  h,  sera  de  la 
forme 

A««=TO(i«  — iy"-«A«+.  M3x''-^h^+M^i^-iM+  etc.} 

^3,  iiff,  etc.  désignant  des  coefficiens  dépendans  de 
1  exposant  m. 

Par  une  nouyelle  substitution  de  *+A  dans  cette 
dernière  équation,  on  parviendrait  à  A»«, ,  et  en  obser- 
irantqueA'«=A'«._A'M,  on  obtiendrait 

A»M=s:m(«— 1  )  (i«— 2>«-îA3  +  i)!/'^««-4A44.  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  déve- 
loppnnens  est  évidente,  et  l'on  voit  que  l'expression 
ce  ù'u  doit  commencer  par 

mOn—  t)  (m— 2) (m—n+  t)x^*h*. 

^_  voit  aussi  que,  quand  l'exposant  m  est  entier  e« 
positif,  le  nombre  des  termes  du  développement  de 
A-»  ordonné  suivant  les  puissances  deT.  Snue 
de  lunité  lorsque  n  augmente  de  cette  qulntiï  eî 
que  quand  n=m,  i\  vient  *       4«anme,  et 

Cette  différence  étant  constante,  il  s'ensuit  que  celle» 
des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  t^rme  général  de  A»« 
en  formant  l'expression  de  cette  différence  par  fe 
moyen  des  valeurs  de  u,  «.,  u.,  u„  etc.,  sans>asser 
par  celle,  de  A«  A-u,  A3«,  «te.  (3,8).  Il  est  évE 
que  dans  l'hypothèse  présente  les  valeurs 


/ 


«»»  a. 


^if*  •  f  •  #«  „«^ 


répondent  a 

et  l'on  a  par  conséquent 

Ui  =  (x+  A)»/    w.  =s  («  +  2 Ay ,  • . . .  i*à=  (*+»*)■; 

on  tirera  de  là 

1.2 
1.2.3 

Si  l'on  désigne  par  i  l'exposant  de  h  dans  le  terme  géné- 
ral du  développement  de  l'équation  ci-dessus ,  l'expres- 
sion de  ce  terme  sera 

I .2. 3. • i • .^ 
{„.^J  („^  ,y  +  2^=.î)  („_a)'-.etc.}; 

tnaîs  comme  oi#vîent  de  voir  que  le  développement 
de  A"w  ^e  pouvait  contenir  des  puissances  de  h  dont 
l'exposant  fût  moindre  que  »,  il  s'ensuit  que  la  fonction 

«'  —  -(»—  0'  +     ,  ^      C»— 2)'  — etc-. 

composée  de  7^+ 1  termes,  est  nulle  tant  que  »<». 
D'un  autre  côté,  le  coefficient 

m(m  —  i){m^7) (m  —  *+0 

s'évanouissant  lorsque  i  =  m+  i ,  il  en  résulte  que  k 
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]Jus  haute  puissance  de  /*,  dans  le  développement  de 
A"a,  ne  peut  être  que  A"*. 

380.  D'après  la  propriété  du  monôme  *"*,  toute  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de*  a  toujours  des  di£Pérences 
constantes^  savoir^  ceUes  dont  Fordte  est  marqué  par 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  x,  qui  soit 
dans  la  fonction  proposée.  En  effet,  cette  fonction 
étant  de  la  forme  ^**  + -5*^  +  Gr^  -f-  etc.,  on  aura 
A"(^«*  +  ^a?^4-  Cxy  +  etc.)  = 

^A".x*  +  Z?A«.ar^+C^-.jcT  +  etc.n  (376); 

et  si  «  désigne  le  plus  haut  exposant  de  *,  il  viendra, 
pour  Iecasoà»=«, 

A*.ar*=i..2 «/i*,     A*.*^==o,     A*.ar>=o,  etc., 

en  sorte  que 

ù,\Ax*  +  Bx^+  Cxy  +  etc.)  =1.2.3/ ^Ah\ 

38 1.  C'est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  trans- 
cendantes, dont  le  calcul  approximatif  est  laborieux, 
que  l'on  gagne  beaucoup  à  se  servir  des  différences, 
ainsi  que  le  fera  voir  l'exemple  suivant,  tiré  des  loga- 
rithmes. 

Soit  u^=^\x\oiï  aura 

«.  =:sl(*+  h)  =  k  +  1(1  +  ^)  = 

d'où  Ton  .tirera  m»,  U3,  etc. ,  en  mettant  a/^,  3A,  etc., 
au  lieu  de  A,  et  les  formules  du  n°  378  donneront 

(♦)  Il  ne  faut  pas  confoadre  A".**  ayec  A"x*j  car  la  pre- 
mière de  ces  expressions  est  la  différence  de  l'ordre  n  de  la  fonc-. 
tion  a:*,  tandis  que  A^x*  =  (A"af)*. 

Cale,  intégr,  36 
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A-«=-M{-_-g-+etc.j, 

A^i^  =       M  l~  —  etc.  I , 

etc. 
On  poussera  ces  suites,  $e1on  la  grandeur  du  hombrej:, 
jusqu'à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite 
pour  être  négligée  sans  erreur  sensible. 

Si  l'on  avait,  par  exemple,  *=  loooo,  et  A=  i, 
on  trourerait  pour  les  logarithmes  ordinaires,  * 

Au  •==  0,00004  34274  76863, 
A*u  =  —  o  ,00000  00043  42076, 
A^u  =       o , 00000  00000  00868  ; 

et  il  est  évident  que  si  Ton  ne  yqulait  avoir  les  derniers 
résultats  qu'avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait, 
sans  craindre  d'erreur  sensible,  négliger  long- temps 
les  différences  du  quatrième  ordre  ;  car  il  faudrait 
qu'elles  fussent  répétées  un  grand  nombre  de  fois,  pour 
influer  sur  la  différence  troisième;  on  formerait  donc 
successivement,  suivant  la  règle  du  n°  374,  les  colonnes 
des  différences  troisièmes,  secondes,  premières,  et  enfin 
les  logarithmes  d^îs  nombres 

loooi ,     10002,     iooo3,etc. , 

en  parlant  de  celui  de  loooo,  qui  est  égal  à 

4,00000  00000  00000. 

Il  faudrait  faire  le  calcul  avec  i5  décimales,  afin  de 
reconnaître  quand  Taccumulation  des  quantités  n^li- 
gées  pourrait  commencera  influer  sur  le  dernier  chiffre 
qu'on   se  propose  de  conserver,  ce  dont  on   s'assure 
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aa  moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureu- 
sement à  des  intervalles  éloigipés;  cat  lorsque ,  par  la 
suite  des  additions  successives,  on> parvient  à  ces.loga^ 
rithmes ,  il  faut  que  la  méthode  des  différences  les 
donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori j  au  moins 
dans  les  dix  premiers  chiffres,  si  c'est  à  ce  nombre  que 
Ton  veut  s'arrêter.  Lorsque  le  dernier  de  ces  chiffres  ces- 
serait d*être  exact ,  ce  qui  n'aurait  pas  encore  lieu  pour 
le  nombre  looSo ,  on  calculerait  de  nouveau  à  priori  les 
différences  Au,  A^'Uyù.^u,  et  l'on  se  servirait  des  nou- 
Telles  valeurs  comme  des  précédentes,  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent  celui  au- 
quel on  a  dû  s'arrêter. 

application  du  calcul  des  différences  à 
%  V interpolation  des  suites. 

4 

382.  L'un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences ,  a  pour  objet  Viriterpolation  des  suite»  ^ 
opération  qui  consiste  à  insirer  entre  les  termes  d'une 
suite ,  de  nouveaux  termes  assujettis  â  la  même  loi  que 
les  premie^i**  Pour  cela  on  regarde  les  différens  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général,  lors- 
qu'on assigne  également  des  valeurs  particulières  à  la 
variable  d'où  dépend  ce  terme,  et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  suite  proposée. 
Quand  l'e&pression  de  ce  terme  est  donnée,  on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu'on  veut;  mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  lorsqu'on  ne  connaît  qu  un  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  l'interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  Tex  pression  analytique  d'une 
fonction,  de  Cjelle  d'un  nombre  limité  de  valeurs  nu- 

36.. 
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mériques,  ce  qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  inconnue  ;  'car  on  doit  observer  que  ce  pro- 
blème tevient  à  former  T^quation  d'une  courbe  pas- 
sant par  les  points  dont  les  valeurs  de  la  variable  in- 
dépendante représentent  les  abscisses,  et  celles  de  la 
fonction,  les  ordonnées,  et  qu'en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points  9  ils  ne  sauraient  particulariser  la 
colirlje ,  si  elle  n'est  pas  donnée  d'espèce.  (  7V^.  i68,) 
Mais  comme  on  ne  cherche  a  interpoler  nue  suite  que 
dans  des  espaces  très  resserrés ,  on  conçoit  que  l'ex* 
pression  de  son  tei*me  général  est  développée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  sa  variable,  et  qu'il  est 
permis  de  se  borner  à  un  petit  nombre  des  premières 
puissances  de  cette  variable;  par  ce  moyen,  la  forme 
de  la  fonction,  qui  est  alors  rationnelle^  se  trouve 
déterminée. 

Ainsi,  sachant  qu'aux,   valeurs 

X,    Xi  y    ^g ,     :r3 ,  etc. , 

d'une  variable  quelconque,  répondent  les  valeurs 

u,     Ui,     »« ,     U3 ,  etc. , 

d'une  fonction  de  cette  variable ,  on  suppose  que  l'on 
ait  pour  toute  autre  valeur  x\ 

.«'  =  «+  fix  +  yx*  +  (far'3  +  etc. , 

*  j 

et  l'on  détermine  les  coefiBciens  «,  yS,  y,  etc.,  par  la 
condition  que  ù'  devienne  successivement  u,  Uiy  i/»,  etc.^ 
lorsqu'on  change  ar'  en  ir ,  *i ,  JCa ,  etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  :  le  premier, 
dans  lequel  les  valeurs  jc,  aci,*»,  jcs,  etc.  sont  ^'^i^i- 
différentes^  se  résout  immédiatement  par  l'expression 
de  Un  du  n**  877. 

£n  effet,  quand  on  arrête  la  série 


'/ 
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m'  =  «6  +  /8/  +  yx'^  +  etc.,. 

a  l'un  de  ses  termes,  que  je  désignerai  par  ^''";  et 
qu'on  prend  les  valeurs  de  x'.dans  la. progression  Xj 
x-^hy  X'^2hy  etc.,  la  fonction  u  a,  dans  l'ordre  ?», 
des  différences  constantes  (38o),  et  par  conséquent  à 
la  valeur  x  -{-  nh  de  la  variable  x',  répond 

,  n  .       ,   n(y*— i)  ., 

Un  =  U  +  -'  ^  +  -^ A*u 

I  i.a 


+  ^— , , Û^M. 

l  ,2,  ,  ,  ,771. 


Dans  cette  formule,  les  quantités  . 

Uj    Au,    A^u,    etc..  (^74) 

sont  des  nombres  ;  si  l'on  y.  fait  x-^^nh^zx,  d'oà 

il  suit  1^=:— 7 — ,  elle  se  transformera  en  une  fonction 

rationnelle  et  entière  de  «.,  du  même  degré  que  l'ex* 
pression  de  u,  et  puisqu'elle  se  change  en  u,  Ui  ^ 
u^,  etc.,  lorsqu'on  y  niet  o,  i,  2,  etc.,  pour  », 
elle  prendra  les  mêmes  valeurs  quand  x'  deviendra 
x,  *  +  A ,  *  +  2A ,  etc.  :  elle  sera  donc  la  fonction 
demandée.  ^ 

On  peut  1a.simplifier  en  faisant .»  =zx'i'  h%  ce  qui 
donne 

n  ^  ■;-     et     u.  :^  u  = 
A 

Enfin ,  si  l'on  représente  u — u  par  A'u,  il  viendra 
.,       h'         h'(h'—h)^,    ^h'(h'—hXh'—2h),.    ,' 
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383.  Je  passe  maintenatit  aux  applications. 
Soit  d'abord  la  suite 

3,         7,         ig,         39,         67,     etc., 
correspondante  aux  indices  ^ 

o  y         1 1  2 ,  3j  4  f     ^^*  f 

on  a  pour  ce  cas, 

u=.3y   Au=2^,   A*z^=8,    ù?u=zOy    À=i; 

l'expression  de  A'u  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes, 
et  l'on  obtient  par  son  moyen , 

A'i*=4A'  +  4â'(A'— i)  =  4â'»  : 

ainsi  pour  l'indice   h!,   il  Tiendra   w  =3-f-4^'*'  En 
prenant  A'=:|,  par  exemple,  on  trouverait  que  le 
terme  correspondant  à  cet  indice  est  a8. 
Soit  encore  la  suite 

ï,         4>         ^7         3,         9,         16,     etc.; 
en  prenant  les  indices  comme  à  l'ordinaire ,  savoir , 

o,         I,         2,         3,         4,  5,     etc., 

et  formant  les  différences,  on  trouvera 

A*tf  =  —  6,  A^M  =  o,  A=i, 
d'où  l'on  tirera 

I  1.2  1.2.3 

y(A— o(y— a)(^^— 3) 
1.2.3.4 

En  réduisant  cette  expression,  et  l'ordonnant  parrap- 
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port  aux  puissances  de  h\  on  aura 

,       i.!î  + 1 1 6//—  1 1 1  A'* + 34^'^  —  3h'^ 

u  :=  -^— ■     '    ■>— — ^— i f. 


12 


.  Il  faut  remarquer  que  cet  exemple  et  le  précédent 
n'offrent  qu'un  tiombre  limité  d'ordres  de  différences. 
Sur  ce  pied,  l'expression  de  Uy  qui  est  aussi  limitée , 
représente  exactement  le  terme  général  des  séries  pro- 
posées,  et  peut  servir  à  les  prolonger  autant  qu'on 
le  voudra.  Tous  les  nombres  qu'on  en  déduira  sui- 
vront là  même  loi ,  par  rapport  à  leurs  différences , 
que  les  premiers  termes  desquels  on  est  parti;  les  sé- 
ries dériveront  ainsi  d'une  fonction  algébrique  ration- 
nelle et  entière. 

384*  Lorsqti'il  s'agit  de  fonctions  fractionnaires  ^ 
irrationnelles  ou  transcendantes ,  la  suite  des  différences 
J^u  y  ù^u  y  ù?u ,  etc. ,  ne  se  termine  plus  rigoureusement  y 
mais  quand  elle  est  décroissante,  elle  rend  convergente 
l'expression 

et  permet  de  la  réduire  à  un  petit  "nombre  de  termes^ 
au  moins  pour  un  intervalle  peu  considérable.  En  voici 
un  exemple  tiré  des  tables  de  logaritbmes.  Je  suppose 
que,  par  le  moyen  d'une  table  contenant  les  logaritbmes 
depuis  I  jusqu'à  looo,  avec  dix  décimales,  on  veuille 
avoir  le  logaritbme  de  3, i4i5926536^  nombre  très  ap^ 
procbant  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètrç  ; 
on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans 
ia  table  comme  des  valeurs  partièulièlres  de  la  fonction 
u  f  les  nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent 
ces  valeurs,  et  l'on  formera  le  tableau  suivant  :    ; 


/ 
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u  =0 ,  49^296481 
u  1=0 ,  49^^  ^  o5538 

M,=0  ,  4996870826 
2^3=0  ,  5o  1 0592622 

1^4=0,5024271200 


13809057 

18765288  —43769 

4349Q 


—3 


«3721796  — 43492  +277 

13678578 

dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 
3,i4,     3,i5,     3,16,     3,17,     3,18, 

la  seconde  leurs  différences  premières ,  la  troisième 
leurs  différences  secondes,  la  quatrième  leurs  diffé- 
rences troisièmes,  et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmes,  qui  se  réduisent  à  trois  uui  tés  du  dernier 
ordre.  On  aura  par  ce  moyen 

Au  =  +  0,0013809057,     A*w=  —  o,||pooo43769, 
A^u  t= -4" 0,000000027 7,     A^M=— o,ôoooooooo3, 

et  comme  A  =  o,oi,        A'=     0,0015926536, 

on  obtiendra 


y =0 , 1 593^6536 , 


= -T — 1=—  042036782, 


2/( 


2A 


=  7[7—f  =  — 0,61357821, 


Sa 


u 


-p-  =  ^-î=-o,,io,8366: 

ayec  ces  valeurs  il  sera  très  facile  de  mçttre  en  nombres 
la  formule 

,         «        ' 

u'—ii  I  ^\ii     ^'^^'~^\*u     ^'(^'— ^)(^'— a^)^»jj 
"^  h  h.nh  h.'xh.ih 


qui  don ner a  b'^  =  o ,  497 1 49^7  ^^ 
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Il  ex.îste  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les 
logarîthni^s  des  nombres  exprimés  "par  beaucoup  de 
cbiffres,  mais  le  précédent  est  très  propre  à  servir 
d'exemple  pour  la  méthode  d* interpolation.  On  doit 
reconnaître  déjà  que  cette  méthode  s'étend  à  beaucoup 
d'autres  cas;  elle  est  surtout  d'un  très  grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 

385.  Lorsque  les  valeurs  x,  Xi  ^  Xj^^xs,  etc.  ne  sont 
pas  équidifférentes  ,  on  emploie  immédiatement  la 
formule 

li  =zm  +  fix  +Yx'*  +  ^x^  +  etc., 

dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières 

XfXiyX^y  xzy  fournit  les  équations 

u  =  «  +  )8:if  +  yjf*  +  ^^  +  etc., 
i«i  =  «  -|-.^^i  -^  yx',  +  ^^\  +  etc. , 
Ma  =  «  +/3jp»+  ya?*a+  ^Jf\  +  etc., 
U3  =  «  4.  fix%  +  7**3  +  ^^3  +  etc. , 
etc* , 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  coefficiens  in* 
déterminés  ttf  fi,  y,  etc.  ;  et  voici  comment  on  obtient 
l'expression  de  ces  coeffîciens. 

£n  retranchant  successivement  la  première  équation 
de  la  seconde,  celle-ci  de  la  troisième,  etc.^  on  par- 
vient à  des  résultats  respectivement  divisibles  par 
*i— jp,  *»— Jfo  *s — *•}  etc.,  et  d'où  l'on  tire 

7^  =  fi  +y(*.+*  )  +  K^i'\-x,x  +*»  )  +  etc. , 
^^— ?==^-H<*.+«.)  +  ^(*%+*.x, +«».)+ etc., 

- — -  =  fi  +y(,3+x,)  ^  /(*«s+*3*.+*?.)  +  etc. , 
etc. 
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Posant;  pour  abréger  ^ 

Xi — *  Jpft — Xi  X3 — ar» 

on  aura  les  équatioas 

U  =fi+,y{xi+x  )  +  fix\  +  x,x  +xn  +  etc. 

17,  =  /8  +  y(ar«  +  Xi)  +  i'(x\  +  x^^i  +  a;*,)  +  etc. 

17,  =  i8  +  y(jcs  +  JT.)  +  ^x*3  +  Afs*a  +  «*.)  +  etc. 

etc.  ; 
retranchant  encore  U  de  17,,  17,  de  Ï7»,  et  ainsi  de 
suite,  et  désignant  par  Z7',   17^,,  etc.,  les  quantités 


*• 

>       "■■■  ■       >     cil*.  , 

—  X           X3 Xi 

on  trouvera 

+  a;)+etc., 
+  *,)  +  etc. , 

d'où  Ton  tirera 

'- 

u\. 

-  17'  ==  (^(^3  - 

— a?)  +  etc. 

Maintenant  si  1' 

on  fait 

=  rr. 

X3  — « 

on  aura  17^  =:^+  etc. ,  et  si  pour  fixer  les  idées  on  ne 
suppose  que  quatre  termes  à  l'expression  de  Uy  l'opé- 
ration sera  terminée  à  l'équation  ci-dessus.  Prenant 
la  valeur  qu'elle  donne  pour  J",  et  remontant  à  celles 
de  y,  /S,  «,  par  le  moyen  des  quantités  V,  27  et  u,  il 
viendra 

£^=  ir, 

y=U'—U"ix,  +  Xi+x), 

fi~U  ^U'(x,  +  x)  +  UXx,x,+x^x  +  x,x), 

*  =  M     —  Ux  -f-  V'xxX  —  V"x^XiX, 


/— JPft*!*]/* 
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Sobstituant  ces  taleurs  dans  l'expression  de  Uy  on  aura 

Il  est  facile  de  voir  que  les  cœfficiens  de  î/,  î/'  et  U* 
sont  décomposables  en  facteurs  simples ,  et  que  Fon 
peut  mettre  u'  sous  la  forme 

En  poursuivant  d'aprës  cette  méthode ,  on  obtiendrait 
une  formule  analogue  à  la  précédente  ;  et  quel  que  fût 
le  nombre  des  valeurs  x,  Xi^  x^, . . .  de  , l'abscisse  x', 
on  aurait  en  général , 

u'  =»+ 1/(*'-*) + V  ix'—x){x'^xO+V\x'—x){x'—x^)(x'^xO 

en  faisant  ^ 

=  Ut      =t/i, =(/.,  — * =c/3,etc., 

ar, — X  a?»  —  ar,  «3 — x^  x^ — X3  . 

EIUS^  Xy,  ^-^=^'.,^^11^.=  ^.,  etc., 

JPft*— *  *S""*i  *4.""JiPft 

îi-l— Îi=l7-,  etc., 

etc. 

Quand  les  valeurs  X;  Xxy  Xty  X3,  etc:  sont  équidiffé^ 
rentes,  on  a 

Ap,=«4"^>     XA=ix  +  2h,    *3  =ar  +  3A,  eta, 
d'où  l'on  déduit 


ë 
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*^  — ,  «  oTTi»  ^^  » TT^i  etc., 

1.2.3.4/*^ 
etc.;  * 

faisant  ensuite  /  =  a?  +  h',  il  en  résulte 

a?'.— a?  =  A',    X'^Xi=h'  —  h,     x'—x^  =  /i^2h, 
x' — xz'=^h'  —  SA,  etc., 

et  Ton  Toît  ainsi   que  l'expression  précédente  de  », 
qui  devient  alors 

^  h.ah.Zh       -^"+etc.  , 

rentre  dans  celle  du  u°  382 ,  obtenue  par  une  voie  bleu 
différente* 

386.  Lagrange  a  présenté  l'expression  de  u  sous  une 
forme  nouvelle ,  en  observant  que  puisque  les  équations 

u  =  « +i8jf  +  y^*  +  J'jf'  +  etc. , 
Ui  =  u  +  fiXi^  yar\  +  he^y  +  etc. , 

Ma  =  «  +  i^*»  +  y**a  +  ^^a  +  CtC. , 

etc. 

sont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  à  cba-i 
cune  des  quantités  «,  /S,  y ,  etc. ,  u,  Ui  y  u^,  etc. ,  et 
que   u  doit  être  exprimé  en  x,   de  manière   qu'en  y 


DE   CALCUL   IMTBGBAL.  5*]^ 

faisant  successivement  x'=zx,  x';=:xi,  x^z=zx^,  etc., 
il  vienne  m'  =  m,  z^'=;iK, , .  m'  =r  m»  ,  on  peut  écrire 

pourvu  que  X,  ^Xi ,  X^ ,  etc. ,  soient  des  fonctions  de  x' 
telles  que  par  la  supposition  de  x'  =  âr|  on  ait  en  même 
temps 

X  i=  1  ,     Xi  =  o ,    Xa  =  o ,  etc. , 
que  par  celle  de  *'  =  jp,  ,  on  ait 

X  =  o ,     Xi  =r  I  ,     A"a  =  0  ,  etc. , 
que  par  celle  de  x  =««,  on  ait 

X=0,      Xi=:0,      Xa,  =  I  >   6tC.  , 

et  ainsi  de  suite,  conditions  qui  seront  remplies  si  l'on 
prend 

y  JX Xi)  (jt'—  Jfa)  {x^ X$).  .  .  . 

(oF  —  Xi)  (x  —  x^)  (x  —  ara) ....  ' 

y  (jt'— a:  )  (j?" —  Xt)  {x' —  xs) . . . . 

'  ~~  (*i —  X  )  {xx —  x^  {xi — xzi ' 

y-  __  (^'—  X  )  (jc^ —  Xi)  {x' —  ara)  "  >  « 

(afft—  a?)  (Xa —  Xi)  (*a— ^xs) . . . .  ' 
etc. 

La  loi  qu'il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces 
quantités  est  on  ne  peut  pas  plus  simple  ;  leur  numé- 
rateur contient ,  ainsi  que  leur  dénominateur ,  autant  de 
facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  x,  Xi ,  x^y  etc.,  moins 
une;  et  si  l'on  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci- 
dessus,  non- seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satis- 
font à  la  question»  proposée,  mais  on  verra  de  plus  com- 
ment il  a  été  possible  de  prévoir  qu'elles  y  satisferaient  : 
on  a  donc  cette  nouvelle  formule  d'interpolation , 
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"  "^  (*  —  «,)  {*  —  *0  (*  —  a?s) . . . 

(:c^— xUx^— jg,)»'— J^3)>.>^J, 

4-  etc. 

très  commode  dans  la  pratique,  parce  quon  en  peut 
calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes. 
Il  ne  serait  pas  diflBcile  de  la  ramener  à  celle  du  n°  pré- 
cédent ,  et  même  k  celle  du  n**  882  ;  c'est  pourquoi  je 
ne  m'y   arrêterai  pas. 

387.  Ici  il  est  aisé  de  voir,  d'une  manière  évidente, 
que  le  problème  de  l'interpolation  est  indéterminé, 
quand  des  considérations  particulières  ne  fixent  pas  la 
forme  de  la  fonction  qui  doit  représenter  le  terme  gé- 
néral des  nombres  donnés. 

£n  effet,  les  seules  conditions  auxquelles  soient  as- 
sujetties les  inconnues  JÇ,  Xi ,  X%,  etc. ,  peuvent  être 
remplies  par  des  fonctions  bien  différentes  de  celles  que 
Lagrange  a  choisies. 

On  trouve  d'abord  l'expression  très  simple 

sin  m  (or'—  Xi)  sin  n  («'—  JC»)  sinp  (»  —  ara)  etc. , 
qui  jouit  delà  propriété  de  s'évanouir,  lorsque 

/  =  ar, ,     x^z=  jTft ,    x'=X3,  etc. , 
quels  que  soient  les  nombres  m,n,p,  etc.  :  on  pourra 
donc  poser  l'équation 

_  sin  m  (a:'—  JcQ  sin  n  (x  —  a:>)  sin  p  (jc^—  X3)  etc. 
^  **~  ifu  m  (ar  —  x^)  sin  n  {x  —  Xa)  smp  {x  —  X3)  etc.  ' 

dont  le  second  membre  se  réduit  à   l'unité  lorsque 
y--_-jp.  qi  sur  ce  modèle,   on  formera   aisément  les 
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valeurs  de  Xi,  X^,  etc. ,  dans  cbacune  desquelles  on 
pourra  prendre  pour  les  coeificieus  m  y  n,  p  y  etc. ,  tels 
nombres  qu'on  voudra. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles 
du  n'*  précédent  pour  les  valeuirs  '  de  x*  comprises  dans 
la  série  x,  Xiy  x^y  etc.,  elles  en  diS%rent  beaucoup 
dans  les  intervalles ,  dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez 
petits  pour  être  sensiblement  proportionnels  à  leurs 
sinus  :  on  peut  d'ailleurs  substituer  les  tangentes  aux  sir^ 
nus  j  et  les  conditions  précédentes  seront  encore  remplies. 

388.  Les  formules  d'interpolation  s'appliquent  d'une 
•manière  très  utile  dans  la  détermination  approchée  de 
l'intégrale  yXdaTy  ou  de  la  quadrature  des  courbes.  La 
première  idée  qui  s'est  présenté^  sur  ce  sujet'  a  été  de 
substituer  à  la  courbe  prî^posée  une  courbe  parabo- 
lique,  assujettie  à  passer  par  un  nombre  donné  de  points 
de  la' première  :  il  est  évident  que  plus  ces  points  seront 
multipliés  et  resserrés  ^  plus  l'exactitude  croîtra. 

En  prenant  d'abord  la  formule 

u'  =  *+i8/4.  y/»  +  etc. , 

pour  représenter  l'ordonnée  de  la  courbe  parabolique, 
l'aire  de  cette  courbe  sera  exprimée  par 

ju  ax  =  — %  -fi H — 5 — r  etc.  -4-  consL  ; 

quant  aux  coefficiens  «,  i8,  y,  etc.,  ils  se  concluront 
sans  peine  du  développement  de  l'expression  de  u\ 
dont  on  voudra  faire  usage. 

Si  l'on  emploie  celle    du   n®  382,   qu'on    y   fasse 

-;-  =  X  y  elle  deviendra 
h 

,  x'iiu.   x\x—\)C^^u  .   x'(x'—\)(x—7)ù?u 
^    I    ^  1.2        ^  1.2.3  -h etc.. 
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et  il  faudra  la  pousser  jusqu'au  même  nombre  de  termes 
que  la  précédente,  c'est-à-dire  celui  des  points  par  les- 
quels doit  être  déterminée  la  courbe  parabolique. 

Supposons  que  ce  nombre  soit  3  :  on  ne  prendra  que 
les  tpois  premiers  ternies  de  la  formule  ci-dessus;  en 
l'ordonnant  suivant  les  puissances  de  x ,  il  viendra 

quantités  qui  ne  dépendront  que  des  trois  ordonnées 
consécutives  u^  Ui,  u%y  répondant  aux  valeurs 

7i'=o,  Kz=zh^  hl^ith^     ou     af'=o,  4f't=i   «'=2, 

et  si  l'on  assigne  o  et  a  pour  les  limites  de  fuAx\  sa 
valeur  sera 

Dans  ce  cas,  z^'  serait  l'ordoi^née  d'une  parabole  QR^ 

FIG.631.  fig»  62,  passant  par  trois  points  de  la  courbe  proposée 

DE,  et  fudx\  l'aire  du  segment  de  celte  paraL^îe, 

compris  entre  la  première  ordonnée  PM  et  la  troisième 

£n  général ,  cette  parabole  QR  sera  alternativement 
intérieure  et  extérieure  à  la  proposée ,  et  vice  versé; 
en  sorte  que  l'aire  de  son  segment  digérera  dans  une 
partie  par  défaut  et  dans  l'autre  pfr  eikcès  ,  de  l'aire  du 
segment  correspondant  de  la  courbe  proposée  DE  ;  et 
alors  il  pourra  s'opérer  dans  le  résultat  total  une  com- 
pensation plus  ou  moins  approchée  entre  ces  différences. 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique  quand 
on  remplace  les  différences  ^u  et  A^u  par  leurs  valeurs 

Ut  —  u  et  lu  —  2ï*i-+-M     (378); 

on  obtient,  après  les  réductions, 
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Si  l'on  Q(^QÇoît  de  même  qu'il  passe  une  nouyelle 
parabole  par  leâ  points  Mt,  Ms^  M^j  et  ainsi  de  suite, 
et  que  l'on  réunisse  les  aires  de  chacun  de  leurs  seg- 
mens ,  on  pourra  embrasser  une  portion  aussi  grande 
que  l'on  voudra  de  là  courbe  .praposée  *,  et  si  la  der^ 
nière  ordonnée  est  représentée  par  Un,  m  étant  un 
nombre  pair,  on  aura 

i  (i  +  4"!  +  î*0  +  |(ï*»  +  4»3  +  «4) 

»  .  '. +î  (2^-»  +  4^m-.i  +Wm> 

Ce  résultat ,  d'une  forme  assez  élégante,  ne  comprenant 
que  des  lignes  qu'on  peut  mesurer  sûr  la  figure^  peut 
servir  à  évaluer  des  aires  renfermées  par  des  courbes 
dont  on  n'a  pas  Téquatioq ,  avantage  que  n'offre  point 
la  méthode  du  n^^3*  Au'reste>  dans  l'une  et  l'autre 
méthode ,  il  faut  calculer  à  part  les  [Portions  comprises 
«ntre  deux  points  singuliers ,  et  multiplier  davantage 
les  ordonnées  dans  celles  où  la  variation  de  courbure 
est  le  plus  considérable. 

De  V analogie  des  différences  ai^ec  les  puissances. 

V 

38g.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences , 
quoique  étant  bien  dîstinctSi  comme  on  le  verra  dans  la 
suite  f  ont  néanmoins  de  grands  rapports  entré  eux ,  et 
peuvent  s'appliquer  l'un  à  l'autre.  Lorsque  l'on  consi- 
dère le  premier  soiis  le  point  de  vue  où  l'a  présenté 
Leibnitz^  ou  par  la  théorie  des  limitç$^  il  devietitun 
c|LS  particulier  du  second  :  on  a  dû  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  Ouvrage ,  et  pour  le  confirmer 
encore,  je  déduirai  la  série  de  Taylor,  de  l'équation 

Cale,  intigr.  87 


-n 


578  TAÀivi  iijim^TAV!^ 

,   n  .      ,   n(n —  i)  ^, 
1  1.2    . 

,   nin—iMn—i)-     ,     ^     ,9     ^ 

■*"      "TXâ — ^  ^  " + ®**^  ^^"^  • 

Soît  u  =  f(x) ,  et  que  la  variable  *» reçoive  àaccessi- 
vement  un  nombre  ?»  d'accroissemens  égaux,  représentés 
par  A  'y  la  valeur  Uu  sera  celle  que  prend  u  quand  x 
devient   x^^nci'^  faisant  ensuite  7hA  'ssh,  on  aura 

I»  =  -  et 
a 

Un^U  +  -  Att  +  ^-^^ ^  ù^u 

ce  quî  peut  s^écrire  ainsi  ^ 

_^    ,    ,.  ,   h  ùu  ,  A(A-— «)  A*M 

f.(*+A)  =  wH f--^- -' — 

^         '  I   *  i.a      Et* 

i.a.3  «t^    * 

* 

Maintenant  y  si  l'on  conçoit  que,  h  demeurant  cons- 
tante,  «t  décroisse  indéfiniment),  oequ^ revient  a  sup- 
pofter  le  nombre  n  de  plus  en  plus  grand,  le  second 
membre  de  l'équation  ci-dessus  tendra  vers  upe  limite 
qui  s'obtiendra  en  faisant  ce  ts  o ,  et  en  o^bseryant  qap 
lès  rapports 

Au       A?i^       ù?iâ 


*     -:rf     "^>  ?^9- 


fit  ÛL' 

ont  alorf  pour  limites,  les  coèfficiens  différent ielis 

au      d*w       à'u 

Tx'  "  d?'    "3P'  ***•  = 
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on  aura  donc  encore  . 

,  àuh    ,  d^z*   A*        à^u      h?  ■ 

"  +  !n  "■  +  Tlk r  j-3  — — ô  +  etc., 

dar  I         d**  1.2       dar  1.2.3  ' 

poyr  le  développement  de  la  fonction  u ,  quand  x  est 
devenue  x  +  h,  Cest  à  peu  près  ainsi  que  Taylor  est 
arrivé  au  théorème  ci- dessus ,  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu'une  fois  on  y  est  parvenu ,    la  théorie  ana- 
lytique   du    Calcul    différentiel  n'offre    plus    aucune 
•difficulté  'f  ainsi  ce  ^ui  précède   suffit  pour  montrer 
comment  il  résulte  du  Calcul  des  différences. 

390.  A  l'aide  du  théorème  de  Taylor,  le  développe- 
ment des  différences  d'un  ordre  quelconque  pour  jine 
fonction  quelconque  s'obtient  sans  difficulté.  On  a  pre- 
mièrement 

du  h   .  d-M  A*     .  d\l     A3       , 

Att  =  -5 H  -r- hT"3 h  +  etc.  ;• 

d*  I       d«*'i.2       da?^ï.2.3 

et  sî^  dans  cetle  équation,  on  met  successivement  Az^, 
A^Uy  A^u,  etc. ,  au  lieu  de  u,  on  formera  les  expressionf 

'''*=T^--7+"dï^t^+"s?-T:i:3  +  ^^-' 
^'^=-dr7+ir^7:i+^^- 

^,         dù?uh,     , 

A^Z=Z—r: +  etC.^ 

dx    I 
etc.,i 

au  moyen  desquelles  le  développement  de  chaque  dîf- 
'  férienoe  se  déduit  de  celui  de  la  précédente.  On  obtien- 
dra d'abord 

.  -^ 

37.. 
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A*u=  T-i r  TT r  j-î  — ô  +  etc. 

,  d*«'A4 

'    "'■d:?o+***- 

II  serait  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes 
de  cette  expression ,  mais  on  y  parrient  d'une  manière 
plus  générale  >  au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entre 
la  différentiation  des  quantités  et  leur  élévation  auxr 
puissances  y  analogie  dont  le  n^  878  renferme  les  pre- 
mières traces, 

Sgi,  On  a  vu  (^7)  que  . 

^  =  i-H-H 1--^^— -  +  etc., 

I       i,a       I .2.3 

et  il  suit  de  cette  formule  que 

Ê^  .  duh   ,  du'  h^    ,  da?     h?    '  , 

dofi       d**i.2       d4rx*2,3  - 

S^  duh   .   du*  A*        du^  ,h?      ,    ^ 

«       — i=j l-Tl hj-3 5  +  etc. 

d^rï       d«*i.2       djr  1.2.3 

Si  maintenant  on  transporte  les  e^Lposans  des  puissances 
de  du  à  la  caractéristique  d^  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  deviendra 

duh      d^u  h^        d^u     h^ 

d*  I  "*" d*»  1 .2  "*"  d^  1 .2.3  ■♦"  ^*^'  ' 

et  sera  la  même  chose  que  ^z^  :  on  aura  donc 

AM=e*^*    —I, 
pourvu  que  dans  le  développement  du  second  memlffe 


on  lahansporte  à  la  caractéristique  d  les  exposans  des 
puissances  de  Su. 

D'après  ce  résultat,  Lagraflge  a  remarqué  le  premier 
qu'on  ayaft  en  général 

en  ebser?ant  toujours  de  transporter  à  la  caractéris- 
tique d  les  exposans  des  puissances  de  du. 

DepuisyOn  a  siuiplifié  cette  manière  d'écrire^  en  posant 


Au 


=  V'    —1/»,     A*w=V'^  —  i/w; 


car  il  n'y  a  plus  rien,  à  changer  dans  le  développe- 
ment *,  mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  la  lettre  d  ex- 
primant une  caractéristique  et  non  pas  une  quantité  ^ 
les  équations  ci-dessus  ne  deviennent  effectives  que 
par  le  déyeloppement  de  leur  second  membre.  Yoici 
comment  Laplace  a  démontré  ce  beau  résultat. 

Il  est  évident^  par  ce  qui  a  été  dit  dans  len*^  précédent, 
que^  quelle  que  soit  l'expression  de  A"u,  on  doit  avoir 

A»i#===^^«i+^  —^  A'^'+^«  _-j  À^-^^  +  etc., 

< 
jfy  ^"f  etc»  désignant  des  coeffîcieus  qui  ne  dépendent 

que  de  n»  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra 
nécessairement  au  cas  ob  û  =  ^'  ;  mais  alors 

du d^u  ^^  d?u  ^^  .  . 

dï^d^'^d]?""®^'^     ' 


Substituant  cette   valeur,  de    A"u;   dans  le  premier 
membre  de  l'équation  posée  plus  haut  y  et  celles  de 
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_^    -iî,  ^tc,  dans  le  second,  il  Tiendra 

(^k—  i)»  =■  A» 4-  ^'**+"»  +  J^h"^  +  etc. , 

d'oi  il  suit  que  les  coefficîens  A\  A"^  etc.  doivent  être 
les  mêmes  que  ceux  du  déyelopp^nent  de  [e?" — 1)«^ 
puisque  l'accroissement  h  doit  demeurer  indéterminé. 
Il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune  difiStulté  à  l'égard 
des  coefBciens  différentiels  de  u^  qui  se  déduisent  tous 
des  puissances  de  iu par  le  changement  indiqué, dans 
les  exposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  diffé- 
rences se  retrouTC  dans  les  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  Tariables ,  iet  se  prouve  d'une  manière  ana- 
logue. 

392.  De  Am=«*^*  —  I  on  tire  «***  =  i  +  àu\  et 
si  Ton  prend  les  logarithmes  de  part  et  d'autre ,  il 
viendra 

--- A=l  (i-f- Aw). 

Lagrange  a  encore  reconnu  qu^  cette  équation  se-< 
rait  Traie,  si  dans  le  développement  de  l(i  +àu)y 
on  transportait  à  la  caractéristique  A ,  les^^exposans 
des  puissances  de  Ai/  ;  on  aurait  par  ce  moyen 

^A=Au-TîA*»-fiA3tt— iû4i^.+etc.    (29). 
àx  ) 

Au  lieu  de  m'arrèter  à  démontrer  ce  cas  particulier» 
je  vais  prouver  qu'en  général 

gA«=(l(i  +  A^)^ 
«n changeant  Am%  Aw^ etc.  en  Afw,ûiV,etc,  oubien 


.  » 
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"sans  rien  changer  dans  ledéyëlopjsêînent. 

Ile$t  TÎsii^le  ijve'la'qiaeMÎDnireTiefii  à  déterminer  W 

coefficîens difierentiets -r- ,  -r-^,  etc.,  en  fonciion  dés 

différences  successives  de  zf ,  et  que  pour  cela  on  a  des 
é^uatiôiis  dé  Jk  fbVine         ' 


y  ^  M  *  »  é 


i       à  0i  *.      9 


V\ 


etc»)  ,,.'.•. 

dans  lesquelles  les  coeffîcîjens  différentîek  ne  monteiat 
qu'au  premier  degré  :  on  ^yX  donc  fairç    . 

^^'A«=:  i2L«zi  4i  5^A»*^i^4-»''A'*+«M  +  5*A»+5„4.  etc. 

On  obtiendrait  facilement  la  pâleur  des  coefficient  in- 
connus  B%.B  ,  B  ,  etc.,  par  rélimination  successive  d<?, 

dj»»^»  '      d«»t  V        ' 

mais  puisque  l'équation  hypothétique  .doit  avoir  liéii» 
quel  que  soit  u^  elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fera 
u=te^,  ce  qui  "  dcnneï^à    ' 

^  =  c*,  et  A'i^  =  e'(e^  —  i)', 

quelque  valeur  qw'ai^  le* nonkbre,  entiei^  f  j  et , l'on  trou- 
vera par  conséquent 

À«=  (e*  —  i)«4i  BV  —  ty*^'  +  ir(i?*i*- 1)"-*-»  +•  etc. 
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Pour  meUre>  en  évidence  l'identité  des  deux  membres 
de  cette  équation ,  il  suffit  d'observer  que 

parce  que  le  développement  de  l(i  <4-'^— *  1)9  ordonné 
suivant  les  puissances  de  6^—  i  ',  qui  est 

étant  élevé  à  la  puissance  n ,  deviendra  comparable  à 
la  série 

(«*_!)•+ jr(**_i)M-i4.^^_,)i.4*^etc., 

dont  les  coefficiens  numériques  B^y  B^,etc»  seront  par 
conséquent  déterminés.    Si  l'on  écrit  Au  à  la  place 

de  0^—  1 .  et  -i-tA"  à  celle  de  A'' ,  on  aura  l'ématito' 

OJP" 

d'il 

-—  A* = {I  (  I  +  ^)  ) *«*  7  posée  préoédement. 

En  faisant,  pour  abréger ;»  tf*  —  '  ~*  >  ^  développant 
(« — î«*+5«**— ï«* +  etc.)*,  suivant  les  puissances 
de  m-f  par  la  méthode  du  n^  55,  on  obtiendra  les  var 
leurs  de  ^',  ^*,  etc. 

393*.  La  foriBluTe  du  n^  38a  se  déduit  aussi .  du  tbéo- 
rime  de  Taylor,  qui  devient  une  formule  d'interpola- 
tion, lorsqu'on  j  remplace  les  coeffîoiens  différentiels  par 
leur  expression  en  différences^  tirée  du  n"  précédent. 

En  ^  effet  l'équation 

donne  ■     • 

1^  —  ^Xùf^+  jf^^'u+jfÀ^u  +  etc.). 
oar       n 

Si  l'on  tirait  succc^iveraent  de  cette  équation  les 
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leurs  de  T-,   T-:t  T-îtetc,  pour  les  substituer  dans 
Qx     d**    djr  "^ 

isl  série 

dar  I    •    d^r^i.a       dx^  1.2.3 

qui  exprime  ce  que  devient  u  lorsque  x  devient  âp+  h\ 
on  aurait  un  résuttat  de  la  forme 

^'1+^'  ^  +i5'.p)A'»i*+etc., 

iT,  ^"j  B\  ,  iB', ,  5*» ,  etc.  étant ,  ainsi  que  A\  A\  çtc, 
des  coeffîcîens  numériques  indépenday  de  h\  et  dési- 
gnant par  ùku Paocroissement  que  reçoit  la  fonction  u^ 
dans  le  passage  de  :p  à  :c  -f-  A',  il  viendrait 

Cette  équation  devant  avoir  lieu^  quel  que  soit  i^, 
subsiste  encore  dans  le  cas  o&  1^==^)  et  se  change 
alors  en 

dont  on  ramène ,_  par  le  développement ,  le  pre- 
mier membre  a  la   même  forme  que  le  second^  en 

W 

observant  que  ^- = [i  +  (c* —  i)]  ;  et  comme  en  re- 
mettant dans  le  second >  u,  isuy  ù^u^  etc.  >  à  la  place  des 
quantités  i ,  «*—  i ,  (^' — 1)%  etc. ,  on  retombe  sur  le 
développement  de  w^ ùku^ow  doit  en  conclure  que 
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Ce  résultat,  aussi  simple  qu'élégant,  a  été  présenté 
par  Lagrange,  comme  une  conséquence  de  Panalogie 
que  les  différences  ont  avec  les  puissances.    En  eflfet , 


% 


îl  suit  de  Téquation^^  =t+Au  (Sga)  que 


^h'  ^ 


e  '    =  (i  +  Am)    ,  ce  qui  donne  sar-le^hamp 


^'  ^A' 


1  +A'w  =  (i  +AU)^,  puisque  e^   ^i-^ùiu. 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière 
éqiiatioh ,  et  transportant  à  la  caractéristique  A  dans 
le  second  membre ,  les  exposans  des  puissances  de  au 
on  trouvera  ,  coninie-  ct^dessus ,        ^ 

A.f         ^  .      •  ^  m'-—  h\    ' 

Vtt  Calcul  ins^erse  des  différences  y  par  rap^ 
poH  aux  fonctiom  MpUcite^  dune  seule 
variable. 

394.  Le?  Calcul  inverse  des  dîffértehces  est,  k  Pégard 
du  Calcul  direct ,  ce  qu'est  le  CalLil  intégral ,  par 
rapport  au  Calcul  difi^rèntiél  :  il  a  peut' '  oli^et  de 
remonteir  dès  dilTéi'eiiçes-  aux  fornctions-  primitires.  Je 

n  Ges'cifriêHiM'Analogies?.  des  pttÙtand^s  àVéib^Iétf  diffi^niKteB  el 
les  diiSéreoticUes  ;  QQnt<lév^l<;rppç^ay,çc  '£eaiicoup*(i'(^'|<sidiie  dan* 
le  3«  voJamç^u  Traite  in-^?.  J'ji  ai  indigu^'  plijsienrs  Mémoires 
ins^rifs  sur  ce  sujet,  dans  les  'Transactions  pkdosophigues ,  et 
quelques  fetnâtqiies  de  "M.  Héi-fclièi  ^dâns1'A''{)t)encfïctf  qà*jl  a  mis 
à  la  suite  delà  traduction  qu'il  a  bien  touIu  faire,  conjointement 
arec  MM.  Babbage  et  Pcacok,  de  la  af.cdjtion  du  pre'sent  Traite 
élémentaire.  ''    ^  .  -  •-  "  '' 


y 
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m'occuperai  d'abord  des  différences  qui  sont  exprimées 
immédiatement  parla  variable  indépendante  >  c'est-à- 
dire  oii  l'on  a  pour  déterminer  u^ ,  une  équation  de  la 
forme 

l'accroissement  de  x  étant  constant  et  donné  :  je  le  re- 
présenterai à  l'ordinaire  par  k,  , 

Soit  premièrement  r  =  i,  d'où  Aî*,=r.f(jç);.  pour 
indiquer  l'opération  qui  doit  faire  revenir  de  CLux  à  u^r 
on  emploie  la  caractéristique-  2  ,  et  l'on  écrit  en  qon- 
séquence 

les  caractéristiques  A  et  S  indiquant  des  .opérations  con- 
traires, qui  se  détruisent  lorsqu'on  les  effectue  l'une 
après  l'autre  sur  la  même  fonction. 

L'opération  indiquée  par  le  signe  2  s'appellfi.  aussi 
intégration^;  car  S  f(ar)  désigne  une  véritable  somme. 
En  effet,  si  l'pn  ajoute  les  équations  (i)  du  n**  875,  il 
viendra^  

et  SI  l'on  représente  par  a  la  première  valeur  de'is, 
et  par  u  celle  de  ti^^,  qui  s' jr  rapporte^  on  aura,  pour 
une  valeur  quelconque  jr  ==  a  -f*  ?^^  9 

S  f  (ar)  =±  z*  +  f  (a)  +  f  («  4- ^^  +  f  (û  +  34Â) 
. .  : . • .  +  f[a  +(7î—  i)A]|| 

Cette  expression,  qui  augmenterait  de  f  (a  ••\rnli)  oucU 
f  (x)  ,  si  l'on  ajoutait  h  à  la  dernière  valeur  attribuée  à . 
AT,  et  qui  a  par  conséquent   pour  différence  i{jx)%  se 
compose  ainsi  de  la  somme  de  toutes  les  valeurs   que 

prend  î{x)  depuis  \v= a  inclusivement  jusqu'à 

jp==:a-f  (n  — i)A,  plus  de  la  première  valeur  de  u 


1 
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qni  est  indéterminée,  et  qui  tient  ici  la  place  de  la 
constante  arbitraire  qne  le  passage  de  Us  à  ÙUg  a  pu 
faire  disparaître. 

Pour  rerenir  de  à^Ug=:î{x)  hiUxy^  est  évident  qu'il 
faut  effectuer  autant  d'intégrations  qu'il  y  a  eu  de  diffé- 
rentiations ,  ce  qu'on  indiquerait  ainsi. 

S'-A^w,  =  M,  =  S^f  («). 

A  chacune  de. ces' opérations^  il  faudrait  ajouter  une 
nouTclle  constante,  ce  qu'on  peut  voir  aussi  en  obser- 
^  Tant  que  l'équation  C/ux^ssî{x) ,  ne  donnant  les  difiPé- 
rences  de  la  fonction  qu'à  commencer  de  l'ordre  r , 
laisse  indéterminées  les  r  quantités 

et  par  conséquent  les  r  premiers  termes  de  l'expression 
tt»sa;  M  +  ^  An 4-     '       ^'  A*n  +  etc.  ^77), 

au  mpjen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  u  relative 
à  xs=za,  à  celle  qui  se  rapporte  à  x^ssa  +  nh. 

395.  On  voit  donc  qu*icij  comme  pour  les  dtfieren- 
tiçlles,  l'intégration  introduit  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égala  l'exposant  de  l'ordre;  mais  il 7  a  cette 
différence^  que  les  quantités  qui  disparaissent  quand 
on  passe  aux  différentielles,  sont  absolument  constantes, 
au  lieu  que,  pour  se  détruire  quand  on  prend  les  diffé- 
rences ,  il  suffit  <pi'une  quantité  demeure  la  même  lors- 
qu'on passe  de  X  a  X  +  h  i  et  il  en  existe  de  telles^ 
car  il  est  visible  que  l'expression 

qui  devient  alors 
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jouît  de  cette  projprîété^  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  ç. 

On  fait  entrer  en  même  temps  le  sinus  et  le  cosinus 
dans  la  fonction,  pour  qu'elle  ne  redevienne  la  même 
que  dans  le  seul  passage  dexkx  +  h,  ce  qui  n'aurait 
pas  lieu  pour  une  fonction  qui  ne  contiendrait  que  Pun 
ou  l'autre,  puisque 

s.n-^=8m j =  8m(^,— ^J, 

2jrjf  aarfA  — *)  /  2iitx\ 

^—^<>^ — k — -<^{^ — jrj' 

nous  donnerons  dans  la  suite  la  construction  géomé- 
trique de  ces  fonctions. 

3g6.  Il  est  I  propos  de  remarquer  qu'en  prenant 
l'intégrale  de  chaque  membre  de  l'équation 

Au  -f-^*'— A^  s=  A  (m  +  </—  w)     (376), 

il   vient 

S(Am  +  Aç — Aw)  =su  +  i'  — f** 

=:  S  Au  4*  X^p  —  S  A  w , 

ce  qui  ramène  l'intégration  des  différences  polynômes 
à  celle  des  différences  monômes. 
De  même  Véquation 

oAu  =  A .  au    donne    2 .  aAu  =  au  ;;=  aXAu , 

par  oii  l'on  voit  que  les  constantes  lussent ,  comme  01^ 
vent ,  sous  le  signe  2  ou  hors  de  ce  signe. 

897.  Lorsque  f(s)  est  rationnelle  et  entière ,  l'ex- 
pression de  Un ,  en  se  terminant  y  en  donne  l'intégrale 
exacte.  En  effet ,  si  m  désigne  l'ordre  auquel  les  diffé- 


renœs  de  cette  fonction  sont  constantes  (38o),  comme 
de  A'w,  =  f  (*) ,  il  suit  A"»  f  (x)=  A'+"»m,  ,  et  que  cette 
dernière  différence  est  constante ,  on  a  sar-le-champ 

+  n         .   n(n  —  i)    . 
-  àU'+  -^ '  A*w 
I                  1.2 

I .  a .  o . . . .  (r  +  m) 

u,  Auy  A^u ,  etc.  répondant  à  x=:a^  et  si  l'on  fait 
a  4-  /ifc  =  *  I  2^n  deviendra  M;^. 

En  posant,  pour  abréger,  £(x)^=zi;^,  il  Tiendra 

u  et  ses  différences  jusqu'à  l'ordre  r—  i  inclusivement 
demeurent  arbitrairea*  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu. 
Soit  pour  exemple 

Ai^r==Jf^  —  Sx*  +  6x  —  i, 

l'accroissement  de  x  étant  i;  on  aura  r=:i,  /7i=3) 
A=  I  ,  et  si  l'on  suppose  a  =  o ,  on  trouvera 

</=—!,     Ai^s^i     AV= — 4> 
a3<;  =  6         AV=o    (38o), 
d'oii 

jc  ,        «(of— i)       ,  x(x—i){x  —  2) 
I                i.a           ^  1.2.3 

,  /.  ar(jf  — i)(jr— a)(jr— 3)       • 
1.2.3.4 
= ^—2 L,  consL 

La  formule  générale  de  cet  article  comprend  le  cas 
«Lans  lequel  la  valeur  donnée  pour  àux  serait  cons- 
tante  :  on  aurait  alors  A'^u  ou  Af^  =  o. 

On  voit  immédiatement  aussi  que 


«_     _       »=-x-' 

danneyen  int^rant  le  f»«tnier  et  le  dernier  membre^ 
2a=^-  +  consLy   d'oJi  Si=  2/ir=    -. 

398.  Quoique  la  formule  précédeute  suffise  pour 
toutes  les  fonctions  rationnelles^ et  entières ^  il  est  à 
propps  de  faire  connaître  quelques  autres  expressions 
qui  ont  aussi  des  avantages  qui  leur  sont  propres^  et 
pour  commencer  par  celleis  qui  sont  les  plus  simples , 
je  m'occuperai  d'abord  des  produits  composés  de  fac- 
teurs équidifféreos. 

Soit 

si  l'on  en  prend  la  différence ,  qn  •ol^tiepd];a 
Am=  (ap  +  A)(*  +  2A)(ap  +  3A). .  .{x-^mh) 

—  xisù-^h^ix+nK) [a?  +  (i7i— i)A] 

=  (*  +  ^0  (*  +  ^^) -..[«  +  (w» —  i)h]  mh'f 

Au        2Az£         u 
et  comme  S  — v:  =  — r  =  — r>  on  aura 

7n/i        mti        mti 

S  («  +  A)  (  JP  +  ^^)  •  •  •  •  [*  "I"  (''^  •""  ï  )^] 
x{x^h)(jKr\-%h)..  .Ax  +  (m — i)A]    , 

S=  -1 — 1—2 — ^ i  -f-  CO/2«<. 

Si ,  pour  ramener  à  nf»  le  nombre  des  facteurs  affectés 
du  signe  2  ^  l'on  écrit  maintenant  jp  —  A  au  lieu  de  x, 
et  ?»  4-  1  «u  lieu  de  m,  il  viendra 

2*(ar-4-  A)(a;  +  2A).  . .  .[*  +  (/n — i)h'] 

(x  —  h)x{x  +  h)  (jf  +  '2/1). .  ,  .[x  +  (m —  i)A] 


A    I 
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OoToit  ici  que  dans  l'intégrale,  le  nombre  des  facteurs 
surpasse  de  l'unité  celui  des  facteurs  de  la  difFérenoe,  et 
que  le  diviseur  est  ii»+ 1  »  ce  qui  est  bien  analogue  à 

la  formule /i"d*  = — 5 —  (167). 

On  intègre  aussi  la  fraction 


u 


.^.JL 


parce  qu'en  prenant  la  différence ,  on  trouve 

I 

{x  +  h)  (x+  2 A)  (*  +  3Â) (x  +  nM) 

■  «  (w  H-  A)f«  +  a*). . . . .  .£x  +  (ot  —  i)A] 

—  mh 


x{x  +  h){x  +  nh). . . .  (x  +  mh) ' 

repassant  aux  intégrales  et  mettant  pour  u  sa  valeuTi 
il  vient 

2  —  I u 

xÇjX'j'  h)  (x  +  2A) ...(«  +  toA)       ireA 

' 1 ' 

et  si  l'on  écrit  m-—  1  au  lieu  de  m ,  on  obtiendra 

I 

*(*  +  A)  (*  H-  2A)  ....[*  +  (m  —  i)À] 

— I 

(m  —  i)hx{x  +  h)  {x  +  nh) [x  +  {m —  2)A]* 

399.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  sei*vir  aussi  [à 
Pint^ation  des  fonctions  de  la  forme 

u4x*+Bk^  +  Cxy  +  etc. , 


parce  que  oes  fonctions  se  transforment  en  produits 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes.  Pour  • 
le  faire  voîr,  je  choisis  cet  exemple  très  simple  :   ar^, 
et  je  fais  -       t  -  ' 

*3  =  (jp  +  h)  (ai+nh)  (x  +  ^h) 

en  supposanl  que  h  désigne  l'accroissement  de  x.  Si 
l'on  développe,  et  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances 
de  X,  on  aura         . 

x'^  =  x'^+ehx^  +  ïih'x  +  6h^' 

+  ^or*  +  ^^hx  +  nAh""  ;. 
-i-    Bx    ^  Bh 
+  C; 

etcotoparftntentreeuxles  termes  affectés  de  la  même 
puissance  Ae  x  y  on  formera  les  équations 
6A  +  ^  =  o ,    • 
I  lA»  Hh  3^Â  +  ^  =t  o  / 

desquelles  on  tirera 

et 

jr3=-X«  + A)  (j^  +  aA)(x+3Â)— 6A(ar+A)  (a;  +  aA) 

+  77iXar+A)  — A\    '■ 

ce  qui  donnera ,  en  vertu  du  n®  précédent  > 
Sar'sr:  77  *  (jir+A)  (jf+aA)  (jf+3A) 

puisque  ?  — r  A^  =?  *-^A\Si  =  —  A*ar  (397). 

400.  Lorsque  u=:  x*"*^'  et  que  m  est  un  nombre  en- 
tier y  il  vient 

Cale»  intègr.  38 
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I  i»a  i.a.3 

En  intégrant  terme  à  terme  chaque  membre  de  cette 
équation,  remettant  dans  le  premier  x^'^\  au  lieu  dei<, 
et  passant  hors  du  signe  S  les  facteurs  cunstans ,  on 
obtiendra 


—I 

1.2       "  '^'* 


1.2.3 

Cette  équation  ferait  connaître  l'intégrale  Sar",  si  l'on 
a.Yait  Zjf"*""*,  Ss^""*,  . . .  .Sar**,  puisqu'on  en  tirerait 

Sa?"  ==  ;^ ; n  

l-HL  Ax,«-.+  ^'-^i)  A«s*"-. .  .  +  -4-  A-s^l 

11.2  1.2.3  -  77t-f*  I  j 

Si  l'on  écrit  successivement  dans  cette  derriière  m— 1, 
m — 2,  7ii-r-3  f-etc;^  pour  nr^  ^911  for  merles  expressions 
de  2x"*~',  Sx"""*,  Sjt*"^,  etc.  9  qui  ne  dépendront  que 
dék.iiltégrales  des  puissances  de  x  qu%  leur  seront'res- 
fiectÎTement  inférieupes.  On  peut  aussi  former  ces  va- 
leurs en  reraontanti  çjtsi.l'on  prend  d'abord  nis=:o,[l 

vient  Zjir®  =  t  >  comme  dans  le  n'  897 ,  parce  que  la 

formule  générale  ne  doit  renfermer  qu'un  nombre  m  de 
ter  men  afleâtéis  dur  6ig«er  S» 

Faisant  ensuite  m  =  i>i7t=2;  27»=:3,  etc.  y  et  subs- 
tituant succeâfirîvemeht  pour  Xx^y  Xx^^  Xx^,  etc.,  les 
valeurs  auxquelles  on  parviendra ,  on  jb.rmera  cette 
table  :     ' 
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XX    -    ^j, 


I  «*      I 


/" 


1x  =--7-^ if, 

*  *^        ï    •   .      ï       /  •      -' 

i^  n        2  2.2  - 

oîi,  pour  abréger,  on  a  om^  la  constante  arbitraire  que 
comporte  cbaque  résultat. 

4oi.  Au  lieu  de  pousser  plUs  loin' cette  induction,  on 
peut  supposer  -en  général 

Sot"»  =  Ax"^-^  '  +  Bx"^  +  C*""^*  +  Z)**»"*  4*  etc.  ; 

en  prenant  la  dilTérence  première  de  chaque  membre^ 
on  trouvera 


\*  *  >^  ^ 


I . 2  J •2 .0 

4-      i?-       ar«-"»A*+       B-^ i       ar"'^*^+etc. 

I  .     .     1   J.2 

+       C  fcil        a:--»A  +etc.  ' 
..  .       «.      .  I     . 

.    .       \  Hretc, 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  d'une  niême 
puissance  de  *",  on  obtiendra ,  entre  les  coefiîcieps.  -^, 
B^  C,  Dj  etc. ,  les  relations  suivantes  : 

38. . 
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^_ L_ 

>^, Xmr)ri)mh\  mh 

Ciss^A — ï: —  //---, 

iltc., 

avec  lesquelles  on  déduira  facîlemetit  les  uns  des  autres 
les  cpefficiens  de  l'expression  de  Sa?"",  quel  que  soit 
l'exposant  m.  £n  cllculant  immédiatement  les  douze 
premiers  termes,  on  trouvera 

Sjc"»  = — TT  —  -  -» 

a-      —     ^-    m-i_ I    /ra(m-x^i)(7re— a)/t3 

■^      2^3  2   *      •     6.5            2.3.4 

1  m(m— -i)  (y/»-~2)  (fft— ^3)  (m^-^A^ 

+      ô.-j^  .                *2. 3.4.5.6               *^      *^ 


w(/ra—- 1  ) . . .  .  (/ra —  6)^^ 

10.9  2.3. ...8 


jpm-7 


5  m(jn — i) .  • .  .  (/7i —  8)h9 

+  *    ^ K  — -  X^^B 

D.  II  2.O. ...  10 

691  m{m — i)....(m — io)A** 

210. l3  2.3. ...12  '■  I 

35  m(7?ï— ^).  ...(/TO— 12)^^3    .      .  J 

\      2.10  ^.3 .14     .. 

3617  m(/7»-^i). .  .  .(ttî — i4JÂ'^ 

30.17  2. 3.... 16  , 

43867  77i(m— i)^t . .  .(m — i6)A'7 

42» 19  2. 3.... 18 

1222277  wt(77t-*-i). . ,  .(m^— 18W9 

I  10.21'  '      2.3.  .  .  .20 

4- etc»  -^  corisi-y 


DE    CALCUL   INTEGRAL.  ^97 

formifc    dans    laquelle    les    coefficiens   exprimés    en 
nombres  méritent  attention,  parce  qu'ils  reviennent  .    : 

souvent  dans  la  théorie  des  suites.  ""**"'] 

Je  ferai  ol>server,  avant  de  fitiir  cet  article,  que  si 
Ton  multiplié  Sa?"*  par  h ,  et  qu'on  passe  cet  accroisse- 
ment sous  le   signe  X,  on  aura  l'équation 


^tn+i  ■       I    _,    ,   1  mh 


a 


X^ç'ni.  _  _î ««"ft  + 5  ar"»-'  -^  etc.  4-  const. , 

w'-f- 1       2  22.0      ^  , 

dont  le  second  membre  a  pour  limite ; — ~  +  const. 

*  m  -f-  I-    ^ 

lorsque  h  s'évanouit ,  eas  auquel  ^x^h  se  change  en 

-fx^Axy  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n''  286. 

4oîl.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques,  rationnelles  et  en- 
tières i  dans  le  cas  où  la  variable  indépendante,  reçoit 
un  accroissement  constant.  Soit  pour  exemple  la  fonc- 
tion 

en  observant  que 

et  mettant  pour  2ar^,  Sa?*,  Sa?  et  Sa?**,  leurs  valeurs, 

on  trouvera 

S(^*^  +  ^**  +Cx+Dy=. 

A    ,     3Ah-^7.B  .  ,  Ah^—iBÙr^C  , 

p^' — 6r-"+ — p^— " 

.   Bh^-^ZCh+&D      , 

4o3.  Dans  l'intégration  des  fonctions  transccu-' 
dantes,  je  me  bornerai  aux  fonctions  exponentielles 
et  circulaires.  Où  a  pour  les  premières 


% 


i 
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d'où  il  résulte 


a- 


—  ^.-^sef^h 


2a'(a*  —  0  =  (a'^  —  i)Sa^ 


et 


2a*  = 


a- 


a' 


4o4*  Pouif  les  fonctiom  circulaire,  on  a  i^.  l'équa- 
tion 

qui  donne 
Acos:r  ==cos(x  -f-  h)  —  cos  * =— 2  sin  ^  Asin  (*  +  5  A) , 

d'où  l'on  tire 

.   ,     ,   ,  , X  Acosor      ^    .  Acos(x — {h) 

sm{x  +  ih)  =  —  ,eï  sinar=: rrîT-ri — » 

2  sm  ^n  2  sm  ^  "^ 

en  écrivant  * — 5  A,  au  lieu  de  :r;  prenant  ensuite  l'in- 
tégrale de  chaque  membre  de  la  dernière  équation , 
Qn«  obtient 

S  sm  X =— : — 7^. — ^  +  consL  * 

2sin^/z 

2*.  L'équation 
sin^ ~sin^s=2  sini  (^  — ^)  cos^  (^  rhB), 
donne 

A  sinx=  sin  (x  +  h)  —  sin x  =» 2sin 5  Acos  (x  +  ^h)y 
d'où  il  suit 


cos  (x+~h)=i 


mn 


cos  a: 


2  cosj;= 


2  sin^  A  ' 

sin  {x  —  -J  A) 

2  sin  4  A 


Asin  jx  —  jh) 

2  sin  ^  A 

+  consU 


3^,  La  conversion  des  puissances  de  sinus ,  de  cosi- 
nus et  de  leurs  produits,  en  fonction  de  sinus  et  de 
cosinus  d'arcs  multiples,  ramènera  aux  deux  formules 
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précédentes ,  l'intégration  de  la  fonction  générale 
sin  jp*"  cos â;"  9  lorsque  les  exposans  metn  seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

En  effet ,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite 
de  termes  de  la  forme  ^^sin^o:  ;  ou  A  cos<^4p  ,  dont  les 
intégrales  se  déduiront  de  celles  dessina;  et  de  Acosx 
en  écrivant  qx  et  qh ,  au  lieu  de  x  et  de  h\  et  il  est  facile 
de  voir  que  l'on  aura  en  général  * 

■  ^sinlqh    ^ 

*.        /      I       N  sinfp+ûp*  —  \çh)   , 

2  cos  (p  +  qx)  =       ^     .^. — ~^  +  const. 

^       ^  2$in4yA 

4o5.  L'utilité  dont  est  l'expression  de  lu,  pour  la 
sommation  des  séries  >  a  porté  les  Analytes  à  s'en 
occuper  beaucoup ,  et  ils  sont  parvenus  à  lui  donner 
plusieurs  formes  très  élégantes  :  £uler  la  fit  dépendre  des 
çoefficiens  différentiels  de  u  et  de  l'intégrale  fu^x*  On. 
arrive  à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

da  h  ,  A^z  A»    ,  à^%     h?      , 
djpi       d**i»a-      d4p^  i.a.3 

qui  donne 

h^dz   ^     A*      d««    .      A3        d'à  ,     .    j_. 

•=T^di+T:5^j^+r:^^d?+et- 

\     dz 
Si  l'on  fdit  j-  =  w,  il  viendra  M=^fuAx  et 

fuÀx^s^  hZu  +  ctÂ^S  -îî^+  M^S  — ^  +  etc. . 

d*  djf 

en  représentant  par  et,  /S^  y^  etc.  les  coeiBciens  nnoié* 

riques  \  on  tirera  de  là 

-,         !/•!  T     du         _.    d*M 

Xz<s=;  Tjwx  —  «eÀS  -j -•  /8A*S  -pj  —  etc. , 
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expression   qui ,  par    le  changement    de  ii  en  -p , 

y-,  etc.,  conduit  aux  suivantes: 

^d*M      I  da         T^d^i/       ^T«^  <ï*2* 

^  Jx^=Â  di?-"*^^!?-^^  ^  d?  ~  ^'^-  ' 


etc.  (*), 

avec  lesquelles  on  éliminera  successivement  de  la  va- 
leur de  ^Uy  les  fonctions  * 

^àu       ^  d*z*        ^  d^M 

^dî»  ^Â?'   ^d?'  ***^-' 

et  U  est  aisé  de  voir  que  le  c&ultstl  sera  nécessaire- 
ment de  la  forme 

La  détermination  des  coeffîcîens  A,  B,  C,  etc. ,  s'opère 
ici  comme  dans  le  n"  Sgi ,  par  k  considération  de  la 

(*)  On  forme-  aussi  cet  expressions,  ea  observant  que; 

^  du      d.Zu  .  .    .  ,  j»  .      ji  1  ï 

2  r-  ^^  "j — >  c^  9^1  se  proi^rf  ainsi  :  on  a  d  abord  dAtt= Adi», 

puisque 

dAu  cçd[f(x  +  ^)  —  f(«^]  =  [r(a:H.  A)-f(.T)]d«, 
Adtt  =  Af  (a:;d3:  =  [f'(x  +  ^)  —  r(x)]  dx  j 

et  ensuite,  si  Ton  pose  Su  =  27,  ce  qui  donne  ut=:  aZ7,  il  Tient 

du=dACr=:AdCr, 
d'oh 

2du  =  2Ad{/r=:dl7=:  dSlt.  . 
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fonction  particulière  c*,  pour  laquelle  on  trouve 


e'  ^    ,  _      d'^.e 


X 


2«*  =  -jj ,     fe^Ax  =  I?*, 


d'où  il  suit 

ce  qui  montre  que  les  cocfHciens  AyB  ^  (7,  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h 

dans  le  dérelopperoent  de  la  fonction  -^ ,  réduite 

en  série  ascendante  par  rapport  à  cette  lettre. 
Si  l'on  met  pour  «*— ri  sa  valeur 

il  ne  sera  pas  difficile  de  calculer  au  moins  les  pre- 
miers coeffîciens  Ay  B ,  C ^  etc.  :  on  trouvera 

^  = ,  ^  —  —  >  C=py  D  =  — ~j£:=o,etc., 

^t  par  conséquent 

n  2        \7.dx       720  d*^  ^  ' 


(*)  Tou»  leg  coefficiens  des  pabsances  paires  de  h  sont  nuls  ; 
cela  est  prouve',  ain«i  que  la  Joi  ge'néi-ale  des  autres,  dans  le 
Traite'  in'4®  ,  t.  III ,  p.  106  et  suiv. 

La  même  formule  donne  pour  fuàxy  une  valeur  qui  peut  rem- 
placer avantageusement  la  formula  (III)  du  n»  a33,  surtout  quand 
on  y  substitue,  au  lieu  ^e4  coeflSciens  diflfe'renliels,  leurs  valeurs  en 
différences  (392).  Le  résultat ,  comme  ceux  du  n«  388,  peut  s'ap- 
pliquer aux  fonctions  dont  on  n'a  point  Texpression  analytique  , 
mais  seulement  une  suite  de  valeurs  numériques,  {f^ofez  le  Traité 
in-4«,  t.  III,  p.  18a  et  suiv.) 
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4o6.  On  obtiendra  de  la  même*  manière >  et  sans  plus 
de  difficulté,  les  intégrales  SIz^,  ou  S^u,  IX^u,  ou  l.^u, 
et  en  général  S'"if  ;  car  la  formule 

conduit  à 
*=*"^"di^+-^"*'2:-3^-;+M-*'2«^^^^  +  etc.;. 


im^ 


faisant  ensuite  -7--=  w,  oa  aura  z=if'^udx^y  et  par 
conséquent 

X'^Ms::— /'"z^o:"»— «AS'"-!^  — M*2*~  — etc.  „ 
/*"*■'  dx  d**  '• 

où  Ton  mettra  successivement  -r- ,  — - ,  etc. ,  auiieu, 

dor     djp* 

de  If  »  pour  obtenir  les  râleurs 

d*u       I   ^         ,  ,      d^i*        ,       d^ù 

djc*      A"''  dbf^  d** 

etc. , 

à  l'aide  desquelles  on  cbassera  S"*  —,  S*  j-- ,  etc.,  de 

l'expression  de  Z'^u.  L'éqaation  finale  pourra  être  re-^ 
présentée  par 

2°'«  =,  ^  fudx^  f  ^  /— »d*^' 


h 


+  JV^t*+.P/,^+QA»^"  +  etc.-, 


'•• 
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et  lorsqu'on  fera  uz:^^^,  elle  dévie  adra 


"~  km     •     Z.m— 1     '     î,in— s» "t"    j. 


+  N^  Ph  +  QA*  +  etc.  : 

les  coeffîcîens  A^  B  ^ iJf ,  N ^  etc.  sont  donc 

encore  ici  ceux  qui  maltiplient  les  puissances  de  h  dans 

le  développement  Se  r-j —;  et  .de  là.  résulte,  entre 

les  intégrales  et  les  puissances  négatives ,  une  analogie 
qui  n'est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences 
ont  avec  lef  puissances  positives ,  en  sorte  que  l'on  doit 
regarder  les  intégrales  comme  les  différences  d'un  ordre 
dont  l'exposant  est  négatif.  Il  est  visible,  en  effet;  que 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir ,  on  peut  poser 


2"»u  = 


(.£*-.)' 


.=(>-.):. 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puis- 
sfinces  -T--  en  -T-zy  en  observant  que  dans. 

-r-3-=d—''Mdjci',  d^'  équivaut  à/^,  ou  bien  encore  écrire 


S'«M  =  V^   —.1/      Uj 


expressions  qui  se  déduisent  de  celles  de  ù.^u  (Sgi) ,  en 
affectant  l'exposant  m  du  signe  — . 

407.  L'intégration  par  parties  se  pratique  sur  les 
différences  aussi  bien  <jue  sur  les  différentielles.  Soient 
P  et  Ç  deu;i  fonctions  quelconques  de  *;  on  fera 

sPÇ=ÇïP4-a, 


» 

'4 


• 
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z  étant  une  -jonction  inconnue  êe  la  même  variable  ; 
et  prenant  la  différence  de.  chaque  membre  de  cette 
équation,  on  aura' 

développant  etrédui»a]xt,enobservantque  QxaP=PQ, 
il  viendra 

0=AQs(P+AP)  + Aa,    PU   .A|P=ac— 'AÇs(P+AP), 

et  par  conséquent 

a  =  ~  2  A<2«  (P  4- AP) 
puis 

XPQ  =  0SP^2AQ2(P  + AP). (A)  y 

formule  qui  devient 

XPQ  =  Q1I^  —  i:ù^qi,P,       (i), 

lorsqu'on  écrit  Pi  pour  P  +  ûP. 

Si  dans  la  formule  (v^)  on^  change  Q  en  AQ,  P  en 
sP,,  et  qu'on,  observe  que 

2P.  +  A2P.  =x(Pi  +ÛPO  =  IP*, 

on  en  déduira 

XAQ1,P,  =;  AÇ2»P,—  £A*Q5?^P.  , 

et  la  formule  (i)*  détiendra  . 

2PÇ  =  QXP  —  AÇ^*P,  +  SA*  <5s*Pfc       (â). 

Changeant  ensuite  &n«  Féquation  (^),  Q  en  A*Q^. 
P  en  S*Pa ,  puis  remarquait  que   . 

X"P,  +  AS'P,  =25=  S^Pa , 
on  trouvera  ^' 

SA*  QZ'^F^  =  A*Ç2*P»—  2  A^QS^Pg, 
et  la  formule  (2).  deviendra 
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ce  qui  conduit  à  l'expression  élégante 

?PQ  =  QsP  -^  àQs»P,  +  A^ÇS^Pa 

donnée  par  Tâylor,dansles  TransactiojisphUoêophiqueù. 
Si  l'on  y  met  pour  P, ,  P^,  P3;  cta,  leurs  yateursen 
P,  et  qu'on  effectue  les  intégrations  qui  deviennent 
possibles ,  elle  se  change  en  • 

2PÇ±=Q2P— AQ(2'»P4.sP)4.A«Ç(l^P+îx2«P+sP) 

.-  — A3(2(S^P+32^P+32«P+2:P)4-etc. 

•» 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l'a  présentée 
dans  son  Essai  sûr  Inapplication  de  VAnalysie  à  la  prch- 
habilité  des  décisions  j  page  i63.  . 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mëhe 
à  des  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque; 
et  si  la  fonction  P  est  susceptible  d'un  nombre  suffisant 
d'Intégrations  successives,  on  parvient  à  l'intégrale  exacte 
dé  la  fcnction'PÇ. 

Application  du  calcul  des  différences  à  la 

sommation  des  suites. 

408.  Dans  une^suite  quelconque 

1 
U  y      Ul  y      U%f  •    •   •    'Ufl^t  y     Un  y  ^ 

le  terme  général  Ua  peut  être  r^ardé  comme  la  diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes 
qui  le  précèdent,  en  sorte  que  si  Ton  fait 

on  aura 

A*S„  -1  =  Un     et     iSrt-i  =  2  V,     (394) . 
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Tl  suit  de  là,  que  la  somme  entière,  en  y  compre- 
nant le  terme  général ,  sera 

On  voit  aussi  que  Sn  résultant  de  Sn^i  par  le  chan- 
gement de  71  en  n-+- 1 ,  l'expression  de  Sn  peut  se  dé- 
duire de  la  même  manière  de  celle  de  2z£«. 

Si  donc  £{x^  désigne  le  terme  général  d'une  série 
quelconque ,  dans  laquelle  la  différence  de  la  variable 
indépendante  soit  h,  la  somme  de  cette  série,  que  je 
représenterai  par  Sî{x),  sera 

5f  (*)  =  ïf(*).+ f(x)  , 

ou  bien  s'obtiendra  en  mettant  x  +  h  au  lieu  de  x , 
dans  2f(j?)  ;  et  il  ne  faut  pas  manquer  d'ajouter  au 
résultat  une  constante  arbitraire. 

Lorsqu'on  ne  demande  la  somme  de  la  suite  que 
pour  des  valeurs  eotières  de  l'indice,  la  constante  ar- 
bitraire étant  alors  une  véritable  constante  (SgS),  se 
détermine  comme  celle  dès  intégrales  aux  différen- 
tielles. Si  l'on  fait  commencer  la  suite  au  terme  cor- 
re5poiidant  à  l'indice  x^a^  et  que  l'on  ait  en  général 

S£(x)  —  ¥(x)  H^  cùnsti , 
il  faut  que 

F(a)  +  const.  =  f (a) ,   d'oi  consL  =î=  f (a)  —  P(a) , 

et 

,Sf(;r)  =  F(*)  -r  F(a)  +  f (a). 

Si  l'on  arrête  la  suite  au  terme  correspondant  à  l'in- 
dice x  =  a^n/i,  ît  viendra 

f(«)  +  f(«-f-  ^)  +  fda  +  iih) +  f(a  +  TiA)  =s 

F(a  -h  n/i)  —F(a)  +  {(à) , 

ce  qui  se  réduit  à 
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f(a  +  h)    A-  £{a  +  a/z) . . . .  +  f(«  +  nh)  = 
F(.t  +  TiA)  —  F(a)  , 

et  montre,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  le  terme 
f  (a)  ne  fait  point  partie  de  la  somme  S[(x),  prise  entre 
les  limites  x'=^a  et  x-^^a  +  /iÂ,mais  que  si  l'on  veut 
englober  ce  terme,  il  faut  prendre  la  somme  depuis 
x=a  —  h  jusqu'à    ar  =  a  +  nh. 

409.  Venons  maintenant  aux  applications.  On  dé*^ 
duira  des  formules  du  n®  898  , 

Sx{x-+-  A)(jf  +  2fi) \^x  +  (m —  i)A]  = 

•  •■     x(X'i-h)  {x+nh). .  .  ,(x  +  mh) 


S 


(ot+  i)h 


-{-  consty 


x{x  +  h)  {x  +  nh) . , .  .[x  +  {m —  tj/i} 

(tto— i)A(ar  +  A)(^  +  2Â)...[ar  +  (//t  — i)A3  "^  ^^''*'*  ' 

expressions  au  moyen  desquelles  on  obtiendra  les 
sommes  des  séries  directes  et  inverses  des  nombres  fi- 
gurés (*). 

Pour  les  premières,  dont  les  termes  généraux  sont 

X       xÇpr+i)       x{x+i)(x+^)  . 

I  1.2  1.2.3; 

ou  fait  A=i,  et  successivement  m=  1 ,  mszra,  etc.; 
il  vient 


X      xCx-^  1) 


1.2 

^  xix-i- 1  )       x{x+i)(x+a) 

1.2  t. 2.0 

■>■       "  ■■         ■ "         "  ■  ''  I         !■     I        ■iiii    iili  I  m  ^«P^^^i— ^K— — — »> 

(*)  Voyez  pour  ces  séries  le   Compl.  des  Elém.  d'u4lgèbre. 
Il  est  bon  de  rcmarqacr  quVIIcs  sont  identiques  avec  les  coefficiens  ' 
des  paiâsances  de  a,  dans  le  de#loppement  de  (t+s)-'*. 


é  — 
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.  ^  — rr3 — = — m:^ —  +  """"•  » 

etc.» 

où  Ton  peut  supprimer  les  constantes ,  parce  que  toutes 
ces  expressions  s'évanouisjsent  quand  x  =  o. 

Passant  aux  séries  inyerses^  dont  les  termes  généraux 
sont 

I  1.2  1.2.3 

on  trouve  la  seconde  formule  en  défaut  pour  la  pre- 
mière sériera  cause  du  diviseur  i— i  ;  mais  pour  J^ 
autres ,  on  a 

I.2iS-7 ; r= -r—  +  COnst.y 

x(x+i)  a?  +  i 

I  3  I 

etc. 

En  déterminant  les  constantes  pour  que  les  sommes 
partent  du  premier  terme,  qui  est  l'unité  dans  cbaque 
série,  on  trouve  les  expressions 

2  2  3  3 

qui,  se  réduisant  a  *,  |,  etc.,  lorsque  x  est  infini, 
donnent  les  limites  des  séries 

III  ,        1.2 

3       6        10  jp(«+ 1) 

.    I     •      ï     .     ï  t  J[.2.3 

etc. 

410.  £n  mettant  4: +  /r  au  lieu  de  a;,  dans  l'expres- 
sion de  Sx"*  (4oi)y  on  obtiendra  de  métne  Sx^^  c'est- 
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à-dire  la  ^mme  des  ^séries. 

I,  2*",  3", **". 

Si  Ton  développe  en  particulier  iSjkt*,  et  qu'on  fasse 
A  =  i,  il  viendra^  après  Jes  réductions, 

O 
pour  la  somme  de  la  suite  des  quarrés  t ,  4»  9>  *  •  *  •'*• 
4ii*  On  conclura  des  numéros  ^oZ^  4^4>  4^® 

iSa*  =       -7 -f-  const , 

a* — I 

^  .  cos(*+i/i)   , 

^  sîn(jc4"4^)   ,   . 

4>cos  *  =      \    ,  ,       +  i^<)n«/; 

;2sm^AE  . 

Pour  obtenir,  par  exemple,  la  somme  de  la  série 

sia<a,     8in(a4"^)>  ••  •sin(a+»A), 

il  faudra  prendre    Ssxnxy  depuis  x'rzia'-^h  jusqu'à 
j;=a  +  »^   (Â^^)f  ^^  ^^  viendra 

cos(g — \h)--cùs{a^nh+{h)^m{a+{nh)sml{:n+i)h 
asini/z  ""  sin^/i  * 

iF^'ex pression  générale  de  2m  du  n**  ^oSy  donne  aussi 
pour  Su  une  formule  générale  dont  on  trouvera  plus 
loin  (4^5)  une  application  remarquable. 

De  Vintégration  des  equcMÊhns  aux  différences 

à  deux  variables. 

4i2.  Jusqu'ici  j'ai  supposé  que  la  différence  de  la 
-'-'     fonction  cbercbée  était  donnée  explicitement  par  ^a  va- 
riable indépendante;  je  vais  maintenant  m'occuper  fles 
Cale,  intégr.  '  3q 
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cas  où  l'on  a  seulement  une  équation  contenant  cette 
fonction',  ses  dîffcrences  ,  la  variable  indépendante 
et  son  accroissement.  Si  la  fonction  y  dépend  de  la  va- 
riable at  dont  l'accroissement  soit  constant,  Féquation 
proposée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

11  est  à  propos  d'observer  que  l'on  peut  en' faire  dis- 
paraître les  différences  Ay,  A'jk,  etc. ,  en  les  rempla- 
.^ant  par  les  valeurs  con^cutives  de  y  ,  puisqu!on  a 

4y  =  y.  —  y^     ù.^y  =  y^  —  ^j^+y,  etc.    (377); 

et  le  résultat  prendra  la  formre 

F(«,  yp  y\y  y^^  etc.)— o, 

dans  laquelle  on  voit  que  tonte  équation  aux  diffé- 
rences fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  clier- 
cbée,  par  le  moyen  d'un  certain  nombre  de  viîeurs 
antécédentes.  * 

Si  l'équation  était  du  premîei^  ordre,  p«r  exemple,       ^ 
on  aurait  yx ,  par  le  moyen  de  y\   si  elle  était  du       " 
second,  on  en  tirerait  y^,  exprimé  par  ^Kt  et  parj-, 

et  ainsi  de  suite.  .  T 

Il  est  facile  de  s'apercevoir  qu'une  équation  quel- 
conque anx  différences  équivaut  à  une  série,  ^ns 
laqucUe  on  obtient  ckaque  terme  par  le  moycn*(de 
sa  relation  avec  crîux  qui  le  précèdent  et  avec  l'in- 
dice qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet»  lors- 
qu'on a,  par  exemple,  j'a~f(jf>  :K>  ^i)>  on  en  déduit 
y^-  f(ar4-A  ,  y^^  >)'  ^4=^f(^+  ^^  »  i'^  »  yù  >  etc., 
A  désignant  Faccroissemeiïl  de  «,  et' l'on  forme  ainsi  la 

série 

j»  y^f  y*7  ysy  Jir  etc.,  * 

an  moyen  de  ses  deux  premiers  termes.^ 


r  _ 
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Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  qiie  dans  la 
série  résultante  dfune  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences  j  il  y  aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu^il  y  a  d'unités  dans  l^exposant  de.Vordre  de  cette 
équation, 

4i3.  On  peutclianger  toute  équation  aux  dllFérences 
en  une  équation  différentielle  d'un  ordre  infjni,  en^ 
substituant ,  au  lieu  de  Ay,  A'jy',  etc.,  leur^^dévelop- 
pemens  d'après  le  n**  Sgi  *,  et  il  n'est  pas  moins  évident 
que  l'on  convertirait  aussi  toute  équation  diflerentielle 
en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  infinf, 
en  remplaçant  les  coefficiens  djnérentiels  par  leurs 
développemens  tirés  de  la  formule  du  n®  892. 

Il  ne  paraît  pas  que  ces  transformations ^  qui  ont  Tin- 
convéhient  d'introduire  ùh  nombre  infini  de  termes , 
puissent  être,  çn  général ,  fort  utiles  pour  l'intégrïition 
des  équations;  mais  elles^sont  trë& propres  à  faire  sentir 
■  ce  qui  dis^gue  le  Calcul  «di|Eérentiel  du  Calcul  aux  dif- 
férences. Elles  prouvent  que  parla  nature  de  tsB  dernier, 
les  différences  de  la  variable  indépendante  ^^^ivent 
être  n^*essairemeùt  déterminées;  car  si  l'on  avait  ui^ 
équation  entre      *  '      .  *t 

•  X,  yy  éxy  Ay,  A*y,  etc., 

dans  laquelle  l'accroissement  ù^x  demeurât  indétei^inft, 
qu'on  la  développât  suivant  les  puissances  de  àx^  Ay, 
ù^^jf  etc.,  ce  qui  lui  donnerait  la  forme 

j4ùkX-{-  Bày  \ 

+  CAar*  +  Dàx£iy  -f  Eày^'+Fù.^y  ?  =  o , 
+  etc.  3 

eon  y  pourrait  substituer, au  lieu  de  ày^ùy,  etc.,  leurs 
développemens;  et  comme  àx  j  resterait  encore  in- 
déterminé^* il  fr^udralt  que  les  coefficiens  Jes  diverse» 

39.. 


'i. 


X 
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puissances  de  cet  accroissement  s'évanouissent  d'eux- 
mêmes.  On  obtiendrait  ainsvy  entre  les  yariables  x^  y 
et  leurs  dllTércntielles,  un  nombre  infini  d'équations 
qui  devraient  s'accorder  entre  etles^  pour  que  la  pro- 
posée signifiât  quelque  chose;  et  dans  ce  cas,  elle  ne 
serait  équivalente  -  qu'à  la  première  de  ces  équations , 
dont  les.  autres  deviendraient  les  différentielles  suc- 
cessives* 

En  ne  supposant  l'équation  aux  diflërences  que  du 
premier  ordre ,  ce  qui  la  réduit  à 

A^x  +  Bty  +  Càs^  +  Dùkxty  4-  Eày^  +  etc.  =  o, 

et  prenant 

il  vl^t 


'•    i\x\ 


^*  /  A«»  +  etc. 


,     •  """Lad*» 

d'oiil'on  tire 


dx  .  a**         d*  1.2  d  j?* 

et  Si  cette  suite  d'équations  ne  peut  avoir  lieu,  la 
proposée  ne  pourra  se  vlrifîer  qu'en  assignant  à  Ax 
une  valeur  particulière. 

4^4*  ^  préliminaires    posés  ^  j'entre-  en  matière 
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par  l'Intégration  de  l'équation  générale  dn  premier  de- 
gré et  du  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  dîtrérence 
de  la  variable  :p^  ou  àx,  étant  r,  on  ait  l'équation 
ùy  +  Py  =  Q  ,  analogue  à  l'équation  difFérenlielle 
traitée  dans  le  n**  285;  un  procédé  semblable  à  celui 
du  n®  cité  conduit  à  l'intégrale  de  la  première^ 
Si  l'on  fait  y^=iu%^  il  viendra 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

uà%  +  z^u  -f-  C^uàz  +  Puz  =  ^  ; 
et  posant  séparément 

%^u  -f-  Puz  ==:  o  ,     ou     Aa  +  P^  =  o , 
il   restera  uàZ'^^uAz'=zQ^  d'où  l'on  tirera 

Ag=     j^       et    g  =  S      ,\    ; 

la  question  se  réduit  donc  à  intégrer  l'équation 

au  -f-  Pt^  =  o., 
dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables ,  en  lui  don- 

nant  la  forme  —  =  — -.P,  puisque  P  est  supposé  ne 

contenir  que  x.  Soit  »  =  «',  il  en  résultera 

àu  =  ^{e^^—l)   et  —  =:e^'~l=:  — P, 
.  u 

d'où  l'on  tirera 

e^^=i  —  P,    A^  =  l(i— P)  et  ^=21(1— P). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i  —  P 
répoad  au  produit  continuel  des  valeurs  successives 
que  reçoit  i—P  entre  les  limites  de  l'intégrale,  c'est-» 
iâ-dire  à 


M' 


(i  - Px-,)  (1  —/'x.O (i  — P,-3) ....  (I— Pc)  (4o8); 

8Î  l'on  désigne  ce  produit  par  [i — Par-O  ,  Texposant  x 
marquant  le   nombre  des  facteurs ,  on  aura 

d'où  l'on  conclura 

et  si  l'on  fait  attention  qae  u-^-  Au  =  Ut ,  on  obtiendra 
«  +  A«==|:i_PJ  et   a  =  S ^^-, 

ce  qui  donnera  enfin 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale 
indiquée* 

C'est  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange,  qui  le  premier 
fit  voir  l'analogie  que  les  équations  aux  diiTérences  da 
premier  degré  ont  aTec  les  équations  différent ielles 
du  même  degré,  a  intégré,  en  1761,  l'équation  traitée 
ci-dessus;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  Véquation 
j^i  =  iîy-f-Q,  qui  revient  à  ^^Ay^=Ry  +  Q>  En 
comparant^cette  dernière  avec  ^y-h'PX^^Qf  ^^^ 
P  =  i— /î,  1— P  =  JS,  et  par  conséquent 

Quoique  le  développement  du  produit  \^i — P«-.i] 
semble  supposer  que  la  différence  de  x  soit  égale  à 
l'unité ,  on  peut  néanmoins  conserver  l'expression  pré- 
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céclente ,  lorsque  Ax  =  A  ^  en  ooucevant  qu'elle  répond  à 

( I  —  Px^h)  ( I  —  Px^i^h)  ( I  —  Px- 3 a)  etc. , 

ou  bien  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre, 
en  faisant  x  =:  hx\  ce  qui  donnerait  Ax=  hàx'  et 
Ax'  —  i. 

Lorsque  le  coeiHcIent  il  est  constant^  on  a 

et  s*îl  en  est  de  même  âe^Q,  l'intégration  indiquée  s'ef- 
*  fectue  facilement  :  on  obtient  dans  ce  cas 

En  général ,  la  valeur  de  y  pourra  être  déliyrée  du 
signe  d'intégration  toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 

4i5.  Cest  la  méthode  donnée  par  d'Alembert ,  pour 
les  équations  différentielles  du  premier  degré  ;  et  dont 
j'ai  fait  connaître  l'esprit  (Bao),  ^ue  Lagrange  ap- 
plique aux  équations  de  ce  degré  et  d'un  ordre  quel* 
conque  aux  différences;  mais  j'emploierai  ici  le  pro» 
cédé  par  lequel  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  1775,  /et 
que  j'ai  déjà  exposé ,  d'après  lui  ,  pour  les  équations 
différentielles..  ^ 

Premièrement,  1^  valeur  complète  de  ^^^  satisfaisant 
à   l'équation 

d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
k  la  fonctiou  ^,1  l'obtient  comme  celle  de  y  dans  le 
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n^  309  y  lorsqu'on  en  connaît  un  noml^re  n  de  râleurs 
particulières^  car  il  est  clair  que  si 

sont  des  fonctions  de  x  qui  satisfassent  séparément 
à  l'équation  {A) ,  l'expression 

y  satisfera  pareillement ,  sans  détermination  des  cons- 
tantes C,  C*,  C,  etc.  ;  et  quand  le  nombre  de  ses 
termes^  supposés  absolument  irréductibles  entre  eux , 
sera  n ,  elle  sera  l'intégrale  complète  de  celte  équation, 
puisqu'elle  renfermera  n  constantes  arbitraires. 
Secondement >  l'équation 

qui  a^  de  plus  que  la  précédente ^  un  second  membre 
dépendant  de  x  seul ,  s'y  ramène  de  même  que  dans  le 
n®  3 14,  en  regardant  les  constantes  C^,  C,  C^f  etc., 
comme  des  fonctions  de  x»  Dans  cette  hypothèse  > 
l'expression 

y^  =:  C^y^  +  C  V^^  +  (r^y%  +  etc. 

•m 

conduit  d'abord  k 

résultat  qui  se  transforme  en 

y^^,  =  C,y,^,  4-  C"^y^^,  +  C^y\^,  +  etc. 
+  yx^ACx+yx^i^C":,+y\^AC's.+  etc.y 

en  mettant  pour  C^^., ,   C",+, ,  etc. ,  leurs  Taleur» 
C,+AC,,     C,  +  ùC\,  etc., 

et  se  réduit  à 
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lorsqt^on  pose 

y'x^.àC^  +  j'Vt  AC%+ j.%^.AC»^  +  elc.  =  0(1), 

de  même  que  si  les  quantités  (fx  9  C",. ,  Cx  9  etc.  y 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouveau 
varier  x»  on  obtiendra 

,y*+.=C'^+,/*-Ht+c^*4.Tj'%+t+<^*4.i:K%+t+eic. 

=  Cxfx^^  +  Cx/s^^  +  Csy^x^^  +etc. 
+  y,+»AC,4-/x^aAC%+ jrV.AC-',+etc-, 

résultat  que  l'on  réduit  à 

yx^ = Cmy's^  +  C'xy''»-^%  +  C**^%+» + etc. , 

par  la  supposition  de 

yx^^àCx+  y\^àC^+yx^^^Cs'^\>o.^o  (a). 

Faisant  varier  x  une  troisième  fois  y  on  parvient  à 

^,^3  =  C^/^^s  +  Cx/s^  +  C^xy^s^z  +  etc. , 

en  posant 

y«+îAC,+/,+îAC«  +  ^%3AC,  +  elc.=  o  (3), 

et  l'on  continue  ainsi  jusqu'anx  équations 

Maintenant,  si;  dans  la  valeur  àe yx^n^u  on  change  x 
en  jp  4"  I ,  on  trouvera 

yx^n~  Cxy'x-^n   +    Cxy'x^n  +   C xy" x^n   +  Ctc. 

+y,^„AC,  +  fx^ACx  +  yx+nAC%+  etc.  ; 
mettant  dans  l'équation  {B)  les  valeurs  de 

en  observant  que,  par  I* hypothèse  et  d'après  l'équa* 
tion  (-^), 
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^%+»  +  P*^''*+«-^,+  Q*j'*'x^ji_t. . .  +  Uxy^x  =  o, 
etc., 

il  restera 

y'x^r^C,^y\^,C^C,^-f^^C^Cr,  +  etc.  =r,   (/>). 

Oti  conçoit  'facilement  qu'avec  le  secours  des  équa- 
tions (i)  ,  (a)  ,. . . .  (»— 'i) ,  (/i)  ,  on  déterminera  en 
fonctionsde  «,  les  différences  aC^p,  AC*^  ,  AC^^. ,  etc. , 
ce  qui  réduira  la  recherche  des  quantités  C,  C j  CTy  etc., 
à  rîntégration  des  fonctions  d'une  seule  y arîahle. 

4i6.  On  ne  sait  pas  intégrer  ei^  général  l'équation 
(y^);  mais  lorsque  ses  coefficiens,  au  lieu  d'être  des 
fonctions  de  at,  sont  des  constantes  ,  que  Ton  a  seule- 
ment 

on  y  satisfait  en  faisant^,  =  /»*,  d*où  il  résulte 

car  elle  devient 

et  se  vérifie  si  l'oa  prend  pour  l'indéterminée  i», 
les  racines  de  cette  dernière.  Si  donc  l'oa  désigne 
par  w! y  m  y  m'y  etc. ,  ces  diverses  racines ,  on  aura 
(n®  précédent) 

y^  t=  Cm''  +  Cm"'  +  Cm"  +.  -^  . . 

Cette  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités 
m\  m" y  iri'y  etc. ,  les  mêmes  ctrconstaaces  que  l'inté- 
grale de  l'équation  différentielle 

d>  4-  /'d^d— >  +  Qd^M"- *j^ . , , .  +  t/yd*»  =  o. 


Il  peut  arriver  que  parmi  les  racines  de  Téquation 
(y/"),  il  s*en  trouve  d'imaginail*es  ou  d'égales  entre  elles. 
Dans  le  premier  cas^  >off«*eyient  aux  quantités  réelles 
par  des  transformations  analogues  à  celle  du  n**3io. 
Dans  le  second  cas,  pour  rendre  complète  l'intégrale 
qui  a  cessé  de  l'être,  on  a  recours  à  l'artiiioe  employé 
Sm$  le  n^  3ii. 

417.  L'équation  (^)>  pouvant  être  considérée  comme 
exprimant  la  nature  d'une  série  dont  un  terme  quel- 
conque^ repré^nté  J^^Tyx+n,  dépend  des  n  termes  qui 
le  précèdent ,  se  rapporte  aux  séries  récurrentes  {CompL 
des  Élémd^Alg?^  dont  le  terme  général  est  j^,  et  dont 
VéchdLle  de  relation  est 

-P,      -Q, -U: 

Pintégration  de  cette  équation  répond  donc  à  la  re- 
cherche du  terme  général  de  la  suite  proposée;  mais 
en  n'ayant  égard  qu'à  la  loi  de  sa  formation ,  les  n  pre- 
miers termes  de  cette  suite  sont  nécessairement  arbi- 
traires; et  si  on  les  suppose  donnés ,  en  les  désignant  par 

:yo9  yx%  y^»  yzj j^«-i> 

on  jgourra  former  les  équations 

y],  =C  +C        +Cr  +etc., 

^y,  «eCW  +Cmr     +Cm'  +etc., 

y^  =zCm''  +amr*    +  Cm"^  -f-etc, 

y  s  z=:Cm'^  +CW^    +C''mr^  +etc., 

y^^,  =  C/»'»-»  +C*/»''»-»  4.  Cm'""''+  etc. , 

au   moyen  desquelles  on  déterminera   les  constante» 

C,  C,  C, dont  le  nombre  est  aussi  égal  k  71. 

La  résolution  de  ces  équations,  qui  ne  sont  d'ailleurs 
que  du   premier  degré  »   peut  être  simplifiée  par  des 
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artifices  dont  l'exposition  ne  saurait  entrer  dans  nn 
Traité  élémentaire  :  je  me  bornerai  à  faire  observer 
ici  que  cette  recherche  se  li#  avec  celle  des  lars  des 
phénomènes,  d'après  les. obs^rira lions. 

4 18.  Les  constantes  arbitraires  qui  complètent  les 
intégrales  aux  difiérences,  étant  des  fonctions  arbîtray||i 
(3g5)  ,  ne  peuvent  être  déterminées  en  assujettissant  ces 
intégrales. à  satisfaire  à  un  nombre  limité  de  valeurs 
données  ;  car  il  est  visible  que  toute  fonction  arbitraire 
comprend  implicitement  un  nombre  infni  de  valeurs 
arbitraires.  Soit  pour  exemple  l'équation 

y^  =  ^^(sîn  ajTjc  ,  cos  nxx) , 
de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs 
yo  =  a,    yx=  ol\    y^  =  a\  etc. 
Si  ces  valeurs  répondent  a 

af  =  o,      x-zzzXj      x  =  2,  etc.  , 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu'à  la  première  des 
conditions  imposées^  car  dès  qu'on  aura  assigné  pour 
f  (sîns^tr,  cos2^:v)>  une  première  valeur  détermi- 
née, de  laqueHe  il  résulte  j/^  =  a ,  cette  valeur  devant 
se  retrouver  la  même  pour  les  indices  jp=i,  xzz.^,  etc. , 
il  s'ensuit  que  les  valeurs  dey^  relatives  à  ces  indices, 
sont  aussi  déterminées  :  il  faut  donc  que  les  quantités 
données  a, a" y  etc. ,  correspondent  à  des  indices  inter- 
médiaires. 

Si,  au  lieu  d'assigner  un  nombre  limité  de  Taleurs 
isolées,  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose 
que  dans  l'intervalle  compris  entre  ar?=o  et  j?  =  i , 
l'expression  ^x  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  qu'une 
équation  donnée  j**  =  f(af),  la  question  sera  déter- 
minée. £n  effet;  s'il  s'agissait  de  trouver  la  valeur  de  y 
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qui  correspond  à  un  îniTice  égal  à  un  nombre  entier 
quelconque  m,  plus  une  fraction  n,  soît  oommensu- 
rable,  soît  incommensurable,. on  calculerait  ta  valeur 
de  j'n,  d'après  l'équationy^  =  f  (jp)  J  et  comparant  le  ré- 
sultat avec  celai  que  donne  alors  l'équation 

yn  =  ^nf  (sîn  23r/i ,  cos  23r;i) , 

.   on  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de 

f(sin2ff'n^  cos2sr^), 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

Ç  [sîn  2jr  (m+n)f  cos  asr  (/»  +  n)]  , 

m  étant  un  nombre  entier  :  l'équation 

^,  =  X^(sîn  asrx ,  cos2gr4;) 

devenant  par  là 

^014-11  =  Xm^nÇ  (sîn  2îr»  ,  COS  isr/ï)  , 

serait  tout-à-fait  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soît  assujettie  l'équa- 
tion yx  =  f (*) ,  c'est  qu'on  en  tire  pour  y^  6t  pour  y,  • 
les  mêmes  valeurs  que  de  l'équation 

yx  =  Xç  (sîn  2xx ,  cos  2jrx). 

419*  Les  considérations  géométriques  éclaîrcîssent 
bien  ce  qui  précède.  Voici  d*abord  comment  on  peut 
représenter  par  le  cdvrs  d'une  ligne,  l'ÉjuatioB  très 
t  simple  Ay  =  o.  Si  Von  construit ,  sur  la  droite  j4R  , 
Jig.  63,  menée  à  une  distance  quelconque  de  l'axe  dés  fic.63, 
abscisses  OX,  parallèlement  à  cet  axe,  et  divisée  en 
parties  A^,  A' A",  A'*J^y  etc. ,  égales  à  A» ,  des 
courbes  telles  que 

ABA'B'A"B"A''S,  ACACA"C"A''T,  ADA'D'A'IfA'V^  etc., 
passant  par  les  points  A^  A'^'jf  ^  A^^  etc.  >  et  composées, 
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entre  cet  points  y  de  parties  égales  et  semblables,  ces 
courbes  satisferont  à  l'équation  Ay  =  o.  Cela  est 
d'abord  évident  pour  les  points  Aj  ^A\  A'\  A' y  etc.;  et 
l'on  voit  ensuite  que^  prenant  APssix,  AP  =jr-4-Ajr, 
les  arcs 

AL  et  AL',    AU  et  A  M',    AN  et  A'N\  etc. 

étant  égaux  et  semblables  >  les  ordonnées 

LP  et  HP',    MP  et  M'P^,    NP  et  N'P',  etc. , 

seront  aussi  respectivement  égales,  et  l'on   aura  par 
conséquent  poiir^cbaque  courbe,  Ay  =  o. 

La  condition  Ay  =  o  n'entraînant  point  la  conti- 
nuité dans  les  résultats ,  les  courbes  ASy  AT^  A  f7,  etc., 
i;e  seront  point  ''assujetties*  à  cette  loi.  Le  polygone 
EFE^FE''F"ErV,  composé  de  parties  semblables 
EFE^y  EFE" y  etc.,  donne  également  Ay=o,  aux 
intervalles  marqués  par  àx\  il  en  serait  de  même  d'une 
suite  d'arcs  égaux  et  semblables!  d'une  courbe  quel- 
conque, assembles  d'une  manière  discontinue,  comme  le 
sont  les  arcs  GJT,  G'/T,  G^IT,  etc. 

H  est  visible  que  l'équàtLon  y=z^[ «in ,  cos  -^  j 

donne  lieu  à  des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions 
Cl*  dessus. 

4^*  Passions  maintenant  à  l'équation  générale  du 
premier  ordre  A^=F(jf,  y\  Ayant  clioisi  arbitraire- 
ment ,  ou  déterminé ,  suivant  les  conditions  de  la  ques- 
F10.G4.  tion ,  le  premier  point  B^  fig.  64  ,  de  la  courbe  cher- 
^      cbée ,  comme  l'équation  proposée  n'apprend  rien  sur 
tous  les  points  correspondans  à  la  portion  d'abscisses 
^    '      AA'ssL^Xy   et  qu'elle  donne    seulement ;;g  l'ordoti née 
A B^  '=-y^*}  on  pourra  faie»  passer  par  les  points  B  et 


*-■' 


"V 
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B\  une  portion  d'une  courbe  quelconque.  Ceîa  fait, 
pour  obtenir  la  portion  correspondante  à  l'abscisse 
A* A"',  on  pi^endra  erf  arrière  d'un  point  quelconque  P* 
tic  cette  abscisse ,  une  distance  PP*  z=:^AA't£zC^x  ^  Ct 
élevant  l'ordonnée  PM^  on  mènera  MD*  parallèle  à 
PP'\  tttant  enstiite  de  l'équation  Ay=F(af,  ^),  la  ta*- 
Jeur  de  Ay  pour  l'abscisse  AP^  cette  valeur  donnera  la 
droite  UM',  qui,  jointe  à  P'Z>' =  PAf,  fera  connaître 
le  point  M\  On  trouvera  de  même  tous  les  points  de 
l'arc  B'B" \  cet  arc,  employé  à  son  tour  comme  l'arc 
BB* ,  donnera  ceux  du  troisième  arc  B"Er^  et'  ainsi 
de  suite. 

*^1  est  évident  que  l'on  pourrait ,  par  le  même  pro- 
cédé, continuer  la  courbe  en  arrière  du  point  ^flf ,  et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à  l'équation  pro- 
posée ,  puisque  les  différences  ày  =  2>'il^'  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  :  je  laisse  au  lec- 
teur à  faire  l'appHcalion  de  ce  procédé  aux  équations 
de  second  ordre  et  des  ordres-  supérieui^a. 

421.  On  n'a  considéré  ici  les  équations  aux  diffé- 
rences que  dans  l'ihypotbèse  Ae  £^x  •=^x:on8t,  ;  mais 
lorsqu'on  suppose  cette  dernière  différence  variable , 
le  sujet  prend  biaucoup  d'étendue,  ainsi  q^i^'on- s'en 
pourra  ^ollvaincre  A)ar  la  question  suivante  : 

Soit  ç(iéfP une  fonction  inconnue  de, 'S.  j  telle  j  que  si 
Vonjf  change  x  en  f  (x)  j  puis  ^/z  F(x)  >  F  et  i désignant 
des  fonctions  données  j  les  expressions  correspondantes 

^[^(^)]j    ^[^W]^  uient   entre-  elles   une    relation 
donnée, 

La  place  a ,  par  mi  procédé  fort  simple ,  ramené 
ce  genre  de  problèmes  à  des  éqtiations  aux  différences 
ou  la  variable  indépendante  ne  reçoit  que  des  accrois<> 
scmens  constans.  Pour  côIa ,  il  pose  iipè)  =:  z^», . . .  • 
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F(ff)  ssptfs^, ,  ii«  représentant  une  fonction  inconnue 
de.  la  Tariablc  s;  et  si  l'on  peut  résoudre ,  par  rapport 
k  X,  \a,  première  de  ces  équations,  on  en  tirera 
af=5:f^(w.)  ,  valeur  qui  transformera  F  (x)  ^=z  u^^^  ea 
Us^i = F [f/z/«)],  équation  aux  diITérences  où  la  va- 
riable Si  croit  seulement  de  l'unité.  Lorsqu'on  saura 
intégrer  cette  équation ,  on  aura  l'expression  de  u^  en 
fonction  de  s  ;  6n  obtiendra  aussi  x  en  fonction  de  s; 
les  fonctions  f  [F(jr)]  et  çli^x)]  deviendront  res- 
pectivement çiu^g^i),  9(,^m)>  et  l'on  pourra  les  repré- 
senter par  ^«4.1 ,  ^»f  ce  qui  changera  en  une  équation 
aux  différences  de  la  forme 

la  relation  donnée  entre  les  deux  états  par  lesquels  doit 
passer  la  fonction  f. 

Je  prendrai  pour  exemple  l'équation 

pour  laquelle  «=k«,  ^x:s:ruz^f  Delà^  on  conclut 
aisément  z^c4.i  =  2i^s>  équation  dont  l'intégrale  est 
M.  =  C2«  (4i4). 

Posant  ensuite  ^(a?)=j^«,  ^(2«)=rj^^,,  l'équation 
proposée  devient 

et  s'intëgre  en  y  faisant  d'abord  ^ 


ce  qui  conduit  à 


I 


j..=  a»4--, 


a' 


^,=«♦+1, 
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n=^'     +5, 


La'  dernière  de  ces  valeurs  est  Pintégrale  complète , 
puisqu'elle  renferme  une  quantité  arbitraire  a;  et  Péqua- 

tion  C a*  =  x,  donnant  2*   *  =  --p^,on  aura 
résultat  qui -revient  à  / 

<p{x)  =  A'  4-  b-', 

f 

si  l'on  pose  b^=^a'^, 

II  faut  remarquer  que  les  constantes  a  etC  sont 
*de8  fonctions  qui  ne  changent  pas  quand  s  devient 
»  +  1  (396) ,  et  par  conséquent  lorsque  x  devient  20:. 

422«  Combinant  toujours  chaque  nouveau  point  de 
Yue  sous  lequel  les  grandeurs  peuvent  cire  envisagées , 
avec  les  précédens,  les  Analjsles  considèrent  encore 
des  relations  entre  les  dificrences  et  les  coeiEcicns  dif- 
férentiels des  fondions  inconnues  ;  et  de,  là  naît  le 
Calcul  aux  différences  mêlées. 

Les  équations 


^  +aùy+byz=:o. 


^+«^  +  %  +  Cj  =  o. 

dans  lesquelles  a,  b ,  c  désignent  des  constantes,  et  où 
Cak.  intigr.  4^ 


*     « 
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A4r  =  I  »  sont  les  plus  simples  de  ce  genre.  On  satisfait  à 
toutes  deux  en  posant jr = Ct?^*  ;  la  première  se  change  en 

m  ^  a  («?•-—  i)-)-^=r  o, 

et  la  seconde  en 

771  (e"—  i)  +  am-^-h^é^ —  i)  +  c  =  o. 

La  discussion  de  ces  transformées  et  l'examen  de  la 
naiore  et  de  l'étendue  des  intégrales  qui  en  résultent, 
sortent  des  limites  que  }'ai  dû  me  prescrire;  je  n'ai 
voulu  seulement  que  marquer  la  place  de  ces  nouvelles 
recherches  (*)• 

Application  du  Calcul  intégral  a  la  théorie 

des  suites. 

4^3.  L'intégration  des  différentielles  à  une  scufe 
variable  ayant  conduit  à  des  séries,  on  en  a  conclu 
qu'on  pouvait  représenter  une  série  par  une  intégrale; 
et  comme  on  a  des  méthodes  ':^ur  calculer j^  au  moiâs 
par  approximation,  (a  valeur  d'une  intégrale  entre  des 
limites  données  C*)>  ^^  a  cherché  à  remonter  d'une 
série  à  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  développemens. 
C'est  par  ces  considérations  qu'Ëuler  a  créé ,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur   terme 


C^}  On  troavera  plus  de  détails  dans  te  Traité  iD-4'*i  tom.  III, 
chap.  8.  J'observerai  seulement  que  le  Calcul  aux  différences  mê- 
lées ,  indiqué  d'abord  par  Condc^'et ,  traité  ensuite  par  MM.  La- 
place,  Paoli  et  Poisson,  répond  h  des  questions  de  Géométrie, 
résolues  antérieurement  par  Euler,  qne  tout  récemment  M.  Babbage 
s'est  occupé  de  ces  questions  et  de  celles  qui  sont  comprises  dans 
renoncé  du  n<*  précédent,  qu'il  reganie  comme  devanc constituer 
une  nouvelle  'bfanclie  d'analjse  qu'ij  nomme  Caltul  des  fonc- 
tions. (F'oyezXes  Transact.  phif,,  années  i8i5-*i6-i|gr7.} 
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générât ,  des  méthodes  très  ingénieases  dont  voi<cî  qmeU 
ques  exemples. 
Soit  d'abord 

— rr  *  H r^  ar*. . . .  -| j— 7  a;*  +  etc. 

la  série   proposée;  on  multipliera  par  px'^  les  deux 
membres  de  l'équation  ^^ 

a  +  6  .         :ia  +  6  ^ 7ia  +  ^f*  ' 

et  passant  ensuite  aux  diflërentielles  /-on  aura 

p(n+r)inA  +  fi)x^r'-i^x 

Le  facteur  na  +  b.  disparaîtra  du  dénominateur  du 
terme  général,  ^  par  conséquenltde  tous  les  autres,  si, 
quelle  que  soit  n ,  l'on  a  p(n  »^r):=zna -^b:  on  fera 
donc  np  :=z  na,  rp^=^bj  .d'où 

b 
ce  qui  donnera  l'équation 


iïx 

n — 14-- 

dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  déno«> 
minateurs.  De  nouvelles  opérations,  semblables  à  la- 
précédente,  feraient  disparaître  les  facteurs  qui  reste- 
raient ,  si  le  dénominateur  en-  contenait  plus  d'un. 

4^.  • 
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.    SÎD  multipliant  la  même  équation  fiar  px^dx,  et  pre- 
nant ensuite  l'intégrale  de  cliaque  terme, il  Tiendra 

le  facteur  nut-f/^  du  numérateur  disparaîtra  si  l'on  fait 

npatt  =  na ,      /8pa  =i:  ^  +  m , 
d'où  il  suit 

-/**     ^d(«:r'')=**       +**        +** 

-  +  '-. 

et  par  conséquent    ^ 

0     b        b  0^ 

On  tire  de  là 


« 


ajf 


b 

a 


424*  Dans  la  série  que  j'ai  considérée  ci- dessus, 
le  nombre  des  facteurs ,  soit  du  numérateur,  soit  du 
dénominateur ,  était  le  même  pour  chaque  terme  j^  mais 
il  est  une  classe  de  séries  qu'Euler  désigne  sous  le  nom 
ffhypergéomé triques j  dans  laquelle  ce  nombre  aug- 
mente d'un  ternie  à  l'autre  :  la  série 
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.   (^  +  ^) (/x^  +  g)  ^, 

(a  +  ô) (7ia+^) 

est  de  cette  classe.  On  Ta  voir  que  leur  sommation  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  équation  difierentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'éqUation  ci* 
dessus  par  px^^  et. prenant  leurs  différentielles ,  on  ob- 
tiendra 

pA{sx') _p{i  +  r){*  +  fi)    ^ 

dar  («  -h  t  J  * 

+  />(^  +  r)  {»  +  fi)..,.{ri^  +  fi) ^^^^ ^ 

(«  4"  ^)  •  •  •  •  iP'^  +  A) 

On  fei^  disparaître  le  facteur  na  -{'b  du  dénomina- 
teur, en  posant 

?î/?  +  r/?  =  7î«  -|-  6 , 
d'où 

np  :=:=  na  |     /p  =:^  »  ^ 

h 
h 

àx  a-^o 

En  multipliant  ce  résultat  par  />a?^,  et  prenant  l'inté- 
grale de  chacun  des  membres ,  ou  trouvera  l'équation 

»«/^dfJ)=£^"t:^*"^--^' . 

,  />a(«  +  i8). . .  : '^Cn^  +  ^g)  "+1+^ 

•4-»    111  III  I..    I    I        ■  Il        jp 
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et  le  facteur  rm-^fi  disparaiira  du  numérateur^  si 
npam  'i'pafi  =  na  +  6  -f"  '"«  i 


ou   51 


"      «t*  ce       a 


Mettant  ensuite  à  part,  dans  le  second  membre,  le 


facteur  commun  x^      ,  il.  viendra 

ÎAH(J)=>'{.+fc±^ 

"*"(«  +  *).. .  .[(/ï— i)a+^>]        J" 

La  série  comprise  entre  les  accolades  du  second 
membre  de  ce  résultat ,  n'est  autre  cbose  que  la  pro- 
posée dont  on  a  ôté  le  dernier  terme  ,  et  à  laquelle  on 
a  ajouté  l'unité  :  oiï  conclura  donc  de  ce  qui  précède, 

ju  +  fi) (nu  +  &)      1^ 

iu  +  b) (mz+A)'/- 

En  différentiant  cette  équation ,  on -îaOiélivrera  de  Pîn- 
tégration  indiquée  dans  le  premier 'kiembrc  ,  et  Pon 
obtiendra  l'équation  d'où  dépend  la  somme  cbercbée. 

Cet  exemple  montre  coiamenl  on  opérerait  sur 
d'autres  cas  plus  compliqués,  de  la  classe  des  séries  dont 
il  fait  partie,  en  observant  que  chaque  difierentiation 
offre  lé  mojèn  de  faire  disparaître  un  facteur  du  déno- 
minateur ,  et  chaque  int^ration  un  facteur  du  numé- 
rateur. 


4^5.  Sil'oQ  faisait  abstraction  dtt  4$rBier  t^rinQ^;  qn 
aurait,  au  lieu  de  la  somme  particulière ,  la  limite  de 
la  série  considérée  à  Tinfiili ,  ou  la  fonction  généra' 
trice  de  cette  série;  car  il  est  visible  que  les  procédés 
ci- dessus  sctit  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter- 
mine les  séries  qui  satisfont  à  des  équations  différen- 
tielles données. 

S'il  s'agissait  >  par  exemple,  de  trouver  là  limite  de  ' 
la  série 

8S=:  JX-^  1.2**+  ï  .2,3*^  —etc., 

on  pourrait  appliquer  à  cette  diétermination  la  premiëre 
transformation  du  n**  précédent,  en  faisant 

«=1,     iS  =  o,     a  =  o,     6=1; 

mais  on  y  parviendra  immédiatement  en  multipliant 
par  Arles  deux  ùiembres  de  l'équation  posée  plus  haut^ 
et  en  les  difflérentiant  ensuite.  On  obtiendra  d^  cette 
manière  ' 

:ij:*—  i.2«^  -f-  1.2.3**' — etc., 


8X^ 


d(^sx) 
dx 


=  1.2*—-  i.2.3jç**f«i.2.3.4jp^*-^-etc..; 


et  multipliant;  la  dernière  équation  par  *,   elle  de- 
viendra 

*— ^ —  =  1.2**—  1. 2,3*^-4-1. 2  3. 4jf* — etc., 

dont  le  second  meniibreest  évidemment  égal  à  *— «: 
ainsf  on  aura 

*d  (sx) 


s 


dx 


ou 


.d,+î(î-±i2d*=^. 


•  \ 
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L'intégrale  de  cette  dernière  est 

t 

•  =  -/•    *d«    (a85). 

S 

Pour  <|ue  Pexpresfllon  ci-dessus  réponde  à  la  série 
proposée,  il  faut  que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque 
x^^O'f  et  si  on  la  prend  jusqu'à  »  =  i  ,  on  aura  la 
quantité  correspondante  à  la  série  divergente 

i---i.2+ii2,3—  I.  A.  3. 4  + etc. 

426.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le 
moyen  de  représenter  des  portions  de  la  série 

,   (iuh       à^u  h*  '       ^ 

«  +  -; }-  -T— h  etc. , 

*    d*  I       dar*  1.2  ' 

en  parlant  d'un  terme  quelconque.  Voici  eomment 
d'Alemhert  y  parvient ,  et  démontre  en  même  temps  le 
théorème  de  Taylor  {Recherches  sur  dlfférens  points 
importuns  du  système  du  monde  j  tome  1^  page  5o)  : 
Soit  vl  ce  que  devient  la  fonction  u^  lorsqu'on  y 
change  «en  «+A;  en  posant 

et  dilTérentiant  par  rap]port  à  A ,  qui  n'entre  pas  dans 
Uj  il  Tient 

•Tr=-r»    d'où    P=y  ^dÂ, 


Ah       àh 


Soit 


«'=«4.yi«dA. 


iu' ^^    t_    rk 


en  difierentiant  de  nouveau  par  rapport  à  A,  on  a 
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du'       dw  .   rd^u',       fdu'„      du  h  .   P  Td^u' ... 
dh  =  di-^J  d/F"**'  j  dF^=di7+/j  dF^*' 

dwft     rrdV 
"="+d;T+jJ  dÂ-*^*- 

Faisant  encore 
ou  trouTe 

d)?=dÂ'  ^^"  ^==/dF^^^' 

civ_d«w  ,  rdV 
7/7— d7»  V  dS^'*'^' 

d^T  t        dar*  1.2     jJJ    d/i* 

En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 

,  ^  Siuh   .  à^u  7i^ 

•    dar  I    '   d;t*  1.2 


"^dar— '  l.2...(^— g   V     TA" 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  à  s'évanouir  lors- 
que /i=o,  parce  que  u  redevie.'it  u. 

427.  Sôit^pour  abréger;  -rrar^^  ïi\  on  aura  (3^4^) , 

- — l-.^_(A«-»/zrdA—  ^±z:2}!!lI!  fHhdh 

1.3.  ,  .(/l*— l)l  "^  I  "^ 

^    +l!ÎZ:0Ç2=l)^VflAW.-etc.); 

I  •  2  J 

et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut'  substituer  à  la  série 
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ci-Jessas^  l'expression 

» 

•^fH{t—hY-'Ahy 


1.2.  .  .(/l— l) 

prise  depuis  /z=:a  ,  pourvu  qu'on  change  après  l'inté- 
gration *  en  h\  car  si  l'on  développe  cette  expression  , 
qu'on  passe  hors  du  signe  f  les  puissances  de  t  qui 
multiplient  les  différens  termes,  et  qu'on  fasse  ensuite 
^=  A,  on  retombera  sar  la  série  proposée. 
Il  suit  de  là  que 

,  .  iuh    ^  d*ïx  A* 


àx\       dx^'i.a 


'^dâr«-'i.2..,(/*--l)^l.a...(/i— ly    d/i«^       ^      **    ' 

pourvu  qu'on  prenne  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'évanouisse  lorsque  A  =  o^  et  qu'on  change  ensuite 
t  en  h. 


dV 
On  peut  9  dans  cette  formule ,  remplacer  -jt^  par 

T^  (^)>  ^^  ^^  )'^^  ^^^^9  ^^^  le  signe  intégral;  ^ — h-m^zt^ 
ou  A=^i  '— ii))  on  aura 

Les  limites  de  l'intégrale  serqnt  alors  «=:Xy«x  =  o; 
on  la  rendra  positive ,  en  renversant  l'ordre  de  ces 
limites  9  c'est  «à-dire  en  la  prenant  depuis  s  =  o 
jusqu'à  j(=:i  :  enfin ,  sortant  t^  du  sfgne/,  et  écri- 
vant h  au  lieu  de  t,  le  dernier  terme  de  la  formule 
ci-dessus  deviendj*a 

1.2   ..(//-^i)jf    djr" 


C'est  LagraDge  qui  a  donné  ce  dernici*  théorème,  maïs 
d'une  autre  manierez  dans  la  Théorie  des  fonctions 
analytiques j  2*  édit.,  n*"  35  et  suivans* 

Il  s'en  sert  pour  prouver  qu'on  peut  toujours  rendre 
la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor , 
à  partir  d*un  terme  donné,  plus  petite  que  le  précé- 
dent. Soient  il/  et  m  la  plu^  grande    et    Ta'    plus 

petite  des  valeurs  qt^e  prend -T-^T  dans  l'intervalle  de  x 
k  X  -^  h\  on  aura 


/ 


~  «— Mz  <  M/i»-da  et  >/w/k»-'d» 


si  le  coefficient  différentiel  -j-T   ^^  change  point  de 

signe  ou  ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  (234)* 
Entre  les  limites  données,  les  deux  dernières   inté- 

grales  sont  —  et  —  *,  et  en  prenant  h  d'une  petitesse 

h^ 
convenable^  on  rendra  la  quantité —  M  aussi  pe- 

^  1.2.../}  ^^ 


tite  qu'on  voudra,  vis-à-vis  de -, ^,  -i— ^— .• 

^  1.2.  ..(/i — i)  dx*~* 

428.  Cest  de  cette  manière  que  les  intégrales  dé- 
finies servent  à  évaluer  des  quantités  qu'on  obtiendrait 
difficilement  par  d'autres  moyens;  elles  prennent  soiit 
vent  des  valeurs  remarquables.         ^ 

On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particulier»  de 

y  rapportés  dans  le  n*  197 ,  que 

K  I— *• 

ces  expressions  se  réduisent  à  un  seul  terme,  lorsqa^oa 

les  prend  entre  les  limites  «  =  o  et  :irr=:  i  ;  et  l'arc  A 

devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence ,  oa  a  les 
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deux  «ttîtes 

/'    àx      w  r   xf\x     

/x^Ax     1^  r  x'^ix     2 

/x^ix     i.3y    ^  r  3^àx     a. 4 

/jr'Ar     i.S.&r  /•   jfMar     2.4.6 

/jg^dar     1.3.5.7^  /•  x^àx^^ 2.4-6.8 

^/T^Z?     2.4.6.8.2'     J  ^7111?     3.5.7.9* 

etc.  9 

desquelles  on  conclut,  en  général, 

/' x^^Ax    1.3.5 (2/^— l)5r 
V/7Z^'^2-4-6 2r2* 

/'jc^'^'djf  2.4'6 2r 
^7—- i*       3.5,7 (2r+i) 

Le  produit  de  ces  résultats  donne  d'abord 

*  En  dWisant,  au  contraire,  le  second  par  le  premier, 
on  trouve 


yi — X*       22.2.4*4 i'-r.2r 


x^^Ax    — îT  1.3.3.5.5. .  .(2r — i)(2r — i)(2r+i) 


V/i— X» 


Pour  sayoir  ce  que  devient  le  premier  membre  de 
ctette  équation  lorsqu'on  pousse  le  nombre  des  fadeurs 


/ 
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du  second  jusqu'à  Vinfioî ,  ou  lorsqu'on  fait  r  infinie ,  je 
prends  x*'  =  z;  les  limites  de  z  sont  les  mêmes  que 
celles  de  x  ;  mais  on  a 

ï  1 


1 


I 


Le  rapport  des  diiférentîelles  étant  «^'' ,  approche  d'au- 
tant plus  df  2;**  ou  de  I  ;  que  le  nombre  r  augmente  ; 
et  en  pas^sant  à  la  limite ,  on  peut  regarder  ce  rapport 
comme  égal  à  i  ;  il  en  sera  alors  de  même  de  celui  des 
intégrales,  puisqu'elles  commencent  et  finissent  en  même 
temps  :  on  conclara  donc  de  là , 

2  ^, 2, /{.^, 6. G, 8 ,8, 10, 10. etc. 
sr' 1.3. 3. 5. 5. 7. 7. 9.  9*.  Il  .etc.' 

et  par  conséquent 

2        1.3.3.5.5.7.7.9.  9.  II.  11. etc.* 

Cette  expression  remarquable  du  quart  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  est  due  à  Wallis. 

429.  Une  transformation  de  l'équation 
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conduit  à  lâ  valeur  de  Tîntégrale  /e"*^*d/,  prise  ent^e 
les  limites  ^=0,  /==  infini ,  qui  se  présente  dans  plu- 
sieurs recherches  très  curieuses. 

Si    l'on    fait    a?  =:«""^**,  l'équation  précédente  se 
change  en 


\r-v^\  \r 


posant  ensuite  ^(2r+i)=  1 1  et  mettant  dans  le  second 
memhre  la  yaleur  de  2r+ 1 9  tous  les  deux  deviennent 
divisibles  par  q  \  puis  divisant  sous  les  jradicaux  par  2^, 
on  obtient 


?.,-"('-H)(  ^, 


-JÇ£« 


1— a""^^^* 
et  comme  la  limite  de ^  lorsqu'on  y  fait^=o, 

est  i^j  l'éqoatioB  pr^oàdente  se  réduit  alors  à 
2{/e-''d^y  =  |,    d'où    fe-''Ae=±^\/i. 

Mais  t  est  infini  quand  x==p,  et  nul  quand  jr='i  : 
les  limites  de  cette  dernîëre  intégrale  sont  donc  l'infini 

et  o;  et  comme  la  fonction  e"~''  est  toujours  positive, 
il  s'ensuit  que  le  signe  supérieur  répond  aux  limites  0 
et  l'infini  positif,  et  que  l'intégrale  se  double  quand 
on  la  prend  depuis  /=  —  infini  jusqu'à  ^  =  4-  infini: 

sa  valeur  est  d«inc  alors  \/ir,  ■ 
430.  Laplace^  considérant  encore  l'exprdteion 
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/^-'""**'/'»a^,  la  met  sous  la  forme /^"""'e"^^'"^'*'"cl^, 
pour  Vintégrer  par  parties ,  ce  qui  donne 

Tant  que  l'exposant  n — jn  est  positif,  la  partie  délirrée 
c!a  signe  /s'évanouit  entre  les  limités  t=o  et  ?=^ in- 
fini (99)  ,  et  il  reste. 

m  -f-  i 

la  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes  limites 
que  hk  première» 

Si  l'on  fait  m=  r,  on  aura 

et  en  répétant  cette  réduction',  on  obtiendra 


a' 


^    résultat  qui  s'évanouit  par  son  coefficient  quand.  • . . 
i>  =  ar—  I ,  et  qui ,  lorsque  n=:2r,  donne 

> 

Il  est  d'ailleurs  à  propos  d'obs^ver  aussi  qu'en  po- 
sant tf'"'"^*  =  a;  I  on  a  . 


n-*-*» 
»*-|-i 


les  limites  de  x  sont  alors  i  et  o,  el  si  l'on  en  cbange 
l'ordre  9  il  faudra  supprimer  le  signe  — -. 
En  posant  inr=zi^  n:=:o,  Qtk  aura 
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43 1*  Je  vais  encore  rapporter  réTaluation  dequeir 
ques  autres  intégrales  qai  présentent  des  conséquences 

curieuses;  je  commencerai  par  celle  de/è~^*^*dxcosrr, 
entre  les  limites  «  =  o  et:r=:înfîni;  due  à  Laplace  et 
remarquable  par  le  procédé  employé  pour  l'obtenir. 
En  posant 


fe    "^  '*dxcosrx:=zy , 
et  différentiant  par  rapport  à  r(28i),  on  ert^tire 

-—  =  — yc'~'"'*^**d*  sin  rx', 
ar 

puis  en  intégrant  par  parties^  relativement  au  facteur 
c""^'***djp ,  on  trouve 


-^  ==  '  sînr* 1  fe    ^'^*d«  cosr*, 

■     dr  2a*  2a*  •' 

■ 

ce  qui  revient  à 

dy  r  ,  ày  ■      r 

dr  2a*  ^  Sr       2a*  *^ 

lorsqu'on  suppose  x  infini  dans  la  partie  délivrée  du 
signe  /. 

L'équation  ci-dessus ,  entre  les  variables  ^  et  r,  a 
pour  intégrale 

r» 

jy=.C*    4«'.(285), 

I 

C  étant  une  constante  arbitraire  qu'on  détermine  par 
la  valeur  que  prend  y  lorsque  r=o^  savoir: 
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fe-'-'-dx:^^  (429)- 
Par  ce  mojen,  on  trouve 

/i"^^  *  dxcos^r*:=:— . 

Ici  se  montre  un  nouTcl  artifice  d'analyse ^  qui  con- 
siste à  former,  entre  les  intégrales  et  quelques-upes  d^ 
constantes  qu'elles  contiennent,  des  équations  différen-. 
tielles  qne  Ton  puisse  intégrer.  Ce  procédé,  et  des 
transformations  très  variées  et  très  ingénieuses,  ont 
considérablement  multiplié,  dans  les  rechercbes  de 
2MM .  Laplace,  Legendre ,  Poisson ,  Georges  Bidone  et 
Cauclij,  les  déterminations  des  intégrales  définies ,  dont 
Euler  avait  déjà  montré  de  beaux  et  nombreux  exemples  ; 
mais  il  reste  encore  à  désirer  une  métbode  anifprme 
qui  réunisse  en  un  seul  corps  toutes  ces  recbercbes ,  au 
progrès  desquelles  paraît  attacbé  maintenant  celui  de 
plusieurs  branches  inq portantes  de  la  Physique  mathé- 
matique. 

432.  Si  l'on  fait  ff=o,  dans  ■yè'*"***^*dj:cosrx  et  dans 
.sa  valeur ,  en  observant  que 


e 


4«'  v/;         V* 


aa        .        I\      ' 


r» 

et  que  la  limite  de  ô^^'za  (39)  est  alors  l'infîni^  on 
obtient 

fdx  cos  raf  =  0 , 

Cale»  integr.  4' 
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entre  les  limites  jr=o  et  «==  infini,  résultat  qu'il 
aurait  été  difficile  de  préroir.  En  effet,  on  a,  en 
général , 

/dafcosr»  = -sinrjf  +  coTij/.  (217); 

à  la  première  limite ,  ob.  jt  =  o ,  la  fonction  sin  rjp=  o  ; 
mais  que  deyient-elle  lorsqu'on  suppose  Parc  x  in- 
fini ;  doit-on  alors  le  regarder  comme  exactement  égal 
à  un  nombre  entier  de  circonférences  ?  Cest  ce  qu'on 
ne '.voit  pas.  Tout  ce  qu'il  est  jpermis  d'affirmer,  c'est 
qu'aucun  arc  assignable ,  quelque  grand  qu'il  soit ,  ne 
peut  tenir  la  place  de  x  :  sin  rx  est  donc,  dans  ce  cas, 
une  quantité  indéterminée.  Il  n'en  est  pas  de  même 

de  la  valeur  deyi^***^*d*cosrr,  à  cause  du  fiictour 
^— fl«x*^  qui  diminue  toujours  à  mesure  que  ar augmente, 
et  puisque  cette  intégrale ,  en  vertu  de  la  loi  de  conti« 
nnité,  a  pour  llimite  fdxcosrx,  la  valeur  de  celle-ci 
sera  la  limite  de  celle  de  la  première. 

On  connaît  encore  d'autres  moyens  de  confirmer  ce 
résultat ,  auquel  Euler  est  parvenu  en  considérant  l'in- 
tégrale fé^^'Ax  cosrxyk  désignant  une  constante  quel- 
conque. Si  Ton  intègre  par  parties,  en  commençant 
par  le  facteur  ixcoa  rx ,  on  aura  y 

fe^^^ix  cos r«  =  -  e^^'  sin  rx  H — fe  **d*  sin  rr , 
j  r  r 

puis,  en  opérant  sur  ixsmrxy- 

fe^^dx  sin  r*  =3r—  r-.  ^~**  cosj'x fe^^'dx  cosrx^ 

r  r 

ce  qui  donne  '^ 

-  •      •  r 

1   '       '     *       .  k 

e  **dx  cos  r*  =  -  c~**  sin  rx  —  -re""**  co»nr , 

r  .         r* 


(»+  ^fi 
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et  par  coiaséquent 

Entre  les  limites  *=  o  et  a;=î  miini^  Tespresslioii  quW 

h 
vient  d'obtenir,  se  réduit  à  ,  quantité  qui  de» 

vient  nulle  lorsque  k  s'évanouissant,  l'intégrale  pioposée 
se  change  en  fàiX  cos  rx. 

£n  reprenant  Féquation 

fé-^'^àx  sinrx  = e^^  cos  rx  —  -/é-^dx  cos  rx . 

et  mettant  pour  l'intégrale  dn  second  membre  sa  va- 
leur dé|à  Irouvée,  on  arrive  à 

r  -1  ♦  j      •  «■"**(/•  cos  rar  -f-  ifc  sîn  rx) 

je  **d«  sm  rjf  =  —  — ■— ^:— ^ — *— >»J! i  ^ 

^  r^  +  k^  ♦ 

r 
valeur  qui  se  réduit  à     ^  ,   quand  on  la   prend 

entre  les  limites  jf=b  et  «= infini.         > , 
La  supposition  de  it  =  o  donne 

/dflf  sin  rjc  ==  - , 

>  ■•  r 

autre  résdltat  remarquable,  qui  ne  paraftpas  suivre 
immédiatement  de  l'expression 

fix  sîn  r*  = cosrar  +  ccnat 

r 

» 

433.  La  transformation  des  quantités  réelles  en  ima- 
ginaires est  un  artifice  d'analyse  qui ,  a  fait  découvrir 

41  •• 


V        •> 
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plusieurs  intégrâtes  définies  remarquables.  Noos  exa»' 
prunterons  ici  un  exemple  à  M.  Foarier  (*). 

Lorsque  dan»  l'Intégrale  fe~'  dt  =  ytr  (4^9),  on 


fait 


*(i+V/— i) 
V5 


(jïi  en  tire 


et  comme 

on  'obtient  ensuite 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires de  cette  équation,  on  en  déduit  deux  autres ^ 
saTOÎr: 

_L,  (/a*  008  («»)  +  /a*  sin  (**)}  =  V^f 


J'oi 


fax  (cos«*  )  -—fax  sin  («*)  =  o , 

■ 

fdxcosix')  =fdx  sin  (**)  =  4  /^=:  \/îi. 


les  limites  de  x  étant  o  et  Tiaini  ooHime  celles  de  i, 
IV  faut  observer  que  cet  artifice  a  été  employé  sur- 
tout covmc  moyen  de  recherclie  »  et  qu'on  s'est  at- 
taché à  en  vérifier  les  résultats.  Cew  que  je  viens 
de  rapporter  sont  confins  d'ailleurs. 


'(*)  Théorie  de   la  chaleur  f  p.  SSa. 


.* 
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434.  La  continuité  qui  eiîste  entre  les  diTerses  va^ 
leurs  que  prend  une  intégrale^  en  raison  de  celles  qu'on 
assigne  aux.  quantités  dont  elle  dépend,  a  donné  lieu 
d'appliquer  les  intégrales  définies  à  l'interpolation  des  • 
suites  (388). 

Lorsqu'on  fait  771  =  0,  dans  le  déretoppement  de 
fx^âxQx)'^  (208) ,  et  qu'on  prend  cette  intégrale  entre 
les  limites  â;  =  oet  x^iy  'pour  lesquelles  la  partie 
délivrée  du  signe  /,  composée  de  termes  de  la  forme 
x(}x)%  s'anéantit  9  parce  que  r  est  positif  comme  n  (g^)  y, 
il  ne  reste  que  le  dernier  terme;  et  l'on  a 

fdxQxy  =i'rh  1 .  a .  3 n, 

+  quand  n  est  pair  et  —  dans  le  cas  contraire.  On  évîte^ 
cette  distinction  en  donnant  le  signe  —  à  l:r ,  ce  qui 
change  Véquation  ci-dessus  en 

/dar(—k)"=/d:e(liy  =1.2.3.  ;•», 

résultat  qui  s'obtient  touè  de  suite ,  en  observant  que 

\       /dv(li)=i(li)"+V<«.(li)"-. 
et  qu^entre  les  limites  ^=5:0^  â;  =  i;Ona  seulement 

'  •     .  ./d,(i^)"=«/^(ii)""V    . 

On  pourra  donc  regarder  l'intégrale  fdx  (  1  -  )     comme 
exprimani  le  ternie  général  de  la  série  des  produits 
ïj   ii     I «2,  %  « .  t  «2 .3^9'. .  •  •  •  • .  I «2.3.  •  •  •  •  «Tt,  etOby 
oorrespondans  aux  indices 

< 

®ji  i>         2,  3, n-^tici 
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et  en  effet  elle  en  a  toutes  les  propriétés  connues  pour 
les  valeurs  entières  de  n  (^).  En  donnant  donc  k  cet 
exposant  des  valeurs  fractionnaires  ou  même  irration-^ 
nelles,  on  introduirait,  dans  la  série,  des  termes  inter- 
médiaires assujettis  k  la  même  loi  que  les  autres. 
Le  cas  où  n=^  est  des  plus  remarquables  ;  car 

1  —1 

/d,(iiy=i/a,(ii)  '=ii/;?  (430). 

Vandermonde  et  Kramp  avaient  proposé,  il  y  a 
long-temps ,  d'introduire  dans  l'analyse  la  fonction  qui 
représente  le  terme,  gâiéral  de  la  série  ci-dessus, 
comme  exprimant  un  nouveau  genre  de  quantités  trans- 
cendantes, douées  de  propriétés  remarquables  par  leur 
analogie  avec  celles  des  puissances  ;  et  depuis,  M.  Le- 
gendre,  s' attachant  à  leui*  expression  en  intégrales  défi- 
nies, en  a  déduit  beaucoup  de  relations  très  utiles,  en 
a  calculé  des  tables  numériques  fort  étendues,  et  les  a 
désignées  par  la  caractéristique  ,r,  eu  posant  pour  dé« 
finition 

en  sorte  que  r(7>)c=:/    ^(^V  ^**^' 

435.  L'expressil^n  d^  -  trouvé^  dans  le  n^  J^nS,  entre 

2 

(^}  Pour  voir  comment  le  premier  terme  de  la  suite  snpérteore 
correspond  à  zéro  daos  la  snrîe  inférieure,  il   faut  j^ire   n=so 

dan4  /djp  N  -J  ,  qv^  d^cnt  alqr»  ,/djp  =|x  ==  i ,  .dfins  I9  li- 
mites prescrites. 
<**)  ^qye«  le  Traité  in-4«,  t.  III,  p.  4îi,  481. 
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dans  une  formule  donnée  par  Stirling ,  pour  calculer  la 
somme  d'une  suite  de  logafîlhnies  appartenant  à  des 
nombres  en  progression  par  différence'^  et  à  laquelle 
on  peut  parvenir  comme  il  suit  : 

Par  le  n*  4^8  ,  on  a  Six  =  Six  +  ]x  ;  met/lant  dans 
cette  équation  pour  X\x  ce  que  doricnt  l'expression 
de  lu  du  n®  4^5  ,  lorsqu'on  fait  14=1*  et  A=  i  ,.  et  en 
observant  que  /d«lap  =  «lj? — x  (2ô8),on  obtiendra 

S]x  =  x\x  —  x  +  \h! 

I  I 

+ rT. — 5  +  etc.  +  const. 

> 

On  ne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant  *=  i , 
parce  que  la  suite  des  coeffîciéns  numériques  finit  par 
être  divergente  t  on  é  recours,  à  l'expression  de  v  du 
n®  4^8.  En  passant  aux.  logarithmes ,  et  s'arrétant  au 
nombre  pair  zx  dans  le  numérateur,  on  obtient  - 

-    f    2l2+2l4+i;&16;l-2l8+2ll0».i4-2l(a*— t2)+12* 

I^^la  —  j_i,_3i3_3^15_2^1^_2]g  ..._2j(2ar— 3)— 2Î(2*— 1>-, 

et  en  prenairt  les  limites  dans  la  supposition  de  x 
infinie,  on  trouve,  par  le  moyen  de  J'ex pression  pré- 
cédente de  Six, 

I1+I2+I3+I4. . . .+  }x=const'^{x  +5)  1*^—*, 

I1+I2+I3+I4.  .  .  .4-l2*=CO/ï«^.+  (2Wr-f' j)l2jf— 2*, 

la+^+16...rf-l2Jf===AS'l*-}-*l2====^<>'î«^.+(*  +  5)1*+*'^ — *• 
Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde ,  il  vient 

Ii+13+i5+l7.„  +  l(2*— 0±=*U+(*+i)l2— *, 

d'où  l'on  conclut 
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2b4-2l4+2l6.  ..-f-2l{2X 2)4- b* 


2l2  +  2l44-2lb.  ..  +  2l(2X 2) +12*  1 

—ail 2l3  —  2I5.  r, 2l(2* — 3) — 2I  (p>sX l)j 

f^conat  +  2 (jf -4"  I)  ^Jf  +  ^2  ~ 2*—  lux 

—  2*1* — 2(a;  +  j)  I2  +  2jf  ; 


={ 


et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
égalai**  — Isy  on  obtient^  après  la  réduction  dtt  se- 
cond, 

Isr  —  I2  =  2  conêi*  —  2I2 , 

d'oi         con8tz=zl  (l»  + 12)  =  Jl25r=l  V/âS^, 
résultat  bien  remarquable,  et  d'après  lequel  on  a 

5!x=^l2ir +  ar]Ar  — x+rl*+ —  —  3g;^  +  etc* 

On  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quel- 
conque de  logarithmes  y<  en  multipliant  par  le  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n'entre  point  de  loga- 
rithmes (*). 


{^)  Lor8qn^)n  passe  des  logarithmes  aux  nombres ,  céue  eqoa* 
tien  donne  .   . 

en  représentant,  poni  abréger^  par  «  la  série 

1  I 

et  comme 

e»  =  I  -K7  +  —  +  ;^^  +  ecc.  (07) , 

•  -      • 

si  Ton  développe  les  puissances  de  t  suivant   celles    de  jt,   on 

trouvera 

resulut  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  page  139  de  U  Thé»- 
nV  analytique  de*  probabilités ,  par  Laplace. 
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Ponr  en  doiuier  une  applica^on ,  je  rapporterai  le 
calcul  qu'Euler  a  fait  de  la  somme  des  logarithmes  d^ 
looo  premiers  nombres  des  tables,  c'est-à-dire  de  la 
valeur  de 

Il  4-Ï2  +B +  1  I©00. 

La  caractéristique  1  désignant  des  logaritlimes  ordi- 
naires, le  module  sera,  pour  abréger,  représenté  par 
Al'y  et  si  l'on  fait  Ap:=iooo,on  trouvera 

xlx    =        Sooo.ooooooooooooo 
+  l]x    =  1,6000090000000 

+  ibîr    =  0,3990899341790 

—  Mx  ;=  —    4^4>2^448i9o325i8 

M 
4-  —    =  +        o,odoo36iQ  12068 

M 

=  — •         0,0000000000012 

•  * 


36a*' 


I  «O» 


résultat 2667 ,604644222.1328  f 

mais ,  suivant  la  notation  du  n^  4*4> 

li+l2  4"13. ..  .-f-lioooassli.2.3..  .xooo=l[iooo]: 

on  aura* donc 

I  []i  000]  =  2567 ,6046442221 328. 


I  doo 


1 00a 


,  On  apprend  par  là  que  le  nombre  C10003  ,  dont. le 
calcul  est  presque  impraticable ,  doit  avoir  2668 
chiffres ,  et  que  les  sept  premiers  chiffres  sur  la  gauche 
sont  4023872,  en  sortç  qu'il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  4023872  et  de  4023873, 
suivis  chacun  de  256i  zéros.  Cette  connaissance  suffît 
dans  beaucoup  det  recherches  oii  l^on  i)c  dema&de 
que  les  rapports  Ses  produits  de  grands  nombres  ;  et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 
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Tient  précieuse  par  Pimposaibilîté  oli  4'on  est  d'e£Pec- 
tuer  les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à  la  râleur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente  alors  un 
obstacle  aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d'ex*- 
primer  rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a  beaucoup  étendu  cette  recherche  y  dont 
les  applications  sont  très  fréquentes  dans  le  Calcul  des 
probabilités. 

436.  Les  intégrales  définies,  donnant^  comme  on  TÎent 
de  le  Toir^  des  sonunes  de  séries,  ont  été  employées 
arec  succès  par  M^M.  Laplace,  Parceral,  Fourier, 
Poisson  et  Gauchj ,  pour  exprimer  les  intégrales  des 
équations  dîficrentielles  partielles ,  telles  que  celle  du 
n®  352 ,  qui  ne  peut  pas  s'intégrer  en  termes  finis. 

Laplace  a  reconnu  que  la  série 

z  =  (^{x)  +  (p\x)  «^  +  ^\x)  f^  +  etc., 

obtenue  dans  le  n^  353 ,  n'était  que  le  développement 
de  l'intégrale 

/éf-'*d/^(4r+a/V/J^), 

prise  par  rapport  à  t  y  ^ntre  leà  limites  ^=-^  infini  e* 
^  =  +  infini ,  la  fonctioti  f  étant  arbitraire.   C'est  ce 
dont  il  est  facile  de  s'assurer  comme  il  suit. 
On  a  premièrement,  par  le  théorème  de  Taylor, 

1 

t        ^  .s-  .  . 

1*2  I • 2 . ^V 


H -^V^  (p»Xjr)/e-'\  i6^d^+  etc. 

I •2.0.4 


•  . 
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Secondement  j  les  intégrales  qui  rejatenldans  le  d,é-, 
Teloppement  s'évanouissent  pour  tous  les  expoaans  im? 
pairs^  et  dans  le  cas  contraire,  sont  égales  à 

-T 'V'    C43o), 

à  cause  qu'elles. sont  prises  entre'  les  limites  —r  infini. 
et  +  infini.  En  substituant  ces  valeurs,  et  renfermant 
dans  la   fonction  arbitraire  ç{x)  le  facteur  constant 

V  ^9  on  a  préciisément  la  série  proposée  :  ainsi  l'équa- 
tion 

d'à       Az 

dx*       d^' 

a  donc  pour  intégrale  •     . 

z  =/éf""*'df^  {x  -f  ^tV^')> 

.  Cette  intégrale  se  vérifie  aisément.  On  trouve  par  la 
différeUtîation  sous  le  signe  (281) 

en  intégrant  par  parties,  relativement  au  facteûr.^... 
e^^*tàt\  et  si  Ton  suppose  la  fonction  çXx'^-^ty^y) 
telle  que   son  produit  par  «"^'Vâenieure  nul  lorsque 

^=:  infini  9  ^prendra  la  même  valeur,  que  j— . 

437.  Lorsqu'on  a  intégré  l'équation  dillérentielle 
partielle  d'un  problème,  il  reste  encore  à  déterminer 
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lés  fonctions  arbitraires  introduites  par  cette  opérationy 
ce  qui  présente  souvent  de  grandes  difficultés.  M.  Fourîer 
les  a  d'abord  évitées ,  dans  ses  recfaercbes  sur  la  chaleur^ 
en  employant  y  au  lieu  des  intégrales,  avec  des  fonctions, 
arbitraires  9  des  déreloppemens  CMnme  ceux  que  j'ai 
indiqués  dans  le  n**  352.^  qui  sont  formés  d'un  nombre- 
indéfini  de  termes  contenant  des  ooeffîciens  et  des  ex* 
posans  arbitraires  (^).  La  (j^termination  de  ces  quan- 
tités f  d'aprbs  des  conditions  données ,  l'a  conduit  à  de^ 
transformations  qui  paraissent  acquérir  beaucoup  d'im- 
portance pour  la  solution  des  questions  pbysico-matbé- 
matiques ,  et  dont  >  par  cette  raison ,  je  vais  donner 
une  idée. 

Je  prendrai  pour  exemple  Féqùation^^  ' 

d"g  _  dg 

déjà  traitée  (352  et  436).  En  posant  a= -^«"•^siniwr, 
on  la  réduit  aisément  à  -—  u*  =  m,  ce  qui  donne  l'ex- 
pression indéfinie 

s  =  Ae^^^^ sin nx  +  A^ê^ " ' ^ sin n^x  +  eta  (**)• 


(*)  LVquaiîoiii^oAt  sVccupe  en  premier  lieu  M.  rourier,re- 

H*ji         id*8  1      rt.  «»• 

\ientà'j —  -f- 5— .=  o,  oa  rH-t  =  o,  etpar  len    a5t  ^  on  trouTC 

pour,  son  intégraW  complète 

{^.7%èon%  dulA  ehaiaa,  p.  16a  et  907.} 

(**)  Ce  développement  est  implicitement  compris  dans  celoi  qae^ 
j'ai  donné  n»  35a.  Pour  Ten  faire  sortir,  il  suffit  de  changer,  à 

l'endroit  cité,  H  en— '71*,  ou  J/''»  en  dbnV/ — 1>  puis  ^  en..^ 

dt  ■     „!, ,  ce  qui  donne  pour  z  les  deux  expiiessions 
av— î 
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Xièla  posé ,  si  Ta  valeur  de  z  detait  en  outre ,  Iors« 
x[ue  ^  =  o ,  se  réduire  à  une  fonction  donnée  i{x)  ^ 
cette  condition  exigerait  une  détermiliation  d^s  coef- 
ficiens  n  et  ^^  telle  que 

î{x)rs^A sin  nx'\'  Ax sin/ii*  +-^»  sin n^x  +  etc. , 

ce  qui  reyient  à  transformer  la  fonction  f  (x)  dans  une 
série  ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l'arc  jr. 
On  trouvera  sans  peine  que  l'équation  différentielle 
proposée  admet  encore  le  dérelqppement  indéfini 

«  =  Ae"^^^  casnx  ^  -^i^— ''•^  cos  ;ii*  +  etc. , 

et  la  condition  à  remplir  serait ,  dans  ce  cas  ^ 

f  (a?)  =  A  cosnx  +  Al  cosni^ir  +  A^  cos  n^x  +  etc. , 

c'est-à-dire  la  transformation  de  f  («)  en  série  ordon-* 
née  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

On  connaissait  déjà  plusieurs  développemens  de  cette 
espèce  :  Euler  avait  remarqué  que 

ix=isinx-»~sin2jp  +  ^>ÎQ3x— etc.  (*), 

dont  la  somme 

I 

a  y — I 

Il  en  esc  de  même  pour  tons  les  antres  termes. 

(*)  Cette  sërie  est  rapportée  dans  le  Traite  in-4*»  1. 1*'^  p.  g^  • 
et  Voici  le  moyen  employé  ponr  y  panrenfr.  La  formule  * 

10  +  «')=-— -^.+  -3— j  +  ctc.    (39), 


'». 
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formole   qui  résout  k  problème  ^  lorsque  f(x)  =  x, 
puisqu'on  en  déduit 

jc  ==  2  sin*  —  -  sîi^  2*  +  x^  sîn  3*  —  etc. 

2  ô 

z^zA&iDnx-j^yii  sin/ïi* +-^»  sinn^x  +  etc. , 
d'oii  il  résulte 

71=1,     ni^aa,         7^  =  3)     etCy 

yï  = — j    Ax  =  — ■  -^  >    -«•  "~"  5  *     ®^^  » 
%  =  i3L(é^*  smx «""4/*$iû2»:-4*^*"^''*sin3jF — etc.). 

2  O 


i^i«*^a^M>«*Mw.*««MMaMB«aM«*..a 


lorsqu'on  y  change  u  en  u-* ,  donne 

l(,+„-.)  =  _  -  _  4-  -5-  -  -^  +ctc.5 

et  par  la  sonstràetîon ,  on  .en  d^doic 

I 
i4-  tt 


l(,4,„)-l(,4.a-.)  =  l-L±i-=:ltt  = 


....^.....i.  .^  ■■  -f.       "A      ■  ■—  etc. 

I  a  3 

Faisant  alors   u  =  c**''^,    d'oh   il  suit  liAr=a:V/^, 
on  anra,  par  la  substitution  de  ces  valeurs, - 

et'  par  consépient 

i  jc=  ria*  —  -  «aax  H-5  sînSjf  —  etc. 

é  Déplus,  comme  jc»=:-/j:dr,  x'ssj/a'dx,  etc.,  on  re- 
monterait sans  peine  au»  puissances  supérieures  de  x ,  ainsi  que 
Daniel  BcrnouUi  l'a  fait ,  mais  poar  un  but  différent ,  dans  le» 
I{opi  Comment,  Acad,  PetropolîUnœ ,  ann.  177a,  p.  9. 
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438.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  autr^  cas 
particuliers  y  mais  nous  passerons  aux  déterminations 
obtenues*  par  M.  Fouriier}  premièrement  à  celle  des 
coeffîciens  du  second  membre  de  Péquation 

f  (ar)  =  «1  sîn  *  +  û»  sîn  2x  +  as  sîn  3x  +  etc. ,    , 

oji   les  multiplicateurs  de  l'arc  x  sont  la  suite  des 
nombres  naturels. 

En  changeant  x  en  t  dans  cette  équation,  multi- 
pliant ensuite  les  deux  membres  par  dtsinnt,  et  pre- 
nant les  intégrales  depuis  ^  =  0  jusqu'à  ^=jr^  s*  dé- 
signant la  demi -circonférence ,  on  aura 

/f(Od^sin;z#  =  aifdt  sin^sinn^ -i-ai/d^ sin  3Lis\nnt.  • 
+  a^/d^sinm^sinn^  +  etc. 

Or 

fdtsin  mt  sin  nt  =  -  fit  cos  {m — n)t 

fàt  cos  (m  +  n)t 

Jm 

s\n,(m-'n)t  ,   fîn(yy^  +  y>V  g 

'5(7»  — y*)        ,     2(171  +  71)       ^  ' 

expression  que  les  limites  o  et  sr  rendent  nulle ,  tant 

que  n  >  supposée  toujours  un  nombre  entier»  diffère 

de  m.  Ainsi  ^  pour  cbaque  yaleur  assignée  à  tz^  tons  les 

termes  de  la  sérife  précédente  dispar^iitront,  excepté  celui 

dont  l'iiidicè  est  égal  à  cette  yaleur.  Sa  seconde  partie 

disparaît  encore,,  mais  la  première,  qui  se  présente  alors 

o  .  t  •• 

sous  la  forme  -,  a  pour  traie  valeur  -  et  devient-, 

o      *  ,      a  2 

entre  les  limites  de  l'intégration  :  on  aura  donc 

/    f(/)d^8inm^=r4Xai-, 


^  I 
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et  par  oonséqoent 

w  o 

De  cette  manière ,  chacun  des  coeffîclens  a^,  a^^  etc., 
est  exprimé  par  ure  intégrale  définie  prise  entre  les 
limites  o  et  ^ ,  et  l'on  a  y  pour  le  déyeloppement 
cberché  y 

î{x)  ==  -  {sîn*/f(e)d*  sint-^%ui^ixfî{t)àt%m  2^  • . . . 
+  sîn  mxf£(/)dt  sin  mt  +  etc. }     (^A) . 

Quand  {{x)^=^x,  il  Tient 

/f  (<)d/  sin  m<  =  fidtsin  mt 

icosmt  .    I    -- 

=- -1 fat  cos  m^ 

TU)       *    m 

t  cos  mt  ^  sînmy 

~"  ~m       *"     !»•     ' 

et  entre  les  limites  o  et  «-  ^  cela  se  réduit  à 

wcosm^ ^(— i)" 

m  m 

Donnant  ensuite  à  m  les  valeurs  i,  2,  3,  etc.,  et 
supprimant  ^,  qui  est  facteur  commun  des  deax 
membres,  on  trouve  le  déyeloppement  particulier 

X,  =  a  (sin*  —  J  sin  a*  +  5  sin  3*  —  etc.) , 

rapporté  dans  le  n°  précédent. 

43g.  Soit  encore 

f  (*)  =  «o  cos  o*  4:  ^»  cos*  +  a^  cos  2*  4"  etc.  ; 

remplaçons  «  par  t\  multiplions  par  àtcosnt,  et 
prenons  les  intégrales  depuis  ^tso  jusqu'à  /=t^ 
nous  aurons 


* 
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fî{()i\tco8ntsssacfdtcosoecosnt+aifdt6o$toosnt . . 

.    +  anfdtcos  mtcos  nt  •+•  etc. , 

puis 

fàt  cos  mt  cos  nt = \fAt  cos  (jn — n)t  +  \fAtco&{m'\-n)t 

sinÇut —  n)/      sîn  (jn  +  n)t 

2(/ll — »)  2(1»  4- 7»)      * 

expression  que  les  limites  o  et  ^  font  éyanouir,  à 
moins  que  71  =  m.  Pour  ce  cas^  la  vraie  yaleur  de 
son  premier  terme  étant  2  ^ ,  il  s'ensuit 

a«  =  -/    f(/)(l^cos  m*, 
^   o 

Il  faut  cependant  excepter  de  ce  résultat  le  pre- 
mier terme  de  la  série  ci-dessus^  pour  lequel  n=o 
donne  seulement 

/'  f  (Od^  =  aof'^dt  =  aoT , 
o  o 

d'oii 

«■  o 


11  résulte  de  là  que 


I 


f(*)=-/f(Od<+ 


2 

-  f  cosa?/f(Od^cos^  +cos2«/f  (^)d^cos2/ 

+  co8m*/'f(/)d/cosm#+etC'}  (^)> 

les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  o  et  -sr. 

44<>*  ^GS  expressions  sont  susceptibles  de  discussions 

très  délicates  y  relativement   à  leur  étendue.  Ce  n'est 

pas  ici  le  lieu  de  s'arrêter  sur  ces  détails  j-  mais  je 

les  ferai  au  moins  pressentir^  en  indiquant  la  marche 

Càlc.  intêgr.  4^ 
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des  valeurs  des  deux  membres  de  l'équation 

i«  =  sin  *  —  ïSÎna*  +  5  sin  3*  —  etc.     0 

Ils  ^anéantissent  quand  *  =  o  ;  et  si  Ton  fait  *  =  -  > 

on  en  tire 

i,r  =  l  — i  +  5~7+etc., 

valeur  bien  connue  (38).  Maïs  lorsqu'on  suppose  *=*, 
ce  qui  donne  î^r  pour  le  premier  membre,  le  second 
s'éTanouit  :  il  en  est  de  même  pour  la  valeur  «t^  —  a-, 
en  sorte  que  le  développement  n'est  exact  qu'entre 
les  limites  «=±iir  exclusivement,  c'est-à-dire  que 

les  valeurs  de  -  et  de  —  -  n'y  sont  pas  comprises. 

Si  Ton  fait  ensuite  *  =  «^  +  J'  > 

le  développement,  devenant 

-^sînj^  — 5  sînay  — ^sin3y  — etc., 

ne  répond  plus  au  premier  membre,  qui  est  lOr+J'); 
mais  si  Ton  cbange*  en  *— ^,  il  viendra 

^(t  — :k)  =  siny  +  5Sïn2^  4.  |sîn3j'  +  etc., 

ce  qui  montre  que  le  premier  développement  eu  y  donne 
la  valeur  de  Tare  négatif  l{y — %),  en  exceptant 
toutefois  le  cas  oii  y  =  o. 

Il  faut  encore  observer  que  le  développement  de  î  jr 
donne  immédiatement  celui  de  la  fonction  a*  -|-  A , 
qui  exprime  l'ordonnée  d'une  droite  quelconque;  mais 
tandis  que  la  fonction  représente  la  droite  dans  toute 
son  étendue,,  le  développement  en  sinus  ne  répond 
qu'à  la  portion  comprise  entre  les  abscisses  +»•  et 
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-^79r,  excIuslTement.  On  peut  y  en  changeant  de  va- 
riable,  comme  on  le  ven^a  plus  loin  (44^}  i  passer 
il  d'autres  limites ,  mais  on  n'obtiendra  jamais  qu'une 
portion  de  lî^ne  droite. 

44  !•  Les  développeméns  (^A)  et  (^)  paraissent  de- 
voir représenter  respectivement  ileux  espèces  de  fonc- 
tions. Le  premier  I  dont  tous  les  termes  changent  de 
signe  avec  l'arc  Xf  répond  aux  cas  dans  lesquels  f(:r) 
est  une  fonction  qui  jouit  de  la  même  propriété^  et 
que  l'on  rkovume  Jbnciion  impaire^  k  cause  que  si  elle 
.était  développée  suivant  les  puissances  de  x^  elle  n'en 
contiendrait  que  d'impaires. 

Le  second  développement,  ayant  la  propriété  con- 
traire, celle  de  conserver  le  même  signe  quoique  celui 
de  X  change,  serait  particulièrement  applicable  aux 
fonction»  paires  ;  m-Ms  l'un  et  l'autre  ne  sont  encore 
que  des  séries  qu'on  peut  remplacer ,  comme  on  va  le 
voir  )  par  une  nouvelle  intégration  définie. 

Pour  cela,  commençons  par  les  réunir,  en  obser- 
vant qu'une  fonction  quelconque  F(jr)  peut  «être  décom- 
posée en  deux  parties,  l'une  paire, c'e«t-ii-d ire  telle  que  si 
on  la  représente  par  ^(jc)  ,  on  ^it  f  (je)=:^( — x) ,  l'autre  . 
impaire,  ou  telle  qu'en  la  désignant  par  '^{x)y  il  vienne 
•vKa;)  =  —  '4'( —  ar).  En  exprimant  la  première  par  la  sé- 
rie {B)y  la  seconde  par  la  série  {A)y  et  prenant  leur 
somme,  on  aura 

^  f     cosa7y^(0d^  cosif  4"  cos  2ary^(^)d*cos2^  +  etc.ï 
7F  l+sinar/4'{<)d^sin^  -f- sin 2A;yî^(0d^ sin 2^  -{-  etc./* 

les  limîles'de  ces  intégrales  étant  encore  o  et^. 

42.. 


66o  TBAITi  iLKMKNTAlHB 

I 

On  peut  les  étendre  de  —  ^  à  +  «*,  pourva  que 
Ton  double  le  premier  membre ,  parce  que  la  fonc-^ 
tion  ç(t)  étant  paire,  passera  de  o  à  — v,  par  les 
mêmes  valeurs  que  de  o  à  tt  ^  ainsi  que  les  cosinus.  A  la 
Téritéy  la  fonction  ^{t)  aura,  dans  ces  înterTalles,  des 
signes  différens;  mais  comme  elle  est  toujours  multi- 
pliée par  un  sinus  qui  change  de  signe  en  même  temps, 
1e^  .produit  conservera  le  même  :  le  résultat  total  sera 
donc  doublé;  ainsi ,  en  prenant  les  intégrales  de  — s» 
à  4~^f  on  écrira 

^F{x)  =  -  f<f{t)dt  + 

a.r      cos*/^(0<i*cos*+  «>*^*/^Wd^cos2*  +  etc.| 
jrl+  smxf'^(^t)dtsmt^  sin ajp/%K/)d/sin  ni  -f-  etc./' 

11  faut  nts^intenant  introduire  la  fonction  proposée 
F(^)  à  la  placê^  des  fonctions  ç  et  4"?  ce  qui  se  fait  aisé- 
ment^ quand  On  observe  que 

4F  IF 

f      -^C  e)dtco8  mt)     f     ^(^)d/sinl7^/, 

•sont  toujours  nulles,  parce  que  la  différentielle  à  in- 
tégrer est  le  produit;  de  deui  facteurs  dont  un  seul 
change  de  signe  avec  *,  savoir:  4(0  ^^i^s  la  première  > 
et  sinm^  dans  la  seconde.  Par  là  on  peut^  sans  trou- 
bler le  dernier  développement,  y  ajouter  les  termes 
que  fournissent  les  expressions 

cos  mxf'^{i)dt  cos  mi  y     sin  mxf^  {i)àt  sîn  mt  : 

alors,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation 
par  w ,  et  les  divisant  par  a ,  on  obtiendra  ' 
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/ 

+  cos*/[(p(0  +  ^it)]dtcôat  -f  etc.  |  ^ 
+  sin  xflçit)  4-  4^(0]  J^  »îii  ^  +  etc.  J  * 

et  par  conséquent 

,F(*)  =  i/F(«)d« 
+  cos  X  fF(t)dt  cos  ï  +  cos  2*  fF{t)dt  cos  2t  +  etc.  1 
+  sin  xfF(^t)dt  sin  £  +  sin  2xfF(t)dt  sin  2^  +  etc.  j  * 

Le  signe  /  ne  se  rapportant  qu'à  la  variable  ^ ,  on 
peut  faire  passer  dessous  le&  facteurs  en  x  ;  et  comme 

cosâfcos^    +8inârsin^      =cos(4r-— Q, 
cos2:pcos^  -f*  sina4psina^  =  oos2(«r*'  0^ 
etc. , 

l'équation  précédente  peut  être  réduite  à 

•rF(a?)  =/'    F(0d45+cos(jf— 0+cos2(jp— 0+etc.],. 


On  Fabrëge  encore  en  écrivant 

wF{x)  =  f'   F(t)dt{{  +  ScQsm{x  —  t)}, 


la  somme  S  étant  prise  depuis  7»  =  i  jusqu'à ...v 
77»  =  infini ,  et  comprenant  les  deux  valeurs  es.<- 
trémes  (*). 

44^.  On  peut  donner  à  l'intégrale^  des  limiter  quel- 
conques y  au  lieu  de  ?r  pi  suffît  pour  cela  de  changer 


^*. 


(*)  C'est  conformément  à  la  distinction  établie  dans  le  n?  4^8  » 
diaprés  Euler  {Inst,  Cale.  diff. ,  P.  I«,  cap.  II,  n*  5g)  que  )c 
metB  ici  le  signe  iS  au  Heu  du  2  qu'ion  trouve  Ailleurs, 
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jif  et  <  en  —  et   —  :  faisant  alors  —  = — «-•  — =+*'f 
a  a  a  a 

les   limites  de    f  liront  -—a  et  +a,  dt  denendra 

— r-;  on  aura 

a    ^  g 

Puis  en  supprimant  le  facteur  commun  s-,  ainsi  que 
l'accent  affecté  aux  lettres  x  et  t ,  qui  n'est  plus  né- 
cessaire ,  et  en  écrivant  f(*),  f(0,  pour  ff— j ,  Ff— j  y 
il  viendra 

Hx)=r    f(OdJ— +  5icos  — (*  — ol 

J  —  a  l2a  Q  a  3 

m 

443*  Dans  cette  dernière  formule ,  la  quantité  a 
n'étant  soumise  à  aucune  restriction,  on  peut  la  sup- 
poser infinie,  et  l'on  obtient  pour  F(*)  une  expres- 
sion où  la  somme  S  est  remplacée  par  une  int^rale 
aux  différentielles.  On  pose  d'abord 


nifr  (m  4-  i)7r 


d'où  il  suit 


-zzzàa  1  =  ^ 

a       ^'       a        w 


■ 

Maintenant,  plus  a  augmente,  pltis  ùq  diminue,  plus 
la  somme  6^  approche  d'une  intégrale  aux  diiSren- 
tielles(23a};  et  pour  passer  à  cette  limite  ,  il  ne  faut 
c^ue  changer  Ag  en  dj ,  en  observant  que  la  variable  q 
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prendra  toutes  les  valeurs  possibles^  depuis  o  jus- 
qu'à l'infini  :  on  aura  donc 

£{x)  =  -fîiOdtfdq  COsy(*— 0  9 

formule  dans  laquelle  l'intégration  relatÎTe  à  q  s'étend 
de  o  à  l'infini 9  et  l'intégration  relatÎTè  à^,  de  —infini 
à  1-f-  infini. 

Ce  dernier  résultat  se  décompose  en  deux  autres  ^ 
quand  on  sépare  les  fonctions  paires  des  fonctions 
impaires.  On  substitue  alors  ^  cosqix-^t)  sa  va- 
leur cosrxcosqt^Bingxsinqtf  et.  cbangeant  Tordre 
des  intégrations;  il  vient 

f  (*)  r=  Ifiq  cos  qx  fi(t)dt  cos  qt 

9F 

+  -fdq  sin  qx  f{(t)àt  sîn  qt  ; 

VF 

remplaçant  ensuite  la  fonctiox^  quelconque  {(x)  par 
un«  fonction  paire  ç  {x) ,  puis  par  une  impaire  4(^)  ; 
en  observant  que 

a  a 

f       "^[i^t^mqtzriO,     f       '^t)àtQOSqt:=:o, 

d'après  la  remarque  faite  danslè  n*^  44,'  )  <>&  obtiendra 
les  deu:^  expressions 

f  (jr)  =  -  fèq  006 jf^  f(f(f)àl  oosqt^ 

m 

les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  o  et  infmi 


664'  TBAiri  iLÉlEJBNTAIBE 

pour  la  TariaMe  g ,  — -  infîai  et  -}*  infini  pour  la  yak^ 
riable  t* 

444*  ^^  formules  précédentes,  dues  à  M.  Fourîer, 
ont  occupé  beaucoup  aussi  MM.  Poisson  et  Caucliy  ; 
ils  les  ont  étendues  aux  fonctions  de  plusieurs  Ta- 
riablesy  et  j  sont  parvenus  par  divers  moyens.  Je 
renverrai  à  leurs  écrits ,  le  lecteur  qui  voudra  connaître 
les  points  de  vue  sous  lesquels  ils  ont  envisagé  cette 
théorie  (*). 

Je  rapporterai  seulement  une  des  manières  dont 
M.  Poisson  a  vérifié' a  posteriori  la  formule  principale 

9F 

en  traitant  /     '  àq  coaqÇx  ^-^  t)  comme  la  limite  ver» 


o 


laquelle  tend  l'intégrale /ép""^*^*d2rcosg'(* — 0,  à  me- 
sure que  la  quantité  a  décroît. 

Cette  dernière  formule  rentre  dans  celle  du  n®4^'  > 
oii  il  sufBra  de  changer  r  en  x-—  f  et  at  en  ^,  pour  obtenir 

/e-^"^'dycos(*— Oy  =  — 


2a 


(*)  P^oyezle  i8«  6tie  jg*  cahier  da  Journal  de  l'École  Polf' 
technique,  les  Exercices  'd'anafys0,  par.M.  Cauchy ,  et  le  tome  VI 
des  Nout^eaux  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences, 

Dans  c«  dernier ,  M.  Poisson  emploie  la  transformation  ci-dessus 
pour  parvenir  à  TexprC^ssion  !de  fwàx  indiquée  dans  la  note  de  la 
page  6oi ,  et  ponr  déterminer  les  limites  de  l'erreur  que  l'on  com- 
met en  «'arrêtant  à  tel  terme  que  l'on  voudra.  En  i8i4»  M.  Gauss 
avait  traité  le  même  sujets  mais  par  un  moyen  dérivé  des  formules 
d'interpolation  y  et  qui  se  rapporte  à  ce  qu^on  a  vu  dans  le  n9  388. 
(/^oj^ez le  t.  III,.  des  Oommentationes  societatis  Gottingensis 
recentiores^mm,  iBi^ — i8i5.  )  ' 


DB  CALCOI.'  kst£obaii.  66S 

et  par  conséquent 


Cela  posé,  le  facteur  e  ^*  décroît  en  même 
temps  que  a  et  tend  à  de.Tcnir  nul,  à  moins  que 
le  numérateur  (  «  — r  ^  )*  de  son  exposant  ne  soit 
d'une  petitesse  comparable  à  celle  de  a,  ce  qui  aura 
lieu  lorsque  la  valeur  de  la  variable  t  différera  peu  / 
de  celle  de  x  :  c'est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  l'in- 
tégrale indiquée  pourra  prendre  une  valeur  assignable* 
Pour  la  découvrir,  il  faut  faire  ^  =  x  +  2 ,  et  suppo- 
ser que  la  valeur  de  s  demeure  dans  des  limites  si 
resserrées  que  l'on  puisse  la  regarder  toujours  comme 
infiniment  petite,  et  qu'il  soit  permis;  en  conséquence, 
de  réduire  fijs-^st)  à  i{x)\  il  vient  alors 

f(,)  =  _î_/^'"4^'f(:c)d«=:  — ^4=^/^'"4^'d*. 

Or,  puisque  l'intégrale  comprise  dans  le  dernier  mem- 
bre s'anéantit  aussitôt  que  z  a  une  valeur  assignable , 
on  né  change  pas  celle  de  cette  intégrale  en  éten- 
dant z  jusqu'à  l'infini  même;  mais  entre  ces  limites, 

,     fe    ^''iz=2a\/î, 

ce  qui  fait  disparaître  a  dans  l'expression  f(a;),  et  la 
rend  identique. 

On  ne  saurait  disconvenir  qu'appuyé  seulement  sur  la 
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râleur  d'une  intégrale  définie  h  laqiielle  on  n'attri- 
bue, à  proprement  parler  ^  qu'un  seul  élément ,  le 
procédé  que  je  viens  d'exposer  ne  doive  paraître  au 
moins  très  délicat;  mais  ce  qui  le  fortifie  ^  c'est  qu'en 
l'appliquant  encore  à  d'autres  intégrales^  en  particulier 
à  l'une  de  celles  du  n?  ^3%,  on  en  tire  toujours  le  même 
résultat  I  obtenu  d'aille^rs  à  priori j  par  des  considéra- 
tions très  différentes. 

Pour  se  faire  une  idée  bien  nette  de  ce  passage  d'une 
limite  finie  à  une  limite  infinie,  il* n'est  peut- être  pas 
inutile  d'^iaminer  la  marche  des  valeurs  d'une  intégrale 

analogue  à  la  précédente.  Telle  eslfe^^*dty  dont  on 
trouve  une  table  à  la  fin  de  V  Analyse  des  ré/ractiom 
oêtronomiquesj  par  Kramp.  On  voit  que  cette  int^rale» 

dont  (/«r  =  0^88622692  est  la  valeur  entre  les  limites 
zéro  et  l'infini ,  est  déjà  réduite  à  0^00001968  lorsque  i 
est  seulement  égal  à  3.  Le  décroissement  doit  être 
encore  bien  plus  rapide,  quand  l'exposant  -— ^  est  di- 
visé par  lequarré  d'un  nombre  très  petit,  ainsi  que 
dans  la  formule  traitée  ci-dessus-;  et  lorsqu'on  suppose 
infiniment  petit  cet  exposant,  c'est  une  limite  rigou-* 
reuse  que  l'on  cherche  et  que  l'on  obtient. 


FIN. 


wwwtfw^vwvwvwwm^^'^wawwi^iv» 


^)VyW»WMA%»<WWVVWWW»W»AVVWW^^ 


NOTES. 

NOTE  A  ,  indiquée  sur  les  pages  i  et  86. 

I.  CoMiDÉRÉ  dans  les  procédés  qui  4c  constituent,  le  Calcul 
différentiel  est  plus  «impie  que  les  parties  supérieures  de  1  Algèbre. 
Sa  difficulté  ne  tient  guère  qu'à  ccUe  d'aperceroir  d'abord  quel  est 
son  but ,  et  de  concevoir  le  sens  de  quelques  nouveaux  termes  dont 

tl  a  nécessité  l'introduction.  x     #    i 

C'estuu  problème  de  Géométrie  (celui  de  Pappus)  résolu  sca- 
Icment  dans  quelques  cas  particuliers,  par  les  aûciens,  qm  a  conduit 
Descartes  à  inventer  l'application  de  TAlgèbre  à  l'expression  des 
lignes  coorbcsi  c'est  aussi  un  problème  (cdui  des  tangentes)  qui 
a  fait  découvrir  le  Calcul  différentiel. 

Dès  le  temps  d'Euclide,  on  a  pu  remarquer  qne  les  uniicntes 
îouîssaient  des  propriétés  des  sécantes,  en  modlEant  ces  propriétés 
comme  l'exige  la  i;éunion  des  deux  points  d'intcrsecuon  en  un  seul, 
qui  est  alors  le  point  de  contact.  {Ployez  le  n»  laS  des  ^temens 
de  Géométrie,)  C'est  aussi  sur  ce  principe  que  reposent,  soit  ex- 
plicitement, soit  implicitement,  toutes  les  méthodes  qu  on  afondees 
sur  le  Calcul,  pour  mener  les  tangentes  aux  courbes.  Pami  ces 
méthodes,  je  choisis  celle  de  Barrow,  qui  n'est  pas  encore  le  Calcul 
différentiel,  mais  qui  s'en  rapproche  le  plus. 
Soit,  par  exemple,  la  parabole  ordinaire  donnée  par  lequation 

^•==pxj   en  prenant  sur  cette   courbe  deux  pomU  Jn   et  iW , 
J%.  I ,  pour  mener  une  sécante ,  posant 

comparant  les  triangles  semblables  3fQMet  MPS,  oti  aura 

h 
SrQ:MQ::PM:PS,    d'oh    PS^z^jr^; 

et  puisque  le  point  M'  appartient  à  la  courbe,  on  a  austi 

développant  celte  équation ,  pour  en  retrancher  membre  à  membre, 
y.  B=px,  il  testera  ^ 

fty^At-f-A«5=f>A,    quirevicotà    -         ^l  ' 


FIG.    I. 


668 


NOTBS. 


donc  PS=jr  ^ Mais  si  l'on  fait  coÏQCÎder  le  point  2lf  avtt 

le  point  M,hetk  s'cTanottisscnt ,  PS  dcrieni  PT,  et  la  valeor 

<le  la  première  db  ces.  lignes  se  réduit  à  —  =  Î2f  =  ^, 

P  P 

Une  première  remarque  s'offre  ici  :  c'est  que,  malgré  Tévanonis- 

scmcnl  des  quantités  A  et  A,  la  fraction  qui  exprimait  leur  rapport 
continue  d'exister,  ou  d'avoir  une  valeur  appréciable,  puisqu'elle 

se  réduit  à  ^,  valeur  dont  la  quantité  2!lli:?  approche  à  mesure 

que  A  diminue,  et  dont  elle  peut  difi^rer  d'aussi  peu  qu'on  Tondr» 
en  prenant  A  assez  petit. 

Cette  fraction  ^  est  donc  la  limite  de  Sllt- ,  on  celle  du  rap- 
P  p      '  '^ 

port  ^,^ ,  comme  ^^  r«t  d«  ^^. 

PS 

Pour  s'assurer  que  pg^  peut  approcher  aussi  près  qu'on  tou- 

PT 

^"^  *^*  p^*  *^  •"^'  *^®  considérer  que  si  le  point  M^  passait  au- 
dessous  du  point  Mf  le  point  S  tomberait  de  l'autre  côté  du 
point  T. 

II.  A  cet  exemple,  tiré  de  la  Géométrie,  joignons-en  un  antre 
tiré  de  la  Mécanique. 

Les  corps  tombent  vers  la  surface  de  la  terre,  en  vertu  d'une 
force  qui  agit  constamment ,  et  en  conséquence  de  laquelle  leurs 
mouvemens  s'accélèrent,  c'est-à-dire  que  ces  corps  parcourent  des 
espaces  de  plus  en  plus  grands  dans  des  intervalles  de  temps  égaui^ 
lorsqu'on  prend  ces  intervalles  de  plus  en  plus  loin  de  Torigine 
du  mouvement. 

Ainsi,  représentant  par  i  l'espace  parcouru  dans  la  i^^  seconde, 
dans  la  ae  on  aura  3,  dans  la  3«  5,  et  ainsi  de  suite  :  ce 
sont  là  des  données  d'expérience  qui  ont  fait  découvrir  h  Galilée  que 
la  force  dont  il  s'agit,  ou  la  pesanteur,  est  constante  ,  c'est-à-dire 
qu'elle  engendre  toujours  la  même  vitesse  dans  le  même  temps. 
Par  vitesse,  il  faut  entendre  Vespace  que  le  corps  parcourrait 
dans  Vanité  de  temps ,  si  la  force  auait  cessé  d'agir  sur  lui  au 
commencement  de  cette  unité.  Cela  posé ,  voyons  comment  on 
peut  calculer  les  effets  d'une  pareille  force. 

Au  lieu  de  supposer  qu'elle  agit  constamment,  concevons  que  ses 
actions,  toujours  égales,  soient  instantanées  comme  celle  de  Timpulr 
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^on,  et  qu'elle  «eTiîpètentàdesmtervalles  marques  parunefraction- 

4e  la  «econde  prise  pour  unit^  de  temps.  Un  corps  recevra  donc  pen- 
dant Funité  de  temps  un  nombre  m  de  ces  actions  dont  les  effets,  s'ajou- 
*ant  les  uns  aux  autres,  lui  imprimeront,  au  bout  de  ce  temps, une  vi- 
tesse totale  que  je  représenterai  par  p.  La  vitesse  qui  résulterait  d'une 

seule  action  serait  donc  -  ,  toujours  pour  l'unité  de  temps.  Ainsi , 


ni 


pendant  la  fraction  — ,  le  corps  ne  parcourrait  que  Fespace  — .  En 
considérant  les  intervalles  consecaiifs  indiqués  ci-dessous , 

1       a      3  n  —  1      II 

'     m'    m'    m^ m   *    m* 

on  aura,  i®.  pour  les  vitesses  résultantes  des  actions  (exercées  par  la 
-force,  au  commencement  de  chacun  de  ces  intervalles^ 

m*    m'     m*     m'" w  ' 

1^.  poar  les  espaces  parcourus  à  la  fin  des  mêmes  intervalles 

p       ap      3p      iff  np 

m*'    m»     !»•     m»'  m»  ' 

la  somme  de  tous  ces  espaces  dont  le  nombre  est  n ,  sera  par  la  for- 
mule relative  aux  progressions  par  différence  {JÉUm»  d*Al§»  aag), 

Vto*       m*  J  ^     a  \m^      m*J 

Maintenant ,  si  l'on  observe  qu'43a  nombre  quelconque  de  secondes, 

1*' 
désigné  par  f ,  contient  un  nombre  mt  d'intervalles  égaux  à  — ,    et 

<[u'on  fasse  n=zmty  l'expression  précédent^  deviendra 

a\in»        m*  J        a  \m       J 
Or,  on  voit  que  plus  le  nombre  m  augmente,  plus  les  actions  de  la 
force  se  rapprochent ,  moins  la  quantité  T  —  ^t  j  diffère  de   c, 

e\  que  mîlme  elle  subsiste  lorsqu'on  anuule  la  fraction  —  ,  ce  qui 

anéantit  l'intervalle  supposé  entre   les  actions  successives  de  la 
force«  Cet  état  de  choses  est  la  limite  vers  laquelle  tend  sans  cesse 
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la  suite  des  mouvcmens  considères  plos  haQt;et  par  oonséqncnt, 
daos  l'action  coDiinue  de  la  force,  Fespace  parconm  est  ëgal  h  rpc'« 

En  mettant  la  valeur  de  n  dans  Texpression  -^  de  la  TÎtessc  ac- 

nt 

quîae  après  les  ri  premières  actions,  il  viendra  —£s=^r,  qnan- 

tité  indépendante  de  m,  et  par  conséquent  la  même,  quelque 

petit   que  soit    rintervalle  -. 

Maintenant,  si  l'on  fait  snoccssircment  f  =  0,  =  1 ,  =a,  etc., 
on  aura  les  espaces 

dont  les  différences  sont 

(tp),     3(;p),     5(îp),  etc., 

c'cst«à-dire,  1  fois,  3 fois,  5 fois,  etc.,  Tespace  parconm  pendant 
la  1*^*  seconde. 

Dans  Texcmple  de  pure  Géométrie ,  on  a  supposé  d^abord  des 
points  distincts  ,  deux  intersections  an  lieu  d^nn  contact;  mais  en 
passant  à  la  limite,  on  a  établi  la  coïncidence  des  points,  et  les  in- 
tersections se  sont  changées  en  confact. 

Dans  l'exemple  de  Mécaniqae,  an  Jien  d'nn  mouvement  accéléré 
d'une  manière  continue,  on  a  considéré  une  suite  de  monve- 
mens  uniformes,  on  égaux,  pendant  un  certain  intervalle  de  temps, 
et  dont  la  rapidité  croissait  seulement  dans  le  passage  de  l'un  à 
l'autre  ;  mais  en  prenant  la  limite ,  on  a  anéanti  l'intervalle  sup< 
posé  entre  les  actions  de  la  force,  on  a  changé  une  suite  d'actions 
isolées  en  une  action  continue,  et  l'ensemble  des  mouvemcns  uni- 
formes supposés  est  devenu  le  mouvement  uniformément  accéléré, 
tel  qu'il  a  Heu  dans  la  natare. 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  montrer  l'importance  de  la  con- 
sidération des  états  successifs  par  lesqnels  passent  des  quantités 
variables,  comme  les  ordonnées  des  courbes,  les  espaces  parcourus 
par  l'effet  des  forces  qui  changent,  et  de  chercher,  non  les  change- 
mens  en  eux-mêmes,  mais  les  limites  vers  lesquelles temlent lenrs 
rapports. 

IlL  Cette  considération , qui  est  aujourd'hui  la  meillenre  base  que 
l'on  puisse  donner  au  Calcul  différentiel,  se  retrouve  implicitement 
dans  la  Géométrie  élémentaire,  toutes  les  fois  qu'il  faut  comparer  les 
li^ci  courbes  anx  lignes  droites^  les  aires  circulaires  h  celles  des  po- 
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lygonesy  Ica  tîorps  roink  aux  polyèdres^  car  on  ne  mesure  immé- 
diatement qae  des  lignes  droites,  des  polygones  et  des  polyèdres. 

E^  effet,  à  l'on  désigite  par  t»  l'angle  ^OH,  fig*  65 ,  qui  est  la  rio.65. 
moiiië  de  l'angle  an  centrcdn  polygone  quelconque  ABC^  circons- 
crit an  cercle  dont  le  rayon  OH  =  r,  et  qu'on  prenne  Tunild  pour 
le  rayon  des  tables  trigonomëiriqucs,  on  aura 

i:tangai::r:^i5r,    d'oîi    ^iï=rtang», 

^i^ssirtangfli. 

Mais  lecôtë  AB  est  contenu  autant  ^e  fois  dans  le  contour  du  poly- 
gone régulier,  que  l'arc  qni  mesure  l'angle  AOB  est  contenu  dans 
la  circonférence  :  soit  donc  a»  celle  qui  est  décrite  avec  le  rayon  i, 
et  à  laquelle  se  rapporte  l'arc  o»;  le  nombre  des  côte's  du  poly- 

gone  sera  —  ;  ainsi  son  contour  sera 

ix?r      ^  tang» 

— ,artangfli=aîrr.— — . 

Or,  plus  le  nombre  des  côtés  du  polygone  augmentera,  pins  Tangle 

»  diminuera,  et  plusleraj^rt  — ^  approchera  de  l'unité  qui  est 

sa  limite  (pag.  44).  Si  l'on  passe  à  cette  limite,  le  polygone  se  chan- 
gera en  cercle ,  et  sa  circonférence  deviendra  a«T,  comme  le  donne  la 
Géométrie  élémentaire* 
Rien  n'est  plus  aisé  maintenant  que  d'obtenir  la  surface  du  cercle. 

Celle  du  polygone -4^  C  étant  ^ale  àsoncontoora^rr  — ^,  mnl- 

tipliépar  {OH  ou  Jr,  revient  à  wr»  -^"^  -  ;  et  en  passant  à  la  limite 

on  a  wr* ,  comme  par  la  Géométrie  élémentaire. 

On  appliquerait  bien  aisément  ces  calculs  aux  corps  ronds;  mais 
nous  ne  nous  y  arréierons  point  :  nous  nous  bornerons  seul  ement  à 
faire  observer,  qu'ici  la  limite  se  montre,  non  pas  Comme  nn  mode 
arbitraire  d''exposiûon ,    mais  bien   comme   tenant   au  fond  des 

choses. 

La  considération  des  limites  n'est  pas  non  plus  étrangère  aux  Élé- 

mens  d'Algèbre.  J'en  ai  donné  un  exemple  sur  la  fraction    ,    , 

dont  les  deux  termes  s'évanouissent  quand  assb  ,  et  dont  la  valcnr 
«st  alors  afl ,  et  j'en  ai  fait  usage  pour  expliquer  nn  cas  singulier  du 
pr  blême  des  deux  lumières.  {Élém,  d'Àlg,,  70,   lao.) 
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En  effet,  c*ti8t  toaioars  à  cette  coDSidëration  qu'il  fant  avoir  re- 
cours pour  expliquer  les  difficaliés  qui  peuvent  naître  des  indications 
de  quantités  infinies  ou  infinimient  petites ,  dont  les  mathématiques 
n'ont  pas  besoin  de  supposer  Peiistence  actuelle,  et  qui  d'ail- 
leurs n'offrent  aucune  prise  à  l'esprit.  Il  n'est  donc  pas  étonnant 
qne  lorsqu'on  analyse  avec  soin  les  diverses  théories  proposées 
pour  rétablissement  des  principes  da  Calcul  différentiel,  on  y  re- 
trouve toujouis  des  idées  de  limites. 

IV.  Quelquefois  on  a  employé  des  locutions  vicieuses  :  c'est  ainsi 
qu''on  a  désigné  long-temps  la  méthode  des  limites,  sons  le  nom  de 
méthode  des  premières  et  dernières  raisons;  mais  ce  langage 
n'est  pas  exact.  Quand ,  plus  haut,  nous  avons  considéré  le  rapport 

^y^  ^  des  lignes  ^rh  (P^S®  ^^)>  ^^^^  n'avons  pas  dû  dire  que  la 

limite  ^  était  la  dernière  raison  de  ces  lignes  \  car  lorsque    ^      -  se 
p  P 

change  en  22f ,  par  l'anéantissement  de  h ,  les  deux  points  M^eiM 

coïncident,  les  lignes  M'QeiMQ  n'existant  plus ,  n'ont  plus  de 
rapport.  C'est  donc  comme  existant  à  part,  c'est  comme  q[aantité  sui 

generis,  qu'il  faut  envisager  2^  ;  et  ce  qui  lie   cette  fraction  aux 

quantités  h  et  k,  on  MQ  elM'Q ,  c'est  seulement  qu'on  peut  l'en 
faire  dériver,  comme  exprimant,  non  pas  leur  rapport,  mais  sa 
limite.  C'est  ce  que  Newton  lui-même  a  uès  bien  exprimé  dans  ce 
passage  de  son  livre  des  Principes  : 

c  Les  dernières  raisons  qu'ont  entre  elles  les  quantités  qui  s'éva- 
>  n  ouïssent  ne  sont  pas,  dans  le  vrai,  les  raisons  des  dernières  qnan- 
»  tîtés ,  mais  les  limites  dont  les  raisons  des  quantités  qui  décroissent 
»  k  rinfini  approchent  sans  cesse,  et  de  manière  à  n'en  différer 
»  qu'aussi  peu  qu'on  voudra  (*).  » 
'    Si  l'on  supposait  que  le  point  M^  d'abord  réuni  au  point  M  s'en 


{*)  Ultimœ  rationes  illœ  quibuscum  quantitates  evanescunt  * 
rêvera  non  sunt  rationes  quantitatum  ultimarum,  sed  limites  ad 
quos  quantitatum  sine  limite  deqrescentium  rationes  semper  ap- 
propinquant  ;  et  quas  propiits  assequi  possunt  quam  pro  data 
quavis  differentia,  (Philosophiœ  naturalis  principia  mathtr 
matica ,  lib- 1,  «îct.  i ,  lem.  XI,  scholium.; 
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«loignftl,  alors  les  lignes  MQ  tl  M!Q  natiraient  au  liea  de  s^eva- 
nouir,  ec  c^est  dans  ce  sens  qu'on  n#mmait  -^  leur  première  raison. 

V.  Il  me  semble  que  ponr  bien  voir  la  naissance  des  limites,  dansje 
passage  des  lignes  droites  aux  oourbes,  il  saffit  de  remarquer  que  la 
différence  caractéristique  entre  une  courbe  et  un  poljgone,  consiste 
en  ce  que  Ton  peat  toujours  inscrire  dans  la  courbe  un  angle  aussi 
approchant  de  deux  droits  qu'on  voudra ,  ce  qui  ne  peut  se  faire 
dans  un  polygone ,  où  l'angle  à  la  circonférence  est  le  plus  grand 
de  tons  ceux  qui  peuveut  être  places  entre  deux  c6tës  consécutifs. 

Il  suit  immcdiatemetit  de  cette  condition ,  que  dans  une  courbe 
quelconquej  la  limite  du  rapport  de  l'arc  à  sa  corde  est  l'unité; 
car  si  l'on  prend  de  chaque  c6te  du  poittt  A,  fig,  66,  des  cordes  ria.66. 
de  plus  en  plus  petites  AB-^^AC^  AB'  =.AC,  etc.,  qu'on  tire 
1rs  droites  BCi  B'C,  etc. ,  qu'on  abaisse  sur  ces  droites  les  per- 
pendiculaires AD  y  AU,  etc.,  les^  triangles  rectangles  BAD^ 
J^'AD',  etc.  ,  donneront 

BC        BD.  .  p  ^^       B'C         B'B'     .  .^  ,^ 

ab^ac^âS^''''^^'^^^aW:^c^âF='''^^^^^^'^  ' 

mais  les  angles  \BAC,  \B>  A(fy  etc.,  tendant  sans  cesse  à  devenir 
droits,  leurs  sinus  approchent  de  plusvn  plus  d'être  égaax  à  l'anftié  : 
il  en  est  de  mémo  des  rapports  des  lignes  brisées  aux  droites  qui 
joignent  leurs  extrémités,  assemblages  de  tignet  qui  s'approchent 
aussi  de  plus  en  plus  de  l'arc  et  de  sa  corde. 

Il  faut  bien  observer  que  ce  n'est  pas  simplement  parce  que  l'arc 
et  sa  corde  diminuant ,  leur  différence  diminue,  que  leur  rapport 
tend  vers  P'unité.  Les  côtés  d*un  triangle  rectîligne  ,  par  exemple , 
conservent  toujours,  leur  rapport ,  à  quelque  dcgilé  de  petitesse  qu'on 
les  réduise ,  tant  que  les  nouveaux  triangles  demeurent  semblables 
au  premier ,  et  les  différences  de  ces  côtés  décroissent  aussi  dans 
le  même  rapport  \  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  arcs  :  ils  s'apla* 
tissent  parce  que  Nngle  inscrit  s'ouvre  à  mesure  qQ''ils  décroissent, 
et  leur  excès  sur  les  cordes  décroît  plus  rapidement  que  ces  lignes. 
En  effet ,  si  l'on  conlpare  deux  grandeurs ,  ^  et  a ,  qui  diminuent 
indéfiniment ,  et  que  l'on  pose  Asszw^J',  on  verra  que  le  rapport 

A      a-h«^  .   ^  j  .,     .  .      • 

— = =  I  +  -  ne  peut  tendre  sans  cesse  vers  rnnite  qu'au- 

a  a  a        '^  ^ 

tant  que  /  décroît  plos  rapidement  qne  a. 

On  peut  encore  rattacher  aux  considérations  précédentes  sur  les 
angles  inscrits  dans  les  segmens  des  courbes,  la  propriété  qu'a  le 
Cale,  intégr,  4^ 
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rapport  de  Votdomnét  h  U  fotaïaDgeiite,  dMtre  la  Kniite  de  oekii  de» 

accroifsemens  de  Pordonnée  et  de  l'abscisse.  En  effet ,  trois  points 

^16. ^7.  3/^,  il/^  M\fig*  679  sur  nne  courbe  quelconque,  determineiont 

deaz  rappoTU  tt-tt  ^^  Itm"»  respectoTeneat  egatox  aux  tangentes 

des  angles  MM^Q,^  M'MQ  que  les  cordes  M,M  ei  MMf  for- 
ment avec  l'axe  des  abscisses  P^P*  \  et  désignant  ces  angles  par  A 
et  Bf  on  aura 

Cela  pose,  on  sait  que 

°^  '       i+tang^tangA  ^      *^      '''' 

d'oU 

taog ^--  fmg  JB  =(i  -f-  teng  A  tangua)  ung  (-rf  --  /?)  j 

et  si  Ton  prolonge  M^M  an-delà  du  point  ilf ,  on  formera  l'angle 
RMàfy  qui  sera  la  diffe'rence  des  angles  MM,Q,  et  MMQ,  ou 
A — By  et  en  même  temps  le  supplément  de  Tangfe  M, MM',  Plus  ce 
dernier  approchera  de  deux  droits ,  plus  le  premier  diminuera ,    et 

av«c kii  la-différeHOé  tang^  —  tang j9  des  rapports  >>V  ,   -JV  • 

PM 
naît    l'un  de  ces   raflporis  étant  moindre  que  jg^- ,  tandis  que 

l'autre  est  plus  grand ,  ils  se  rapprocheront  d^autant  pins  de  cet 
intermédiaire,  qu'ib  diffëseront  moins  l'an  de  l'autre  :  ce  sera  donc 
leur  limite  commune. 

NOTE  B ,  indiquée  sur  la  page  ^70. 

I.  L^equatlbn 

«  V/— I  =  1  (coss  H- y  — i«in  «)> 
devenant  

^mw  Y — 1  =3s.l.  I  f 

lorsque  l'bù  pr^nd  2  =  am^ ,  fait  reconiia^re  que  l'unfi«$  a  nae  in» 
tiaité  de  logarithmes  différcns.  On  ne  trouve  zëro  qu'en  posant 
m  =^  o  ]  mais  ponr  toute  autre  Talear  entière  ^  soit  positive,  soit 
négative  de  m  ,  on  obtient  «ne^lf^osaton  imagîiMiire  ^liidoitétn 
regardée  comme  un  ♦lîj^fçarilibin*  de  l^wnité. 
Cette  proposition ,  qai  settrbic  un  paradoxe ,-  quand  on  n'assigne 
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aux  iogarithmes  qn'aoe  origine  arithmétique ,  ca  les  d^uisant  de 
la  comparaison  des  progressions  {Élém,  d'Alg»  !k54) }  devient  na- 
turelle quand  on  les  tire  de  iVqnation  jl's:  e*.  En  effet,  si  Ton  dé- 
signe par  tt  Pezposant  nnmëriqne  de  la  puissance  à  laq4elle  il  faut 
élever  e,  pour  produire  la  valeur  assignée  à  ^,  et  qu'on  fabse 
,r  =£:  4  +  2 ,  il  vient 

e*        =^>    qui  se  réduit  fc    e»^3Sï, 

à  caus^  de  0^=^.  Mais  Téquation  «'  =  i  étant  développa  par  la 
formule  dn  n<*  27 ,  conduit  à 


z         z* 
I       i.a 


-  -f 1 5  -f-  etc.  =  o, 

i.a.o 


qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

z       z* 
2=0,  I  ^.^  _^  4.etc.  =  0; 

le  premier  estladfeterîhmafionarit^me'iri^uednlogaritlmie  de  l'uni- 
té, et  le  second  contient  les  déterminations  algébriques  :  ceci  est  h  la 
théorie  des  logarithmes  ce  qu'est  Ja  considération  des  racines  ima- 
ginaires de  Tunké  à  la  théorie  des  puissances.  '{Eiém.  ePAtg.  iSg.) 

Les  Taie  ors  s=:amjrV^ — i  son^^les  racines  dn  second  facteur  de 

réquation  e"  =  i  ,et  celles  de  l'équation  jr=:c*  sonta-f-amjrV^— t, 

en  sorte  que  ]y  ^=z   a  ■4-qw»'\/— i. 

U.  Pour  iKlei»WUfif  ces«raciuesy  £nier,  qui  les  a  découvertes  le 
premier,  a  employé  un  artifice  d'analyse  très  ingénieux  ,  et  qui  re- 
pose sur  la  proposition  démontrée  dans  le  n<*  188,  d*aprës  laquelle 
les  racines  de  l'équation  * 

«MIT   ,  t/~^    •    ^^w* 

v»^ — 1  =  0       sont     y=cos f-V — 1  «m— . 

•^  -^  n  n 

U  faut  d'ahord  observer  que 
a  pour  limite,  lorsque  n  devient  infinie, 


z  2*  2* 

1  -I ( ^ 5  ^  etc.  =  e' 

I        i.a       i.a.3 


43.. 
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Cela  posé,  rc'quation  c»  — i  =o  ponrra  être  remplacée  par  la  If- 
I  -I —  j    —  I  =0  ;  Cl  substitnant  i  -h  -  hjr.  on  aara,  par 

ce  qni  précède , 

z  ^mir   .  t  / —    .    'iintr 

I  4-  -  =  C08 H  V  —  I  »»n j 

n  n  n 

puis  picnant  les  limites  relatÎTCs  à  la  supposition  de  n  infinie ,  soi- 

vant  laquelle  cos^îï^  et  sîn  22-   deviennent  respeciivemçnt  i   et 

^"'*     en   concevant  toutefois  que   m  demeure  finie,  on    aura, 

ri    ' 
comme  ci-dessus ,  

a  =  amfl-V^ — i. 

Afin  de  Lien  voir  cette  limite ,  il  faut  mettre  pour  cos et 

3iaï^„  leur  développement  (37);  et  après  les  simplifications, 
n 

il  vient  ' 

ce  qui  se  réduit  à  z  =  2wiîrV/"-ï  >  lorsqne  n  est  infinie. 

III.  Il  peut  aussi  n'être  pas  inutile  de  faire  observer  que  la  dé- 
composition de  y»  —  T  en  facteurs  ,  sur  laquelle  ce  qni  précède  est 
fondé,  s'obtient  indépendamment  des  considérations  du  n"  187. 
Voici  comment  Lagrange  y  est  parvenu. 

Les  équations  ^  " 

cos  (n  -f-  i)z  =  cos  z  cos  nz  —  sin  z  sin  nz  , 
cos  (n i)z  =  cos  z  cos  nz  -f-  sin  z  sin  nz  , 

étant  ajoutées.,   donnent 

cos  (n  +  ï)z  -f-  cos(«  —  x)z  =  2C08  z  cos  m , 
d'oh  l'on  tire 

acos  (n  +  0*  =  ^*^^*  zAcos  nz  —  acos  («  —  1)2. 

Posant  ensuite 

1 

UCOS  t  zrzjT'^ —  , 

y 


NOTES.  t)77 

et  mettant  les  nombres  i ,  a,  3,  etc.  ,  à  là  place  <le  n,  il  viendra 


acossz  =  (r +^)  (r  +^)  -  (r  +  ^)  =  r'  +ji' 
3C08  4Z  =  (r+ i)  (r'-*-p)-(^"+^a)  =r*+p. 

etc. , 
d^oii  Ton  conclara  d''abord,  par  analogie,  que 

I 
acos  n*  =  V»  -I . 

y" 

Pour  s'en  assurer   tout>à-fait,    il  suffit  de  voir  que  si  la  loi  re- 
marquée a  lien  pour  les  nombres  n — i  et  n,  elle  anra  pareille- 
^ment  lieu  pour  le  nombre  n+  i.  Or,  si  l'on  fait 

acos  (n  —  i)z  ±=  r"-»  H ,    acos  nz  =y»  4-  —, 

il  en  résultera 


(«+0^  =  (r+J.)(r'*+j;)-(r-'+pr.) 


ce  qui  est  encore  la  loi  supposée,  et  prouve   qu'en   partant  des 
valeurs  n  =  i  et  n  =  a ,  elle  s'étendra  h  tous  les  nombres  entiers. 
Il  suit  de  là  que  les  équations 

.1  .1 

acos  «  =  y  -f-  -  ,       acos  raa  =  y  "  +  — , 

r  T* 

qui  reyiennent  à 

y*  —  njr  cos  «  +  I  =  P ,      y«»  —  ay"  cos  nz  +  i  =  o, 

ont    lieu    en    même    temps  «   qu'eUes    ont   par    conséquent    une 
racine   commune.    Mais    si    oh    la  désigne  par   a,  qu'on  fasse 

ensuite   y  =  -  ,    et   qu'on    réduise    tous    les    termes    de    chaque 

équation  au  même  dénominateur,  on  trouvera  qu'elles  sont  vd. 


G^jB  KOTKS. 

rifiées  en   même  Umps  par   cette  nouvelle  valeur  ^  et  copimc  la 
première  équation  n'est  que  du  deuxième  degré,  il  en  résulte  quMIe 
est  un  des  facteurs  de  la  seconde. 
Maintenant,  si  Ton  prend 

rtz  =  amir  +  /, 
il   viendra 

oos  nz  =  c«s  /,       t  =      ■  ■  J 

et   par  conséquent  Téqnation 

yi*  —  ay*  cos/-f-  1 1=  o , 

aura  pour   facteur 

amir  •+■  /  . 
7"*  "^  ^y  c<^*  — —  4.  I  =  o  , 

quel  que  soit  le  nombre  entier  qu'on  substitue  à  m  :  voilà  donc 
la  formule  du  n»  191.  x 

Pour  en  déduire  celles  du  n»  190,   il  suffit,  de  faire  /=o  et 
/  =  îT.  Dans  le  premier  cas ,  on  âttra 

cosiTcB  I,      jr«»  — ax*  +  I  =(^«  —  i)«, 

puis 

3m«r   , 
ym  —  1  =  0,      y»  —  aj^  cos -f-  î  =  o. 

Dans  le  second  cas, 

cos/=  — I,    r"+^r*  +  «  — (r"-*-Os 

puis 

y»-|.  1  =  0,      jr* —  aycosi 1-  ,  =0, 

comme  dans  le  n^  cité. 

IV.  Au  moyen  de  l'expression 

Z-=.  %7Mt\  — J, 

des  racines  imaginaires  de  l'éqoation  «'  —  i  rso,  on  exptique 
pèusieura  difficultés  qu'offre  l'application  des  logarithmes  aux 
nombres  négatifs,  entre  autres  celle-ci  :  puisque  (— a)*«=:(-f-tf)*=fl» , 
on  doit  en  cqncinre  que 


NOTES.  679 

mais  la  dernière  de  ces  conséquences  ne  s^accorde  point  ayec  l'éjua- 
tîon  vsstf*  :  jamais  aiicnnc  valeur  réelle  de  x  ne  saurait  rendre  jr 
négatifj  ainsi  les  nombres  négatifs  ne  peuvent  avoir  des  logarithmes 
réeis. 
Cela  est  confirmé  aussi  par  H'équation 

z  V^^  =  1  (cos«-#-V^— I  «in  «) , 

dans  laqncUe  il  faut  faire  z  =  (am  + 1)9  pour  obtenir  cos  ^=  —  i , 
d^oti  il  résulte 

J  —  I  s=  (am -f- iW'^  ; 

et%n  désignant  par  «  le  logarithme  réel  de  -f-a  ,  il  vient 

formule  qui  ne  donne  aucune  valeur  réelle,  puisque  m  doit  toujours 
^tte  un  noinbre  entier  (188}  ■ 

Cependant  U  est  vrai  que  les  expressions  al  +  a  et  i4 — a  font 
partie  de  celles  de  la*,  mais  sans  pour  cela  être  égales  entre  elles.  En 
effet,  «  étant  le  logarithme  réel  de  a  ,  celui  de  a*  sera  a«,  et  tous  les 
logarithmes  (tant  séels  qu'imaginaires)  de  a*  seront  compris  dans 

rexpresston  a«<^S7ifir  \/— i ,  m  pouvant  étrepair  ou  impair.  Dans 
le  premier  cas ,  om  seta  un  nombre  doiil)lem<nt  pair  ;  et  par  coimé* 
<|ucnt  l'expression  ci-dessus  s'accordera  avec 

al-f-a  =  a«-h  a.am  v^-i  : 

dans  le  second  cas,  le  nombre  am  étant  simplement  pair,  l'exprès- 
ston  de  la*  s'accordera  avec 

al.-»a3c:a«4-a(a#n+ OV^ — 'i 
mais  tes  expressions 

fie  sauraient  s'accorder  entre  elles,  puisque  les  nombres  indiqués 
sont  doublement  pairs  «ians  la  première,  et  simplement  pairs  dans 
la  seconde. 

NOTE  G ,  indiquée  sur  la  page  S^a. 

I.  On  a  vu ,  dans  le  no  a7i ,  que  le  résultat  des  înlégratioos  (uc- 
cesffivcs,  par  rap|^)rt  à  deux  variables^,  «e  dépendait  pas,  en  ^né- 
raJ ,  de  Tordre  dans  lequel  ces  deux  intégrations  étaient  effectuées  : 
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on  pent  aussi  se  rendre  compte  de  cet(e  circonstance ,  en  considé-* 
rant  les  intégrales  comme  des  sommes  d*e1ëmens,  an  moyen  de 
l'expression  donnée  dans  la  note  de  la  page  Ssg.  En  effet,  soit 
Tintégrale  double  fftàxày  oti  s  =s:  f{x  ,y) ,  et  ayant  pour  li- 
mites a  tlaf  par  rapport  à  jr ,  5  et  ^  par  rapport  à  y  ;  commen- 
çons par  rintégraéion  relatÎTO  à  x ,  et  posons  a'  =  a  +»«;  mai* , 
pour  abre'ger,  écrivons  î{m,y)  an  lien  de  î{a  •¥•  mtL,y)y  nous 
«nronSy  d'après  la  note  citée, 

/%djr=*{f(o,  ^)-Hf(i,  j^)....+  f(n— I,  y)}, 

ê 
Multipliant  ensuite  par  dj^  les  deux  membres  de  cette  éiqnation, 
et  intégrant  depuis  y^^b  josqn'à y^^hf,  en  faisant  l/s^B-^p^y 
un  terme  quelconque  dLfày{{my  y)  dn  second  membre  donnera 

«•{f(m,o)4-f(»»,  i)-Thf(w,  a)....  +  f(TO,  p— l)}, 
et  il  en  nattra ,  pour  le  développement  complet , 

f(o,  o>     -f.  f(i,  o)      H-  f(a,  o) -h  f{n— I,  o) 

+  f(o,   i)      -f  f(i,    i)       H-  f(3,    I) -f  f(/l-I,   1) 

^,^-h  f(o,  i)      4-  f(i.  a)      -f-  f(a,  a) +  f (»-i,  a)       >  , 

.+  f(o,  f>— 1)+  f(i,  A>— 1)+  f(ai  f>— i)...-h  fr»— 1,  p— i) 

oti  chaque  ligne  représente  une  intégrale  relative  à  jr ,  et  ekaqne 
colonne,  une  intégrale  relative  à  y.  Si  Ton  renversait  Tordre 
des  intégrations,  les  colonnes  prendraient  la  place  des  lignes,  et 
réciproquement:  il  n'y  aurait  de  changé  qne  l'ordre  dés  anbsti- 
tutîons  ;  car  dans  le  premier  cas,  on  commence  par  substituer  à  x 
ses  diverses  valeurs ,  et  l'on  ne  met  qu'ensuite  ceUes  de^,  tandis 
qu'on  fait  évidemment  le  contraire  dans  le  second  cas.  Or,  cela 
ne  change  rien  en  général  à  la  râleur  des  termes  du  dernier  dé- 
veloppement, puisque  f(r,j^)  doit  toujours  rester  la  même, 
lorsqu'on  y  met  pour  x  et  y  les  mêmes  valeurs ,  dans  quelque 
ordre  que  s'effectuent  les  substitutions. 

IL   II  y  a  pourtant   li   cela  une  exception,   lorsque    ces    va- 
leurs rendent  f(x,  y)  indéterminée,   en    la  faisant  passer  par 

l'infîni.  C'est  sor  la  fonction  —-— — ^r-  que  M.  Gauchy  a  d'aboid 

\x*'hy*)*  ^       ^ 

fait  cette  remarque.  Quand  on  y  suppose  simnltiinément  x  =o. 
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r==o,  elle  devient  entièremeijt  indcierminéc,  comme  celle  qa'oa 
a  consWëe  dans  le  no  i54  {JToyez  aussi  /e  Trailé  in-4%  t.  I, 
p.  357-360,  et  607);  mais  si  Ton  n'opère  les  snbsum- 
tions  que   l'une    après  J'abtre,  en   commençant  par  xsao,    on 

trouve  -2^!  =  i- ,  ce  qui  devient  +  infini,  lorsqu'on  y  fait  f=^o  ; 

^'      ^'                                               -^'--        '  la 

et  dans  l'ordre  contraire,  il  vient  d'abord  —j "^at»'  ^^ 

supposition  de  *=:o  change  en  -infini;  mais  la  différence  des 
deux  résultats  cesse  dès  que  l'on  ne  considère  plus  x  et  y  comme 
rigoureusement  nuls  :  il  n'y  a  (donc  qu'un  seul  élément  qui 
prenne  deux  valeurs*,  celui  qui  répond  hx=^o,X  =  o',ttccqnH 

faut  bien  remarquer,  c'est  que  la  fonction  (•^^7:^^;);»  ^®^^"*°^ 
alors  infinie,  fait  prendre  Û  cet  e-^ient  une  valeur  finie  qui  in- 
fine  sur  celle  de  l'intégrale  proposée;  aussi  arriv^t^n  h  deux 
résultats  différens,  suivant  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  les  m- 

tégrations. 
Pour  s'en  assnrtr  ,  il  faut  remarquer  que  si  1  on  tait 

M  =  arc  (tangM, 

il  vient 

du r       ,      ^  --  _f— —  , 

dx"^       x»+/*'      ày      ar»+r» 

ilîL^rJUil^rz      (379). 

Il  suit  de  là  qu'en   commençant  par  l'intégration  relative  h  x, 
on  a,  en  général, 

du  X 

1 


et 


.     ,  /*  d»u     ,         du  _        x_^ 

f^^'^J  dïd7^^-d5^""~H-r 

depuU  X  =  a  jusqu'à  x  =  a',   on  obtient 


a' a 


Passant  ensuite  à 
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=  arc  Tung  =  £.  j  ^  arc  T  tang  =^  J  ; 

et  les  limites  de  cette    noat^lle   int^ation    ëtant   ^  et  ^,  on 
tronye  ponr  dernière  expression 

arc  r rang  zxpJ-^uK  Ttang  =  ^J 

—  arc  f  tang  s=  —  J  +  arc  /  tang  =  -  J 

Qaand  on  procède  dans  Tordre  inverse,  on  a  snccessivement 
r  J  Pd^u     ,  du  r 

-^'^'^=/drd7^-^=s=-rM:p 


d'oîi 


/T-H 


a»H-y«       jr«4-d«' 


=  —  arc  Ttang  =  ^  J  +  arc  ^tang  =  |\ 


et  enfin 


—  arc  Tiang  =  g> J  +  «rc  Tung  =  |?J 
+  arc  r  tong  =  y- J  —  arc  T  tang  =  t  J 

Il  ne  serait  ]>as  difficile  de  montrer  qae,  dans  lenr  état  général, 
les  deux  expressions  précédentes  sont  ideniiqaes  ;  mais  si  Ton  fait 

«  =  —  I,      «/rsi,      ft=:  —  I,      ô'=i, 
limites  entre  lesquelles  tombent  x  =  o ,  ^  =  o  ,  et  d'où  il  résulte 

arc  (tang  =i)  =  |,    arc  (tangos  —  i)  =  — 7, 
on  trouvera   les  nflcurs 


N0TE5. 

4  +  4-^4  +  4  =  '' 

n  fT  9  Vf   

4-4-4-4*^ 
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qui  ne  sont  pas  égales ,  mais  dont  la  différence  est  a^. 

Si  Ton  Tonlait  prendre  r  =  o,  j^  =  o,  pour  les  premières  li- 
mites des  intégrales  cherchées ,  il  faudrait  faire  d'abord  afz=l/=:j, 
et  la  première  expression  deyiendrait 

I  —  arc  (tang  sr  *)  —  arc  ^tang  ==  i  J  -+-  arc  T  tang  =  -  j  , 

ou  bien 

—  |  — arc(tong  =  6)-fT  aifc(cang=:  a)  +  arc  T tang  =  - J  , 

à  Ganse  que 

arc  Ttang^  =  -Y  = arc  (tang  =  a). 

Considérant  alors  a  et  b  comme  des  quantités  très  petites,  et 
négligeant  en  conséquence  ks  termes 

arc  (taug  =  a) ,      arc  (tang  =  h) , 

il  resterait  —  -^  H-  arc  f  tang  -  J,  expression  qui  devient  indéter- 
minée quand  a  .  et  6  sout  irols.  Si  Von  posait  b  =s  ma ,  on 
aurait 

—  7 -h  aro  (tang  =  m), 

la  quantité  m  pouvant  varier  de  o  à  Tinfini  :  dans  le  premier 
cas,  le  résultat  est — y,  et  dans  le  second» -f- 7 »    à.  cause  que 

arc  (tang  =  infini)  =  -  :  la  différence  entre  ces  deux  valeurs  est  9r. 

On  a  trouvé  d^abord  a^ ,  parce  que  les  variables  x  et  y  étant 
à  des  puissances  paires ,  dans  la  fonction  proposée ,  chaque  inté- 
gration de  —  I  à  -f- 1  donne  un  résultat  double  de  celui  qu'on 
obtient  de  o  à  -f-  i. 


/ 
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L'ambiguïté  qa'on  vient  de  montrer  n'aurait  pas  lien  pour  les 
intégrales 


rr 


B+f'^^r, 


prises  dans  les  mêmes   limitesj,  qnoiqnc  Ja  fonction 

X*  —  X* 

se    présente  sous   la   forme   -,  quand  oo^  j  fait  à  la  fob  3c=:o, 

y=zOf  et  prenne  deux  valeurs  différentes,  suivant  l'ordre  des 
substitutions,  parce  que,  ce$  valeurs  étant  finies ,  elle  n'a^  dans 
cette  circonstance,  qu'un  élément  infiniment  petit. 

III.  La  différence  des  valeurs  obtenues  en  variant  l'ordre  d& 
intégrations  ,  ne  venant  que  du  seul  élément  placé  à  l'origine  des 
variables  x  et  j^,  M.  Cauchj  l'évalue  à  part,  ce  que  l'on  peat 
faire  comme  il  suit. 

Soit  9{x,y)  l'expression  générale  de  fi^ix ,  z  devenant  infini 
par  des  valeurs  de  x  et  de^ ,  comprises  entre  les  limites  a  et  a', 
b  et  b^  ^  en  désignant  par  a  la  valeur  de  x ,  et  par  k  une  quan- 
tité très  petite ,  l'intégrale  /zdx ,  prise  dans  le  petit  intervalle  de 
«  —  k  h  A  +  ^  )  sera 

*(«+*>  r) -"*(*—*»  X)y 

et  dans  l'intégration  suivante,    effectuée'  depuis  jr=b    jusqu'à 
jr  =  b\  donnera  la  portion 

/f4r{^(*+*>  r) —  *(*—*>  r)}> 

qai  approchera  d'antant  plus  d'être  celle  qni  correspond  à  un  seul 
clément ,  que  la  Talenr  assignée  h  k  sera  pins  petite. 
Dans  l'exemple  de  l'article  II,  pour  lequel 


l'expression  trouvée  ci-dessus  devient 


,  »       «  Œ  o  , 
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=  a  arc  (  tang  =  t  )  —  ^  arc  l  tang  =  ^  t  j. 

En  faisant  A  =  o,  pour  passer  à  la  limite,   on  a 

a  arc  (tang  =  infini)  —  a  arc  (tang  =:  —  infini) 

aw    ,   aw 

= =  asr, 

a  a 

prëcisément  la  diOerence  tronve'e   dans  l'article  cité. 

Les  intégrales  où  Ton  ne  considère  qu'nn  élément ,  ainsi  qu'on 
Ta  vit  plus  baat  pour  yz(l:r,  ont  été  nommées,  par  M.  Canchy, 
intégrales  singulières  ;  les  lecteurs  qui  youdront  plus  de  détails 
sur  ce  sujet,  les  trouveront  dans  le  tome  I^^  des  A^ow^eaux  Mé- 
moires  présentés  à  l'académie  des  Sciences ,  par  divers  Sa^ 
vans  f   page  67a. 


FIN    DES    NOTES. 


ERRJTJ. 

Page    5t,  ligne    4  "*  remontant,  par,  lisez  poar 
166,  ligne  dernière  de  la  note, 

'  =  «{ I» 

Osez  X  =  arc  f  stn.yene  =  ~  j  —  ^^<*T 

339*  ligne  première  dé  la  note,  m  +  mU,  /ûes  z  -f"  mk 
37a f  ligne  dernière  de  la  note,  ajoutez  vojr*  la  noteC 
38a,  ligne  6  en  remontant ,  trois    variables ,    Usez  deax 

variables 
4i4»  ligne  II  7  /  — flJC-t-c',  lisez  f — 'ax  —  c' 
540»  ligne  10  en  remontant  y  jf^^  lisez  jf^ 
653 y  ligne  i*j,  ajoutez  au  bout  y  (JVoci  Comment.  Acad, 

Petrep, ,  t.  Y,  p.  ao4. 
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